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PRÉFACE.

Le problème de la résolution algébrique des équations est l'un

des premiers qui se soient imposés aux recherches des géomètres.

Dès les débuts de l'Algèbre moderne, plusieurs procédés ont été mis

en avant pour résoudre les équations des quatre premiers degrés :

mais ces diverses méthodes, isolées les unes des autres et fondées sur

des artifices de calculs, constituaient des faits plutôt qu'une théorie,

jusqu'au jour où Lagrange, les soumettant à une analyse approfondie,

sut démêler le fondement commun sur lequel elles reposent et les

ramener à une même méthode véritablement analytique, et prenant

son point de départ dans la théorie des substitutions.

L'impuissance de la méthode de Lagrange, pour les équations

géuérales d'un degré supérieur au quatrième, donnait lieu de croire

il l'impossibilité de les résoudre par radicaux. Abel démontra, en

effet , cette proposition fondamentale
;

puis , recherchant quelles

étaient les équations particulières susceptibles de ce genre de réso-

lution, il obtint une classe d'équations remarquables qui portent son

nom. Il poursuivait avec ardeur ce grand travail lorsque la mort vint

le frapper ; les fragments qui nous en restent permettent de juger de

l'importance de cet édifice inachevé.

Ces beaux résultats n'étaient pourtant que le prélude d'une plus

grande découverte. Il était réservé à Galois d'asseoir la théorie des

équations sur sa base définitive, on montrant qu'à chaque équation

correspond un groupe de substitutions, dans lequel se reflètent ses

caractères essentiels, et notamment tous ceux qui ont trait à sa réso-

lution par d'autres équations auxiliaires. D'après ce principe, étant

donnée une équation quelconque, il suffira de connaître une de ses

propriétés caractéristiques pour déterminer son groupe, d'où l'on

déduira réciproquement ses autres propriétés.



VI PRÉFACE.

Oe ce point de vue élevé, le problème de la résolution par radicaux,

qui uaj»uère encore semblait former l'iuiique objet de la théorie des

c(|uations, n'apparaît plus que connue le premier anneau d'une longue

chaîne de questions relatives aux transformations des irrationnelles

et à leur classification. Galois, faisant à ce problème particulier l'ap-

plication de ses méthodes générales, trouva sans difficulté la propriété

caractéristique des j»roupes des équations résolubles par radicaux, la

forme explicite de ces groupes pour les équations de degré premier,

et deux théorèmes importants relatifs au cas des degrés composés.

ÎNlais, dans la précipitation de sa rédaction, il avait laissé sans dé-

monstration suffisante plusieurs propositions fondamentales. Cette

lacune ne tarda pas à être comblée par M. Betti, dans un Mémoire

important, où la série complète de ces théorèmes de Galois a été pom-

la première fois rigoureusement établie.

L'étude de la division des fonctions transcendantes offrit à Galois

mie nouvelle et brillante application de sa méthode. Depuis long-

temps Gauss avait démontré que les équations de la division du cercle

étaient résolubles par radicaux; Abel avait établi le même résultat

pour les équations de la division des fonctions elliptiques, en sup-

posant la division des périodes effectuée
;
proposition que M. Hermite

devait étendre aux fonctions abéliennes. Mais il restait à étudier les

équations modulaires dont dépend la division des périodes. Galois,

déterminant leur groupe, remarqua que celles de ces équations dont

le degré est 6, 8 ou 12, peuvent s'abaisser d'un degré. M. Hermite,

effectuant cette réduction , montra qu'il suffisait de résoudre des

équations des quatre premiers degrés pour identifier la réduite ob-

tenue dans le cas de la quintisection avec l'équation générale du

cinquième degré, ce qui fournissait la solution de cette dernière

équation par les fonctions elliptiques. M. Kronecker parvenait en

même temps au même résultat par une méthode à peu près inverse,

que M. Brioschi a reprise et développée dans quelques pages remar-

quables. •

.

Une autre voie féconde de recherches a été ouverte aux analystes

par les célèlires Mémoires de M. Hesse sur les points d'inflexion des
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courbes fin troisième ordre. Les problèmes de la Géométrie analytique

fournissent, en effet, une foule d'autres équations reniar(|uables dont

les propriétés, étudiées par les plus illustres géomètres, et principa-

lement par MM. (^yle\ , Clebsch, Hesse, Kummer, Salmon, Steiner,

sont aujoiud'hui bien connues et permettent de leur appliquer sans

difficulté les méthodes de Galois.

La théorie des substitutions, qui devient ainsi le fondement de

toutes les questions relatives aux équations, n'est encore que peu

avancée. Lagrange n'avait fait que l'efflem-er; Giuchy l'a abordée

à plusieurs reprises. MM. Bertrand, Brioschi, Hermite, Kronecker,

J.-A. Serret, E. Mathieu s'en sont également occupés; mais, malgré

l'importance de leurs travaux, la question était si vaste et si difficile,

c(u'elle reste encore presque entière. Trois notions fondamentales

commencent cependant à se dégager : celle de la primitivité, qui se

trouvait déjà indiquée dans les Ouvrages de Gauss et d'Abel; celle

de la transitivité, qui appartient à Giuchy; enfin la distinction des

groupes simples et composés. C'est encore à Galois qu'est due cette

dernière notion, la plus importante des trois.

Le but de cet Ouvrage est de développer les méthodes de Galois

et de les constituer en corps de doctrine, en montrant avec quelle

facilité elles permettent de résoudre tous les principaux problèmes

de la théorie des équations. Pour en faciliter l'intelligence, nous avons

pris notre point de départ dans les éléments, et nous v avons exposé,

outre nos propres recherches, tous les principaux résultats obtenus

par les géomètres qui nous ont précédé. Mais nous avons souvent

modifié assez profondément l'énoncé et le mode de démonstration

de ces propositions, afin de tout ramener à des principes uniformes

et aussi généraux cpie possible. L'abondance des matières nous a

d'ailleurs contraint à supprimer tout développement historique. C'est

ainsi que nous avons dû laisser de côté, non sans regret, la célèbre

démonstration donnée par Abel de l'impossibilité de résoudre par

radicaux l'équation du cinquième degré, ce beau théorème pouvant

aujourd'hui s'établir par des considérations beaucoup plus simples.

Parmi les Ouvrages que nous avons consultés, nous devons citer

b
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piirtioulièreineiit, outre les OKuvres de (ialois, dont tout ceci n'est

([n'iin Commentaire, le Cours d'Algèbre supérieure de M. J.7A.

Serret. C'est la lecture assidue de ce livre qui nous a initié à l'Al-

j»èbre et nous. a inspiré le désir de contribuer à ses progrès.

Nous tenons également à remercier ici MM. Clebsch et Kronecker

des précieuses indications qu'ils nous ont fournies. C'est grâce aux

libérales communications de M. Clebsch que nous avons pu aborder

les problèmes géométriques du Livre III, Chapitre III, l'étude des

groupes deSteiner et la trisection des fonctions hyperelliptiques. Nous

devons à M. Kronecker la notion du groupe des équations de la divi-

sion de ces dernières fonctions. Nous aurions désiré tirer nn plus grand

parti que nous ne l'avons fait des travaux de cet illustre auteur sur

les équations. Diverses causes nous en ont empêché : la nature tout

arithmétique de ses méthodes, si différentes de la nôtre; la difficulté

de reconstituer intégi^lement une suite de démonstrations le plus

souvent à peine indiquées; enfin l'espérance de voir grouper un jour

en im corps de doctrine suivi et complet ces beaux théorèmes qui

font maintenant l'envie et le désespoir des géomètres.

Cet Ouvrage se divise en quatre Livres :

Le Livre premier est consacré aux notions indispensables relatives

à la théorie des congruences.

Le Livre II se partage en deux Chapitres, consacrés, le premier à

l'étude des substitutions en général, le second à celle des substitulions

dont la forme est définie analytiquement et principalement à celle

des substitutions linéaires.

Le Livre lïl contient quatre Chapitres. Dans le premier, nous

posons les principes de la théorie générale des équations. Les trois

suivants renferment des applications à l'Algèbre, à la Géométrie et

à la théorie des transcendantes.

Enfin dans le Livre I\ , divisé en sept Chapitres, nous déterminons

les divers types généraux d'équations solubles par radicaux, et nous

obtenons pour ces types un système complet de classification.
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ERRATA.

Page 9, ligne 22, au lieu de x'' ^ lisez x'' —1.

Page 21 , ligne 21 , au lieu de distinctes, lisez distinctes entre // lettres.

Page 23. ligne i5, au lieu de G, lisez H.

Page 43; ligne 2, au lieu de k, lisez A\.

Page G4, ligne 27. au lieu de T^'ST. S, lisez T"'ST.S'.

Page 67, ligne 29, au lieu de [abcd], [bccd) [cdef), lisez (ab){cd)^ [abc) [dfe).

P^ge 79, ligne 20, au lieu de toutes les lettres, lisez toutes les lettres a.. . ., a^,.

Page 93, ligne i3. au lieu de x'-\-x, lisez x, x'-\-x.

Page 94, ligne 21 , au lieu de B^i ^^, lisez B^' ^.

Page 10 1 , ligne 1
1

, au lieu de q'_^y lisez rj'— i

.

Page 108, ligne 28, au lieu de xj, lisez xj-'.

Page 116, ligne 5, au lieu de K[''^^ lisez Kl~~*.

Page 118, ligne 33, au lieu de a^-^ x"'+ b'^-^ x" \ lisez (^{-^ x'"+ (/[-^ j:"' '.

Page 128, lignes 19. 20, ai , au lieu de />, />*, lisez />?, /v?'.

Page 1 3o, ligne 1 3 , au lieu de Y,+ K, Z,, 2, = Z, 4- K, Y,, lisez Y, -f K, Y, . s,^ Z^.+ K, Z,

Page i32, ligne 34, au lieu de z')^, lisez z'-{-y)^.

Page i38, ligne 9, au lieu de échangeable à A', lisez échangeable à A.

Page 143, ligne 29, au lieu de racine, lisez série.

Page 146, ligne 27, au lieu de jf^r', lisez a*^-\

Page 174, lignes 16. 22, 27, au lieu de b, lisez c.

Page 175, ligne 4, au lieu de 2 étant, lisez S' étant.

Page 176, ligne i , au lieu de f[ , lisez f^ .

Page 177, ligne 3o, au lieu de -{-a^^ni^ et -k-alm^, lisez —alni^ et — a"^ni^.

Page 177, ligne 3i, au lieu de L',*", lisez L'/.

Page 178, ligne 6, au lieu de +b\, lisez —b\.
Page 178, ligne 7, au lieu de L", lisez U^'.

Page 2o5, ligne 2, au lieu de Q^^, lisez Q^^.

Page 208, ligne 32, au lieu de c„ lisez c\.

Page 212, ligne 22, au lieu de b\d\^ lisez U,^d'..

Page 21 3, ligne 23, au lieu de Q.^^ lisez caract. C^.

Page 21 3, ligne 26, au lieu de C^, lisez caract. C^.

Page 220, ligne 26, au lieu de ^), lisez F.

Page 221, lignes 2, 9, 19, au lieu de tp, lisez F.

Page 226, ligne 9, ou lieu de m,, lisez w,.

Page 23o, ligne 21, au lieu de racines, lisez lettres.

Page 23 1, ligne 8, au lieu de 2,^,_„ lisez 2,a„_, = 2(2*"-'— 2"-).

Page 238, ligne 12, au lieu de =0, lisez = i.

Page 261 , ligne 2, au lieu de af\ lisez af.

Page 263, ligne 18, au lieu de Z^, -h/^,Z^„ lisez Z'- -f-/^,Z'-:.

Page 267, ligne 4, au lieu de invariables, lisez invariable.

Page 282, ligne 2, «h //e?i r/e irréductible. /«<?z réductible.



xviii ERRATA.

Page agi, liijne 12, au lieu tic G, Huez F.

Page 294, ligne 9, au lieu de <p(x), lisez f{x).

Page 296, ligne i3, au lieu de racines, lisez racines primitives.

Page 307, lignes 5 à 10, au lieu de Si les x^ sont tous pairs, etc., lisez Si d'autre part les j-j sont

tous pairs, et les £ ou les af égaux à zéro, les 3" ou les x' seront éeaux aux .r. , et les ras

d'exclusion se réduiront à trois distincts.

Page 3i3, lignes 12 et i3, au lieu de p, lisez q.

Page 3i6, ligne 3o, au lieu de cin'n^ lisez cni'ii'.

Page 319, ligne 1, au lieu de (Î502), lisez (504).

Page 320, ligne 22, au lieu de 4, liiez 5.

Page 327, ligne aS, au lieu de pj, lisez p..

Page 329, ligne 24 . au lieu de > lisez p. •

n —

1

n —

1

Page 352, ligne 11, au lieu de {— \)
'

, lisez (—1) * //.

Page 372, ligne 7, au lieu de 29, multipliées, lisez 28, divisées.

Page 378, ligne 26, au lieu de trois, lisez deux.

Pa^e 387, ligne 16, au lieu de la, lisez le.

Page 391, ligne 18, au lieu de c^m , lisez <^/n,.

Page 421 , ligne 20, au lieu de r, p, = Tjp.^, lisez Ci = t-i •

Page 432, ligne 19, au lieu de b,, lisez é'ji.

Page 436, après les lignes 14 et ig, écrire des lignes de points.

Page 44^) ligne 26, au lieu de F, lisez I".

Page 491

,

ligne i5, au lieu de (1 +76^1/ , lisez (i -r/ô^i)' .

Page 491

,

ligne 24, au lieu de Si ?', = Ç,, lisez Soit r' = r-j- v, et c', = ^, ;.

Page 5 10, ligne 12, au lieu de D^, lisez C,. .....

Page 538, ligne 16, au lieu de mais, lisez mais, si m— 1, ou /// > i et rH so(mod.2).

Page 562, ligne i4, «« Heu de '*?, lisez "<?,.

Page 591

,

ligne 23, au lieu de S, S', lisez 1,. . .

.

Page 593, ligne 23, au lieu de et contient, lisez à moins qu'il ne contienne.

Page 593, ligne 24, au lieu de ou, lisez et.

Page 601, ligne 29, uu lieu de on aura d= i, lisez L aura pour exposant l'unité.

Page 606, ligne 24, au lieu de e'''' "^', lisez e f~^
.

Page 607

,

ligne 27

,

au lieu de F, lisez F,.

Page 609, ligne 19, au lieu de C: t._^
. ,.,, lisez [H, Ç^.../,, ...]'.

Page 610, ligne 34, au lieu de Trois cas, lisez Cela est clair si 1', est do troisième catégorie;

sinon, deux cas.

Page 61 3, ligne 11, au lieu de p, lisez p".

Page 616, ligne 22, au lieu de F', lisez F' (premier faisceau de L').

Page 624, ligne 4, au lieu de -+-<,?,, Usez —/,?,.

Page 628, ligne 24, au lieu de n^. lisez ï^.
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§ I. — Première étude des congruewces.

Congruences du premier degré.

1. Deux entiers a et 6 dont la différence est divisible par un entier p
sont dits congrus suivant le module p. Gauss exprime cette relation par la

notation suivante
a^b (mod. /?).

Mais quand le module est connu, on omet souvent de l'écrire.

Soit F une fonction entière à coefficients entiers d'une ou de plusieurs

indéterminées : la relation

F^o (mod. /?),

s'appellera une congruence.

2. Problème. — Résoudre la congruence du premier degré

a,a:, H- a,jr, + . . .+ a„:r,^6 (mod. />).

Cette congruence revient à l'équation indéterminée

(i) px -^ a,Xi-\- aiXi + . . .-^ a„x„:=b.

Soit a, le plus petit des nombres /?, a,, «j,...; et soit p = a^m + p\
o, = «.ma+ a'j,.. -î/?', a'j,... étant les restes minima de la division de

i .
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p, fu,... par rt,. Posons

oc\ étanl une nouvelle indéterminée; il vient

p'x -4- aix\ + d^Xi -h. . . = b,

équation analogue à la précédente, mais avec des coelficients plus petits.

Si/?', à.2,... ne sont pas tous nuls, on répétera ce procédé; et il est clair

(ju'on parviendra enfin à une équation

(2) dz = h,

où tous les coefficients soient nuls, sauf un seul, d. D'ailleurs, il est évi-

dent que p, a,, Uz,... ont le même plus grand commun diviseur que /?', a,,

«2.---; de même à chacune des réductions suivantes : donc d sera ce plus

grand commun diviseur. S'il ne divise pas b, l'équation (2) sera impossible :

mais s'il le divise, on aura .2 = -^; et l'on aura x, œ,,..., a?„ exprimés en

fonction linéaire de z et des n indéterminées affectées de coefficients nuls

dans l'équation (2), lesquelles restent arbitraires.

Remarque. — La congruence ax^^b {moà. p) est toujours résoluble, d'a-

près ce qui précède, si a est premier a p. Soient x, x' deux de ses racines :

a{x — x') sera divisible par/?; donc x = x' -+- kp, k étant entier. Parmi les

nombres de cette progression, il en est évidemment un, et un seul, qui

soit </? et non négatif. Nous le désignerons par le symbole - (mod. p).

Congruences de degrés supérieurs.

3. Les congruences les plus intéressantes sont celles dont le module est

un nombre premier. Nous les considérerons exclusivement dans ce qui va

suivre, à moins que nous n'avertissions expressément du contraire.

4. Soit

F(^) = A^"*+ B^"'-'-f-. . .

une fonction entière de a? à coefficients entiers. Soient a, b,... les restes res-

pectifs de la division de A, B,... par/?; il est clair qu'on aura identiquement

kx'" + B;c"—'-+-. ..^ax""-^ bx'"-' +. . . (mod. p).

La fonction simplifiée ax"' -h è^'""'-}-... aura par définition tous ses coeffi-

cients positifs et inférieurs kp.
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5. Théorème. - Soient F(^) = A^'"""" 4- B^"'-^"-'-f-...^ K^-'" -'-+-... et

f{x) = ûwt"' h- èo/""' -f- . . . deux fonctions de degré m->r n et m, on pourra

toujours déterminer, et d'une seule manière^ deux fonctions simplifiées

9(a^) = a^"-h/3^-*-f-... et v{/(a?) =Ra;"'-* -^ S^'"-- + .. . , telles que Von

ait identiquement

En effet, les coefficients de o{x) et de à{x) étant supposés indéterminés,

lerchons à véri

premier degré :

cherchons à vérifier cette congruence. On aura les congruences suivantes du

h=bx + a^
j

(mod. p),

K= fonct. («, 6,..., a, .3,...) + R
'

qui déterminent sans ambiguïté a, puis |3,..., puis R, etc.

Les fonctions <p(^) et ^(x) pourront être appelées respectivement le

quotient et le reste de F(^) par /(a?). Si ^{^(a?) est nul, on dira que f{3o) est

u n diviseur de F (x )

.

6. Remarque. — Les divenes fonctions qui s'obtiennent en multipliant une

même fonction F (a;) par divers entiers constants e, e, , . . . , ont toutes les mêmes

diviseurs.

Soit, en effet, f{x) un diviseur quelconque de eY(x)\ on aura

Soit j' une racine de la congruence ey^e,; on aura

e,¥{x)^f{x).x(^{x)=f{x).o,[x),

en désignant par <ft[x) la fonction simplifiée congrue ày(p(a;).

La fonction eY{x) est évidemment divisible : i*^ par l'entier e; 2° par elle-

même. La fonction F (a?) ayant les mêmes diviseurs, on voit qu'elle sera

nécessairement divisible : i^ par un entier arbitraire e; 2" par un quelconque

de ses multiples eY{x). Si ces diviseurs sont les seuls que possède la fonc-

tion, nous dirons qu'elle est irréductible. Dans le cas contraire, on pourra la

mettre sous la forme d'un produit de fonctions irréductibles.

7. Il est clair que si deux fonctions F (a?) Qi f{x) ont un diviseur com-
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mun, il divisera le reste de leur division ^{x), et réciproquement. On pourra

donc, comme dans l'algèbre ordinaire, chercher le plus grand commun di-

viseur de deux fonctions en opérant des divisions successives, et démontrer :

i*^ que si une fonction irréductible /(^) divise un produit de fonctions F(a?),

F, (a?),..., elle divise nécessairement l'un des facteurs; 2° que de quelque

manière que Ton s'y prenne pour décomposer une fonction en facteurs irré-

ductibles, on obtiendra toujours les mêmes facteurs, à des coefficients con-

stants près.

8. Théorème. — Une congruence Y{x)^o de degrém admet précisément

autant de racines égales ou inégales, comprises entre o et p — \ , que son pre-

mier membre, décomposé en facteurs irréductibles, contient de fadeurs du pre-

mier degré.

Soit, en effet,

Y{x)^f{x)f.[x)...^[x):..,

f(oc), f[x),... étant des facteurs du premier degré, et ^(a;),... des facteurs

de degrés supérieurs. Pour que Y{x) soit divisible parp, il faudra qu'un de

ses facteurs le soit : Tune des congruences f[x)^o, f,{x)^o, . .,

,

ç)(a?)^o... devra donc être satisfaite.

Or la congruence /(a?) ^E o admet, comme on l'a vu, une seule racine a

comprise entre o et/? — i; f{x) en admet également une seule «,, etc.

Les autres congruences telles que (p{x)^o n'en admettent aucune: car,

s'il y en avait une, b, on aurait

9(6)^0; d'où o{x)^o{x) — (^(b)^ML(x — b),

M étant la fonction simplifiée de la fonction entière ———-^
—-. (p{œ) serait

donc divisible par x — b, et ne serait pas irréductible, comme on le suppose.

9. Dans le cas le plus favorable, où tous les facteurs de fix) sont du pre-

mier degré, leur nombre sera précisément égal à m, et l'on aura

¥ix)^f{x)f,ix)...^[fix)~f{a)][f,{x)-l{a,)]...^kix-a){x-a,)...,

k étant un coefficient constant.

Soit

F(.r) = A.r'"+ B^"-'-!- C.r"'-'-f-

Comparant cette expression à la précédente, il viendra

k^k, p^ — k{a -]-ai-\-. . .), C^ k{aa, -h. . .),
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Les fonctions symétriques des racines de la congruence s'expriment donc au

moyen des coefficients de la même manière que dans la théorie ordinaire

des équations.

Ces propriétés importantes cessent d'avoir lieu, si l'on considère les con-

gruences dont le premier membre contient des facteurs irréductibles d'un

degré supérieur au premier. Un inconvénient analogue s'était présenté dans

la théorie ordinaire des équations, lorsque celles-ci n'ont pas toutes leurs

racines réelles; on y a remédié en introduisant dans le calcul la notion des

imaginaires, qui permet de rendre aux énoncés des théorèmes toute leur

généralité. Par un procédé analogue, on peut obtenir ici le même avantage,

ainsi que Galois l'a montré le premier. Mais, avant d'exposer sa méthode,

il convient de nous arrêter un instant sur une congruence importante dont

toutes les racines sont réelles et inégales.

§ II. — Des CONGRUENCES BINÔMES. — Des RÉSIDUS DE PUISSANCES.

Des congruences binômes.

10. Théorème de Fermât. — Tout nombre entier A non divisible par le

nombre premierp est racine de la congruence xP~* ^ i [mod.p).

En effet, les entiers non divisibles par p peuvent être répartis en /> — i

classes, en groupant ensemble dans une même classe tous ceux qui sont

congrus entre eux suivant le module p. Cela posé, formons la suite i , A, A'',

A',— Les premiers termes de cette suite pourront appartenir à des classes

différentes; mais comme leur nombre est illimité, on finira nécessairement

par en trouver un qui soit congru à quelqu'un des précédents. Soit A" le

premier terme qui jouisse de cette propriété; il sera congru à i, car s'il l'é-

tait à A'", on aurait

A'-(A»-^ — i) = A' — A-= o (mod.;?),

et comme A"* est premier à p, X"~"' — i^o {mod.p). Donc A''""' serait

congru à i. A" ne serait donc pas, comme on le suppose, le premier terme

qui fût congru à l'un des précédents.

Soit donc A^^^i, d'où A"-^' ^ A,.... Les entiers i. A,..., A"-*, étant

incongrus entre eux, appartiennent à n classes différentes; puis on retrou-

vera périodiquement les mêmes classes en formant les puissances suivantes

À\ , i\ , . . . .
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Le nombre n est un diviseur de /9 — i, nombre total des classes. Cela est

évident si /> — i = /i. Si /? — i est >>/i, soit B un entier appartenant à une

classe différente de celles que nous venons de déterminer : les entiers B,

BA,..., BA""' appartiennent à n nouvelles classes, distinctes des précé-

dentes et distinctes les unes des autres; car si l'on avait, par exemple,

BA ^ A*, on aurait

(B — A)A = o; d'où (B-A)= o,

et B appartiendrait à la même classe que A, contre l'hypotbèse; et si l'on

avait BA'"^BA% on aurait A'^^A^ r et s étant moindres que n, ce qui

est impossible.

Donc/î— I est au moins égal à in. S'il est plus grand, soit C un entier

appartenant à une classe quelconque autre que celles que l'on vient de

trouver: les entiers C, CA,..., CA"~' appartiendront à n classes nouvelles

distinctes des précédentes, et/? — i sera au moins égal à 3/i. On peut pour-

suivre ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé le nombre des classes.

Soit donc ^ — i^=^nd: la congruence A'^^^i, élevée à la puissance d,

donnera A''"' ^ i , ce qu'il fallait démontrer.

Remarque. — Le tbéorëme de Fermât a été généralisé par Gauss ainsi

qu'il suit ;

Tout nombre A premier à un nombre quelconquem satisfait à la congruence

^?('n) ^ , (mod.m),

ç) (m ) étant le nombre des entiers premiers à m et inférieurs à lui.

Car les nombres premiers à m peuvent être répartis en 9 (m; classes en

groupant ensemble ceux qui sont congrus suivant le module m. Cela posé,

la démonstration se fera absolument comme tout à l'heure, en remplaçant p
etp — I par m et (p(m).

Faisons en particulier m = p'^, p étant premier, on aura

(p(/n)=/7" — /?"'"',

et A satisfera à la congruence

;r/''*""^"~'^ I ( mod.;^"\

11. Corollaire.— Soit c? un diviseur quelconque dep— i : la congruence

x^ — i ^£ o a ^ racines distinctes comprises entre o et p — 1

.
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Car la congruence x^-* — i ee^ o a, comme on vient de le voir, p — i ra-

cines distinctes comprises entre ces limites, à savoir i, 2,..., p— \. Son

premier membre est le produit de x'' — i par un facteur M de degré

p — I — & ei ne peut être divisible par p que si l'on a a?'^ — i e^ o ou M^ o.

La première de ces congruences a tout au plus â' racines distinctes; la se-

conde en a tout au plus /? — i — ô^
; elles en ont ensemble /? — i ; donc elles

ont précisément â et p — i — â racines distinctes.

Soient A une racine quelconque de la congruence x"' — i e^ee^o. A" la pre-

mière des puissances successives de A qui soit congrue à l'unité; celles des

puissances de A qui sont congrues à l'unité seront, d'après ce que nous

avons vu (10), les suivantes A", A^*", A^",.... Mais A^ est congru à i; donc n

est un diviseur de â.

Si l'on a précisément n = â, on dira que A est une racine primiwe de la

congruence a?^— ieeeo. Dans ce cas, les â quantités A, A"-,..., A^^ seront

toutes incongrues entre elles, et les restes qu'on obtient en les divisant par/>

seront les ù racines de la conî^ruence donnée; car soient A"* l'une d'elles,

p le reste correspondant, on aura js^'eeee A'"'^e^ i.

12. Théorème. — La congruence x'" — i .=^0 (mod./>), où â est un dki-

seur de p — 1 , a toujours des racines primitives.

i*^ Supposons d'abord ô' = q^, q étant premier. Les racines non primi-

tives de la congruence donnée satisfont à la suivante

et sont en nombre ^*~ '
; les autres, en nombre ^^

(
i

)
' seront primitives.

2" Soit maintenant â' = q^rK.., q, /-,,.. étant premiers. Soient res-

pectivement A, B,... des racines quelconques des congruences x^' — 1 =0,

x''' — 1^0 Le produit AB... sera une racine de la congruence proposée,

dont réciproquement toutes Us racines seront de cetteforme ; et Von obtiendra

ses racines primitives en prenant successivement pour A, B,... les diverses

racines primitives des congruences correspondantes.

En effet, des relations A'*^^ i, B'^eee i,..., on déduit évidemment

(AB... î'-^-=i;

donc AB... est une racine de la proposée. D'ailleurs les produits de la

forme AB... sont en nombre ^*r^... et tous incongrus; car si l'on avait

2
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AB. . . ^ A'B'. . . sAns avoir A^A', B^B', ..., soit par exemple

A^ A' (mo(l./>), on aurait

AA'-'sBB'-'...; d'où (AA'-/^—= (B*B-'. ../''••= i,

ce qui est absurde; car AA'~' satisfaisant à la congruence

^»" — I ^o,

les exposants de celles de ses puissances qui sont congrues à l'unité sont des

multiples du moindre d'entre eux, lequel étant > i (puisque A^A') et

divisant q*^ sera divisible par q\ or r^... n'est pas divisible par q. Donc les

q^r^... produits AB... sont tous incongrus et égaux aux diverses racines

de la congruence proposée.

Enfin si A, B,... sont des racines primitives des congruences correspon-

dantes, AB... sera une racine primitive de la proposée; car, s'il en était

autrement, elle satisferait à l'une des congruences

xi^ I, X' ^^\,. . .,

ce qui ne peut avoir lieu, car on a

( AB . . . jî = Af""' --^ • • • B/" '••'•••... = kf" '•^-
• •

,

expression qui ne peut être congrue à rtJ^~VP... n'étant pas divisible

par q^.

Au contraire, si A n'était pas une racine primitive, il est manifeste que

(AB...)^ se réduirait à i (mod.^o).

X'"— l^O, X''^ — I == o,

Les congruences

ayant respectivement ^*( 1
—

-Jî
rH i — M,- • racines primitives, la pro-

posée en aura

«a ' ' \ / '

Ainsi toute congruence de la forme

x^^ I (mod.;>),
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et en parliculier la suivante

a:P-*^i 'mod,/>;,

a nécessairement des racines primitives.

13. 11 est intéressant de savoir si la congruence analogue

x?("^^i (mod. m),

relative aux modules composés, a également des racines primitives. Ce sujet

a été complètement traité par M. Serret dans son Algèbre supérieure. Sec-

tion m, Chapitre II). Nous emprunteronsà cet important ouvrage les résul-

tats relatifs au cas le plus simple, où m est une puissance d'un nombre
premier.

Soit

m := /?^ ; d'où 9 ni := p' — //-'

,

p étant un nombre premier impair.

i" Les racines primitives des deux congruences

xP^'P^'^ 1 mod.p et xp-'^i mod./>

sont congnies entre elles suivant le module p.

Car si g n'est pas congrue à une racine primitive de la dernière des con-

gruences ci-dessus, et qu'on ait par exemple

g"^ I ! mod./; = I 4- rp,

n étant <^p — i, on aura

g'P'~' = I -r- /•/?
p'~'^ I mod. p' ,

np'~* étant <</>'— //'"', et g ne sera pas racine primitive de la première

congruence.

2" Soient maintenant a une racine primitive de la seconde congruence,

g un nombre congru à a [mod.p); g sera ou ne sera pas racine primitive de

la première congruence, suivant que gP~* — i ne sera pas ou sera divisible

par p-

.

Car soit g^ la première puissance de ^ qui soii congrue à i {nwô.p'), vWe

le sera à i (mod.p); donc / est un multiple de p ~i. Oq sait d'ailleurs qu'il

divise p' — p'~^
; \\ sera donc ^gal à p^ {p — i )^ À étant un certain entier.

2.
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Or soit g^^* = I + kp^, k étant non divisible par/;; on aura en général

^x étant un entier premier à p. Donc la plus petite des valeurs de X, telle

qu'on ait

gp^{p-^)^x (mod.;;*),

sera v — i\ elle sera v — i si /= i, et ^ sera racine primitive : elle sera

moindre dans le cas contraire.

S*' Posons donc g^= a -\- np et cherchons à déterminer n de telle sorte

que gP~^ — I ne soit pas divisible par /?^. On a

gp-' — I ^aP-' — i -h {p — \)aP'' np mod./?»),

expression non divisible par p^ si n est choisi de telle sorte qu'on ait

aP~^ — I

h (/> — i)«''-'n> o (mod./?),

relation qui peut toujours être satisfaite, {p— i) aP~- étant premier à/;.

Il est clair que cette inégalité sera satisfaite pour/? — i valeurs de n infé-

rieures à/>; en ajoutant à chacune d'elles un multiple quelconque de />

inférieur à /?''~\ on aura [p — i) p^~^ valeurs distinctes de n qui donneront

pour g autant de valeurs, toutes inférieures à p^, et dont chacune sera une

racine primitive.

14. Soit maintenant m = 2^. Si y = 2, la congruence

x?^^'''' =ix'''~^ ^^i (mod. 2'')

aura la racine primitive 3. Si v > 2, elle n'aura pas de racine primitive, car

tout nombre a premier à 2 peut s'écrire ainsi

k étant un entier impair, et l'on aura en général

kx étant un entier impair. La moindre valeur de X pour laquelle a^-fsera

divisible par 2" sera donc v — 2 — ^ nombre inférieur à v — i; donc a ne

sera pas racine primitive de la congruence proposée. Mais si l'on pose i = o-
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la valeur cherchée de X sera v — 2; a-'"' sera donc la première puissance

de a qui satisfasse à la congruence proposée. Parmi les diverses puissances

a, a', a',...,
«-'"' toutes incongrues entre elles, il n'en existe évidemment

qu'une seule a^'~' qui soit différente de i(mod.2''), dont le carré soit

congru à i f mod. 2"'), et qui par suite soit de la forme ± i -h 2''"' k, k étant

impair. Or cette forme contient plusieurs nombres. Soit b l'un d'entre eux

autre que cr~'\ b^ sera congru a 1 (mod. 2"), et les deux suites

a a* a*. . . a'*~',

ba ba? b(û . . . ba^'~^,

dont tous les termes sont évidemment impairs et incongrus suivant le mo-

dule 2"', reproduiront (aux multiples près de 2') la suite complète des

nombres impairs et inférieurs à 2'.

Des résidus de puissances.

15. La considération des racines primitives permet de résoudre très-sim-

plement les congruences binômes. Soit en effet œ''^a{mod.p) une sem-

blable congruence, et soit y une racine primitive de la congruence

xP~* — I ^o. Un nombre entier quelconque, satisfaisant nécessairement à

cette dernière congruence, sera congru à quelqu'une des puissances de ^:
soit donc œ^y' et a^y^. La congruence x'' — a^o deviendra

y" — j'^o; mais pour que deux puissances de y soient congrues entre

elles, il faut et il suffit que leurs exposants diffèrent de multiples de p — i.

La question sera donc ramenée à résoudre la congruence du premier degré

rz^x mod. p — i),

problème traité au n** 2.

Le problème ne comporte, comme on l'a vu, aucune solution si a n'est

pas divisible par le plus grand commun diviseur 0* de /• et de/? — i. Si a est

divisible par â, il en comporte une infinité, de la forme -, + /: ^ T S parmi

lesquelles il en existe évidemment â qui sont inférieures à /9 — i.

16. Soit en particulier r = 2, p étant impair. On dit généralement que a

est résidu quadratique de p ou non résidu quadratique, suivant que la con-

gruence œ- — a^^o (mod./?) sera possible ou non. On voit que a sera résidu
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OU non résidu, suivant que a sera congru à une puissance paire ou à une

jjuissance impaire de y. Soient a^y'^ et h^y^ deux nombres (juelconques

non divisibles par/? : leur produit ah^y^^^ sera résidu quadratique s'ils

sont tous deux résidus ou non résidus, car a et /3 étant tous deux pairs ou

tous deux impairs, a-hjS sera pair. Au contraire, le produit d'un résidu par

un non résidu sera un non résidu.

§ III. — Théorie de Galois.

17. Considérons maintenant une congruence irréductible /(iJ?)^o, dont

le degré v soit > i*. Elle n'admet, comme on l'a vu, aucune solution en

nombres entiers; mais rien n'empêche d'introduire dans le calcul un sym-

bole imaginaire /*, supposé tel que l'on ait/(ï) ^^o, et de prendre en consi-

dération, outre les entiers réels, les entiers complexes formés avec celte

imaginaire. Grâce à cette convention, on va voir que la congruence

f[x)^o admettra précisément v racines imaginaires incongrues entre

elles.

En premier lieu, soit Y[i) une fonction entière de i; divisons-la par/{f),

il viendra
F(/)^/(/)9f/) + ^(/)= v};(0,

^{i) étant de la forme ai'~^ -h bi^-- -+-.... Si cette fonction n'est pas identi-

quement nulle, 4'(0' ^^ P^'' suite F(/), ne pourra être congrue à zéro; car si

l'on avait à la fois ^^{i)^o et f[i) ^eo on aurait ;((«) e^ o, y^{i) étant le

plus grand commun diviseur de ^{i) et de/(ïj. Mais/(i) étant irréductible,

y^[i) devra se réduire à un entier constant, essentiellement différent de

zéro. On arriverait ainsi à une absurdité.

Donc : i"" Y{i) ne peut être congrue à zéro que si elle est divisible par f{i);

2° si elle n'est pas congrue à zéro, elle sera congrue à l'un des p'— i nombres

de la forme ai^~* -h bi^~- , . . . obtenus en donnant a a, b,... tous les sys-

tèmes possibles de valeurs inférieures à p, sauf le système de valeurs a = o,

b = o,...; 3*^ enfin ces p'— i nombres sont incongrus entre eux, car si deux

d'entre eux A et B étaient congrus entre eux, A — B serait congru à zéro

sans s'annuler identiquement, ce qui est absurde, comme on vient de le

voir.

Si donc on répartit les entiers complexes non congrus à zéro en classes,

en groupant ensemble ceux qui sont congrus entre eux, on aura /?''—

i

classes, contenant chacune un des nombres ai''~^ -+ bi''~^ -h—
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lin outre, le produit de deux entiers complexes A et B ne peut être congru

à zéro que si l'un de ses facteurs l'est. Car si le produit est congru à zéro, il

est divisible par/{i); donc/(j) divise l'un des facteurs, lequel sera congru

à zéro.

Cela posé, on établira sans difBcullé, en répétant les raisonnemenis des

n'^^S, 10, 11 et 12:

1° Qu'une congruence quelconque de degré m admet au plus m racines,

tant réelles que complexes, incongrues entre elles;

2° Que tout entier réel ou complexe satisfait à la congruence xP'~*— i ^=e o ;

3° Que â étant un diviseur quelconque de p' — i , la congruence xf"— i^o
a â racines incongrues entre elles, parmi lesquelles il en existe qui sont pri-

mitives.

18. La congruence f{x)^o admet les v racines i, i'',..., /'' '. Soit en

effet

/( / ) = mi" H- wr-' -h . . . ^s o.

Elevons ce polynôme à la puissance p" et, après avoir développé par la for-

mule du binôme, supprimons les termes divisibles par/?; il vient

[/(i)]^'=/n/''r/''"-|-n^'/(>-')/^4-

Mais m, /i,... étant des entiers réels, on a

mP^m, d'où m'''^ m,. . .;

donc

[f{i)y=mrp'+ „/(-.)/ ^_ . . . =f{if'),

et comme/(t)^o, on aura/(i'^)sEo, quel que soit /•.

Les V racines i, «'',..., i''~\ dont nous venons de prouver l'existence, sont

d'ailleurs incongrues entre elles, car si l'on avait par exemple l'^s^i''',

r étant >> p et << v, tout entier complexe satisferait à cette congruence; car

on aurait

Celte congruence aurait donc/?"— i racines incongrues entre elles, quoique

son degré z?*" soit inférieur à/?'— i, ce qui est impossible.

19. Soit f{i) une fonction entière quelconque de i; les diverses fondions



|(> LI\TIE PREMIER.

(p{i), <p(i''),..., ©(«'''"') seront dites conjuguées les unes des autres. Leur

somme, étant symétrique par rapport aux racines de la congruence à coeffi-

cients réels/(^) zf^o, sera un entier réel exprimable au moyen de ces coef-

ficients.

Si un entier complexe (p{i) satisfait à une congruence quelconque F(^)^o,
ses conjugués y satisfont, car la relation F [«p (i)] ^ o ne peut avoir lieu que

si le polynôme ¥[(p{x)] est divisible par/(a;), auquel cas toutes les racines

de f{oo)^ o l'annuleront, d'où F [9 («'')] ^ o, etc.

20. Soit maintenant F(^)e=:o une congruence quelconque. Décomposons

son premier membre en facteurs irréductibles/(a7), /, (^;),... ayant respec-

tivement pour degrés /jl, ,a,,-- • Soit v = ^id le plus petit multiple de fi,

jUL,, S'il existe une congruence irréductible de degré v, soit i une de ses

racines choisie arbitrairement. La congruence F(a?)^Eo, dont le degré est

p. -h ju,,,..., aura précisément u, + /j.|... racines égales ou inégales, et qui

toutes seront des fonctions entières de i.

En effet, pour que l'on ait Y[x)^o, il faut et il suffit que x satisfasse à

l'une des congruences/(j?)^o, /^(a?)^ o Considérons spécialement

l'une d'elles, la première par exemple : soit y une de ses racines, on aura,

comme on l'a \u,j'"'^j, et par suite

donc y satisfait à la congruence x^'^e^x, ou, ce qui revient au même, à

celle-ci x'''~* — i^o, dont toutes les racines sont des fonctions entières de /.

21. Il reste à s'assurer que, quel que soit le nombre v, il existe au moins

une congruence irréductible de degré v. Cette vérification est facile. Considé

rons en effet la congruence

Y = xP' — x^o,

et décomposons son premier membre en facteurs irréductibles z>(x),

9,(0?),.... Ces facteurs seront tous inégaux, car si xP—x-à\aiïl un facteur

double, il diviserait sa dérivée, laquelle se réduit à — i (mod./?), ce qui est

absurde. Soient 9(^) Tun de ces facteurs, ), son degré, / une des racines

de la congruence œ(a;)^o; ses autres racines seront /^, l^',-.., /''^ ', et

l'on aura
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Ceux des termes de la suite indéfinie /, /'',..., l^,... qui sont congrus à /

seront donc les suivants : /, Ip\ /^'\.... Mais /^'= /; donc X divise v.

1° Cela posé, admettons d'abord que v soit égal à q"^, q étant premier.

Si X <v, il divisera q""-*-., on aura par suite /'''' '^/. Donc le polynôme

x^'' — ^ = X sera divisible par «p(a;); il le sera de même par tous ceux

des facteurs de xf — x dont le degré est moindre que v. Ces facteurs étant

Y
inégaux, il sera divisible par leur produit. Le polynôme ^» dont le degré d

est égal à
/>''' — /?''*"', ne contiendra donc plus que ceux des facteurs irré-

ductibles de Y dont le degré est précisément égal à v. Donc il existe tou-

jours de semblables facteurs, et leur nombre est égal à -•

•x" Soit plus généralement v = ^''r^.., q, r,... étant premiers. Soient

respectivementy,y,,... des racines appartenant à des congruences irréduc-

tibles de degrés ^*, rP,...:yy,,... sera racine d'une congruence irréductible

de degré v. En effet, v étant divisible par ^, r^,... on aura

r^^j^ yf^y'o- •> d'où {jj..../'=jj, ...

Le degré X de la congruence irréductible dont yy,... est la racine est donc un

diviseur de v. Mais s'il était moindre que v, il diviserait un des nombres -,

-,— Supposons qu'il divise -, on aurait

fyy.--/=yy. •• ;
d'où /=!,

ce qui est impossible, - n'étant pas un multiple de q"".

22. Remarque. — Les résultats obtenus ci-dessus pour les congruences

à coefficients réels s'étendent aisément à celles dont les coefficients sont des

entiers complexes (le module p restant réel et premier). Ainsi, soit v le de-

gré de la congruence irréductible à laquelle satisfait l'imaginaire i que l'on

a introduite. La congruence x'^^v (inod.^), où ^ = q^r'^... est un diviseur

de />' — !, aura q'^r^... (i )(i — M-- racines primitives, de la furm^

ai'~* -^ bi''~'- +— De même encore, la résolution d'une congruence bi-

nôme à coefficients complexes se ramène à celle d'une congruence du pre-

3*
-
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iniér degré : les entiers complexes se partageront en résidus et non résidus

(juadraliques de /> : etc

Soit ^ une imaginaire quelconque : et soient oco,..., or^,.,.. les racines de

la congruence

La congruence à coefficients conjugués

fia:, ip')r=o

aura pour racines x^',..., x''^

,

Car on a identiquement
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CHAPITRE PREMIER.

DES SUBSTITUTIONS EN GÉNÉRAL.

§ I«r. — Premiers principes de la théorie.

Préliminaires.

23. On donne le nom de substitution à l'opération par laquelle on inter-

vertit un certain nombre de choses que l'on peut supposer représentées par

des lettres a, b,

24. Une substitution donnée S peut être définie de la manière suivante :

Soient a une des lettres données prise arbitrairement, b celle qui la

remplace lorsqu'on effectue la substitution S; soit de même c la lettre qui

remplace b,... jusqu'à une lettre^ qui sera remplaeée par a. Les lettres a,

b, c,..., k, qui se remplacent ainsi en cercle, forment an cycle. Si ce cycle

contient toutes les lettres, la substitution sera dite circulaire. Sinon, une

lettre étrangère à ce cycle donnera naissance à un nouveau cycle a', b',..., k'.

Il pourra de même y en avoir un troisième, un quatrième, etc. Si une lettre

n'est pas déplacée, elle forme à elle seule tout son cycle. Mettant les cycles

en évidence, on pourra désigner la substitution S par la notation

S = (rt6... k)(a'b'... k'){a"... k")....

25. Le nombre des substitutions dislinctes^est 1.2. 3... n, en y comprenant

la substitution dite unité, qui laisse chaque lettre à sa place.

26. Soient A et B deux substitutions : nous désignerons par AB la substi-

tution résultante obtenue en effectuant d'abord la substitution A, puis la
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suhsiilulion B. Le sens des notations A^, A',... se trouve ainsi expliqué.

A"' sera la substitution qui, multipliée par A, reproduit l'unité.

27. On dira qu'un système de substitutions forme un groupe (ou un fais-

ceau) si le produit de deux substitutions quelconques du système appartient

lui-même au système.

Les diverses substitutions obtenues en opérant successivement tant qu'on

voudra et dans un ordre quelconque certaines substitutions données A, B,

C,... forment évidemment un groupe : nous l'appellerons le groupe dérwé

de A, B, C et nous le désignerons par le symbole (A, B, C,...).

28. Vordre d'un groupe est le nombre de ses substitutions : son degré est

le nombre des lettres soumises à ses substitutions.

29. Considérons en particulier le groupe A, A^,..., A'",... des substitu-

tions dérivées d'une seule substitution k = [ab... k){a'b'... k').... Soient

respectivement /, /',... les nombres des lettres de chacun des cycles de A,

p. leur plus petit multiple; l'ordre de ce groupe sera égal à /jl. En effet, la

substitution A'" remplace chaque lettre, telle que a, par celle qui la suit de

m rangs dans son cycle. A^ sera donc la première substitution de la suite A,

A^... qui se réduise à l'unité. D'ailleurs les substitutions A, A'^,..., A^^ se-

ront toutes distinctes; car si l'on avait A^ = A^', on aurait A'"'' = f, ce qui

est impossible, X et >/ étant < p.. Les puissances suivantes A^^^', Ai^^^,...

reproduiront périodiquement la suite A... A^.

Nous dirons dans la suite pour abréger que /x est Vordre de la substitu-

tion A. Mais, pour parler exactement, on devrait dire que c'est l'ordre du

groupe dérivé de A.

30. Si A est une substitution dont Vordre D soit un nombre composé tel

que dâ, la substitution A*^ sera d'ordre d. En effet, la suite de ses puissances

A*^, A^*^,..., A*'^%... se reproduira périodiquement au delà de dâ.

On peut toujours prendre pour d un diviseur premier de D, et l'on voit

ainsi que d'une substitution quelconque donnée A on déduit, en la répétant

convenablement, une substitution d'ordre premier.

31. Soit en général D =/j*^1^/-^..., p, q, r,... étant des facteurs premiers

I

h

différents. Les substitutions A^'=A,, A^ ^Aj, A'^ = A3,... sont respecti-

vement d'ordre/?*, q^, r^..., et font toutes partie du groupe dérivé de A.

Réciproquement, A dérive de ces substitutions combinées entre elles, car



DES SUBSTITUTIONS. i3

les entiers — > — î — >•• n'ayant aucun diviseur commun autre que l'unité,

on peut déterminer des entiers /, m, n,... satisfaisant à la relation

, D D D
/ \- m — -h n f-...=i;

d'où l'on déduit
,0 D D

U 4/« \« = \ A'" '/• ' •

4

32. Soient A et B deux substitutions. Formons la substitution B~'AB;

nous l'appellerons la transformée de A par B.

Théorème. — Les cycles de la transformée B~'AB sont respectivement com-

posés du même nombre de lettres que ceuw de A, et chacun d'eux s'obtiendra

en remplaçant chacune des lettres du cycle correspondant de A par la lettre

que B lui fait succéder.

En effet, soient a, b, c,... les lettres de l'un des cycles de A; a', b', c',... les

lettres que B leur fait succéder; B~* remplace a' par a, que A remplace par b,

que B remplace par b' : donc B^'AB remplace a' par b'. Elle remplace de

même b' parc',.... L'un de ses cycles est donc formé des lettres a', b', c',....

33. Deux substitutions sont dites semblables lorsqu'elles ont le même
nombre de cycles, contenant respectivement le même nombre de lettres.

D'après le numéro précédent, toute substitution A est semblable à l'une

quelconque de ses transformées, telle que B~'AB. Réciproquement, si deux

substitutions A et A, sont semblables, on pourra déterminer une substitution

qui transforme A en A,. Car soient par exemple

A={abc de){fg), \^ = ibdc){af)[eg)

deux substitutions semblables; la substitution B qui remplace respective-

ment a, b, c, d, e,/, g par b, d, c, a,f e, g transformera A en A,.

La substitution B ne sera pas la seule qui produise cette transformation,

«ar en écrivant chaque cycle de A,, on peut mettre une lettre quelconque à

la première place; on peut en outre permuter entre eux les cycles qui ont

le même nombre de lettres, et écrire par exemple A, = {dcb) ieg) [af],

forme sous laquelle ses cycles correspondront encore avec ceux de A, de

telle sorte que l'on ait C"'AC = A,, G étant la substitution qui remplace a,

b, c, d, e,f g par d, c, b, e, g, a, f
Supposons en général que chacune des substitutions A, A, contienne
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fx cycles de n lettres, /ut, cycles do n, lettres Il est clair qu'on pourra faire

correspondre les cycles de A, à ceux de A de i .2...p./i'*. i .2.../i.,7i,'^....

manières différentes, ce qui fournira autant de substitutions B, C,... trans-

formant A en A,.

Si l'on suppose que A, soit identique à A, on aura les substitutions qui

transforment A en elle-même. Le produit de deux quelconques d'entre elles

jouit évidemment de la même propriété : elles forment donc un groupe dont

l'ordre est celui que nous venons de déterminer.

34. Si deux substitutions D et A sont telles, que l'on ait D~'AD = A, d'où

AD = DA, les deux substitutions A et D seront dites échangeables.

35. La transformée du produit de deux substitutions est le produit de leurs

transformées, car

M-'ABM = M-AM.M-BM.

Donc, si A, B,... sont des substitutions formant un groupe, leurs transfor-

mées par une substitution quelconque M formeront un groupe, qu'on pourra

appeler le groupe transformé de (A, B...) par M. Si ce groupe transformé se

confond avee le groupe (A, B...), on dira que M est permutable k [A, B...).

Il est clair que les substitutions permutables à un groupe donné forment

elles-mêmes un groupe.

36. Si deux substitutions A etB sont échangeables entre elles, leurs transfor-

mées le sont encore, car on aura

M-'AM.M-BM = M~ ABM = M-BAM = M-BM-M'AM.

On voit de même que si une substitution est permutable à un groupe, sa

transformée sera permutable au groupe transformé, quelle que soit la substi-

tution transformante M.

37. Lorsqu'une substitution M est permutable à un groupe G, les substitu-

tions dérivées de G et de M pourront toutes se mettre à volonté sous chacune des

deux formes ^,„M^ ou M''^^-,,,', g,n, g,n' étant convenablement choisies parmi

les substitutions^,, g-i---- du groupe G. Car, par hypothèse, quel que soit n,

M~'^„M sera égale à une substitution de G, telle que gn'; d'où g,M = M^„'.

Si donc on considère une substitution quelconque dérivée des substitutions

de G et de M, telle que g^Wg.,Wgi, . . . , on pourra, par une série d'inter-

versions successives, faire passer les M en arrière et la ramener ainsi à la
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forme ^mM"-^^^'- ou les faire passer en avant pour obtenir la forme

38. Si toutes les substitutions d'un groupe H sont comprises parmi celles

d'un autre groupe G, nous dirons que le groupe H est contenu dans le groupe G.

Un groupe sera dit aussi général que possible, ou simplement général,

parmi ceux qui satisfont à certaines conditions données, s'il n'est contenu

dans aucun autre groupe satisfaisant aux mêmes conditions.

Théorèmes de Lagrange et de Cauchy.

39. Théorèsie. — Si le groupe H est contenu dans le groupe G, son

ordre n est un diviseur de N, ordre de G.

En effet, soient i, S,, Sj,..., S„_, les substitutions de H; 2 une substitu-

tion de G qui ne fasse pas partie de H; G contiendra, outre les substitu-

tions I, S,,..., S„_,, les suivantes: 2, 2S,,..., IS„_,, évidemment différentes

entre elles, et qui sont en outre différentes des précédentes; car si Ton -

avait une égalité telle que 2S, = Sa, 2 = S2S7* ferait partie de ^, contre /f
l'hypothèse. Donc G contient au moins les in substitutions ci-dessus écrites.

S'il en contient d'autres, soit 2, l'une d'elles : G contiendra 2,, 2, S,,...,

2, S„_,, substitutions différentes entre elles et en outre différentes des pré-

cédentes; car si l'on avait une relation telle que 2, S, = 283, on aurait

2, = 2Sp,Sp= SaS7"* étant une des substitutions de H; 2, serait donc une des

2/1 substitutions déjà écrites, ce qui est contraire à notre hypothèse. Donc

l'ordre de G est au moins égal à ?>n. On voit de même que s'il est > 3«, il

sera au moins égal à l\n, etc.

Il résulte de cette démonstration que les substitutions de G peuvent être

disposées en un tableau tel que le suivant ;

2éf 2ibi,..., 2à a„—i ,

On verrait absolument de même qu'elles peuvent être disposées en tableau

de la manière suivante :

I , Oi , . . . , 0«— I ,

2r , 0| .2l , . . , On—I 2é ,
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Corollaire I. — Vordre d'un groupe quelconque de substitutions entre k

lettres est un diviseur de i .2.3...^.

Car le groupe donné est évidemment contenu dans celui formé par toutes

les substitutions possibles, lequel a pour ordre 1.2. 3...^.

Corollaire II. — Tout groupe qui contient une substitution d'ordre p a

son ordre divisible par p.

Car il contient le groupe d'ordre p formé par les puissances- de la substi-

tution considérée.

40. Théorème. — Réciproquement, si p est un nombre premier, tout

groupe dont l'ordre est divisible par p contiendra une substitution d'ordre p.

Ce beau théorème est dû à Cauchy, qui le démontre à peu près comme il

suit :

Lemme I. — Soient G = {gi, g2,...,^g^,...) e^ H = (A,, A2,..., h^,...) deux-

groupes quelconques de substitutions contenus dans un troisième groupe I;

I4 M, N, V*les ordres respectifs de ces trois groupes. Le nombre des substitu-

tions U du groupe I qui ne satisfont à aucune relation telle que g^\} = Uh^,

est nul ou multiple de MN.

Car soit U l'une des substitutions cherchées : chacune des MN substitu-

tions de la forme gml^hn jouira de la même propriété; car si l'on avait

on en déduirait

gm^ gvg'n^ = U/«« II. h~^ ,

relation impossible par hypothèse, gTn g^gm et hnh^h~^ appartenant res-

pectivement aux groupes G et H. D'ailleurs ces MN substitutions sont toutes

distinctes; car si l'on avait

on en déduirait

g-jr'g-mU = u/i,ArS

relation impossible.

Le nombre des substitutions cherchées (s'il en existe) est donc au

moins MN. S'il est > MN, soit V l'une de ces substitutions qui ne soit

pas de la forme ^,„UA„. Les MN substitutions de la forme gm^'hn jouissent

toutes de la propriété voulue; elles diffèrent évidemment les unes des au-
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très; enfin elles différent des précédentes; car si l'on avait, par exemple,

on en déduirait

V serait donc, contrairement à l'hypothèse, une des substitutions de la

forme g,r, l]h„.

Le nombre des substitutions cherchées sera donc au moins égal à 2MN.
S'il est plus considérable, on voit de la même manière qu'il est au moins

égal à 3MN, etc.

Corollaire. — Siparmi les substitutions de H il n'en existe aucune qui soit

semblable à quelqu'une des substitutions de G, MN divisera P.

En effet, quel que soit U, il sera impossible d'avoir une relation de la

forme g^\j = UA^; car si une telle relation avait lieu, h^^= U~'^at! serait

semblable à g^, contrairement à l'hypothèse. Le nombre des substitutions U
qui ne satisfont à aucune relation semblable sera donc égal à P, nombre

total des substitutions de I; d'autre part, on a vu qu'il est divisible

par MN.

41. Lemme II. — Soient p un nombre premier ; p^ la plus haute puissance

de p qui divise le produit i .2.3. . . ^*
: on pourra construire un groupe de substi-

tutions d'ordre p^ entre k lettres.

Si k </?, on a/= o, p^ ^= i, eX, le groupe formé de la seule substitution i

satisfera à la question.

Nous allons montrer d'autre part que si la proposition est vraie pour tout

nombre inférieur à />", elle le sera pour tout nombre inférieur à/»"^'.

En effet, tout entier/: non inférieur à/?" et inférieur à/)'"^' peut être mis

sous la forme k = qp -{- r, q étant </>"' et /*</?. Cela posé, parmi les k let-

tres données, considérons-en spécialement qp et répartissons-les en q sys-

tèmes a, 6, c,..., a,, b^y c,,..., contenant chacun p lettres.

Soient S la substitution qui permute circulairement a, b, c, ... sans dépla-

cer les autres lettres; S, celle qui permute circulairement a,, b,, c^,.... Soit

d'autre part T = (/,, /j,..., /^,...) un groupe quelconque de substitutions

qui permutent entre eux les q systèmes a, b, c,..., a,, b,, c,,... en rempla-

çant les unes par les autres les lettres correspondantes. Les substitutions

du groupe G dérivé de S, S,,,., et de T seront toutes de la forme géné-

rale /^S^S-.... Car soit, par exemple, S^/(,S" l'une de ces substitutions : elle

4-
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est identiquement égale à ^[j.i~'S^/^S*. Or si l'on suppose, pour fixer les

idées, que t^ remplace le système a, h, c,... par le système a,, />,, c,,...,

t'^S^t^ sera égal à S? (32) : la substitution donnée sera donc égale à ^piSJS*,

ou, comme S, est échangeable à S, à ^[j.S*S^

L'ordre de G sera égal à M/>^, M étant l'ordre de T : en eff^t, dans l'ex-

pression générale de ses substitutions ^[JLS*S^.., on pourra prendre pour t^^

une quelconque des M substitutions de T, puis assigner à chacun des expo-

sants a, ]3,... toutes les valeurs possibles inférieures à/>, et toutes les substi-

tutions obtenues seront distinctes; car si l'on avait, par exemple,

»ii. & &i • • • — f ji' & &i • • •

,

on en déduirait

relation impossible si /ui' différait de «., car la substitution du premier

membre déplacerait les systèmes, ce que celle du second membre ne fait

pas. Donc, on aura

lj.'=ix et S«S?...=:S«'Sr...,

d'où

Or la substitution du premier membre de cette dernière relation ne déplace

que les lettres du premier système, que celle du second membre laisse im-

mobiles; donc elles ne pourront être identiques que si elles se réduisent

toutes deux à l'unité; donc a = a'; on aurait de même |3 = |S', etc. Donc

l'égalité ^p^S^SJ... = /(a'S*'S?'... ne peut subsister, a moins qu'on n'ait à la

fois (jf = II, <x' = tx, ]S' = p, . , .

.

Gela posé, soit p? la plus haute puissance de p contenue dans le pro-

duit 1.2.3...^; on peut par hypothèse choisir T de telle sorte que son ordre

soit égal à/??. L'ordre de G sera alors égal à/?^"^^ =p^.

42. Soit maintenant H un groupe qui ne contienne aucune substitution

d'ordre p, p étant premier. Aucune de ces substitutions n'aura son ordre

divisible par/); car si l'une d'elles était d'ordre /?X, sa puissance X serait

d'ordre/? et ferait partie de H, contre l'hypothèse. Au contraire, le groupe G,

dont nous venons de montrer l'existence, ayant pour ordre /)^, l'ordre de cha-

cune de ses substitutions divisera/?-^ (39) et sera une puissance de/?. Donc

aucune des substitutions de H n'est semblable à aucune de celles de G; en

outre G et H sont contenus dans le groupe I formé par toutes les substitu-
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lions possibles, et dont l'ordre est i .2.3...^ {k étant le nombre des lettres).

Donc le produit des ordres de G et de H divise 1.2. 3...^ (lemme I, eorol-

laire). Donc l'ordre de H divise " " '

s donc il est premier à p.

§ II. — De la Transitivité.

Généralités.

43. Un groupe est transitif lorsque, en opérant successivement toutes ses

substitutions, on parvient à faire passer une des lettres à la place de l'une

quelconque des autres; plus généralement, il sera n fois transitif b\ ses sub-

stitutions permettent d'amener simultanément n lettres données a, b, c,...

aux places primitivement occupées par n autres lettres quelconques a'

,

b\c\....

Soient, dans ce cas, S une substitution du groupe qui fasse succéder

a, b, c,... à a\ b\ c',...; T une autre substitution du groupe qui fasse suc-

céder a, b, c,... à des lettres quelconques a", b", c",..., différentes ou non

des précédentes : ce groupe contiendra la substitution TS~' qui amène les

Ti lettres quelconques a\ b', c',... aux places également quelconques qu'oc-

cupaient primitivement a", b", c",

44. Théorème. — Soient a, b, c,... des lettres quelconques choisies à volonté

parmi celles qui entrent dans les substitutions d'un groupe G. Soient M le

nombre des systèmes de places différents où les substitutions de G permettent

d'amener les lettres a, b,c,...\ N Vordre du groupe partiel ^A.formépar celles des

substitutions de G qui laissent ces lettres immobiles. L'ordre de G sera égal

«MN.

Car, soient i, p, q,... les N substitutions de H; R une substitution de G

qui amène les lettres a, b, c,... dans l'un quelconque de leurs M systèmes

de positions : il y aura N substitutions distinctes R,/?R, ^R,... qui les amè-

neront à cette situation, et pas davantage; car soit R, une substitution de G
qui jouisse de cette propriété : R~'R,, laissante, b, c,... immobiles, se ré-

duira à l'une des substitutions i, p, q,.... Donc R, appartient à la suite

R, ^R, ^R,....

Corollaire I. — L'ordre d'un groupe nfois transitif entre k lettres est divi-

sible par k{k — i)...{k— n -+-
1) (nombre des systèmes de positions que l'on

peut donner à n lettres arbitrairement choisies).
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Corollaire II. — Soient G un groupe intransitif' entre ^lettres; a,a^,... les

lettres auxquelles ses substitutions permettent de faire succéder une lettre

donnée a. Toutes les substitutions de G feront succéder ces lettres les unes

aux autres; car si l'une d'elles S fait succéder a,, par exemple, à une autre

lettre /, cette substitution, combinée à la substitution T contenue dans Gqui

fait succéder a à a,, donnera la substitution ST qui fait succéder a à /; donc

/ fera partie de la suite «, a,,

—

Les k lettres se partagent donc en systèmes a, a,,..., ^, fe,,..., c, c,,...,

contenant respectivement a lettres, |3 lettres, 7 lettres, etc., et tels que toute

substitution de G permute entre elles les diverses lettres d'un même système.

Les substitutions de G seront donc toutes de la forme ABC,..., A'B'C',...,

A, A',... étant des déplacements effectués entre les lettres a, a,,..., B, B',...

des déplacements effectués entre les lettres h, &,,..., etc. Le déplacement

opéré entre les lettres a, a, , . . . par le produit des deux substitutions ABC. . .

,

A'B'C... sera AA'; donc les substitutions partielles A, A',..., considérées

isolément, forment un groupe, transitif par rapport aux a lettres a, a,,

Le nombre M des positions distinctes que prennent ces lettres par les substi-

tutions G est égal à l'ordre de ce groupe, lequel est un diviseur de 1.2. ..a.

L'ordre de G sera égal à MN, N étant l'ordre du groupe H formé par celles

des substitutions de G qui ne déplacent pas a, a<,

Ce groupe H ne permutant que [k — a) lettres, son ordre sera un diviseur

du produit i .i...[k — a). S'il n'est pas transitif, soient a', a',,... les lettres

en nombre a' qu'il permute avec une lettre quelconque a' : on verra de

même que son ordre est égal à M'N', M' étant l'ordre d'un groupe transitif

entre les a' lettresa', a'^,... (lequel divise i .2. ..a') et N' l'ordre du groupe H'

formé par celles des substitutions de H qui ne déplacent aucune des lettres

a' , a\t"--

Continuant ainsi, on voit que Vordre de G sera égalàMM'W. . ., M, M', M ", . .

.

étant respectivement les ordres de certains groupes transitifs entre a, a', a",...

lettres, et la somme a + a' H- a." -\- ... étant égale àk. Il divisera donc le pro-

duit 1 .2...0'.. 1.2... a' . 1 .2... a"

Méthode pour la recherche des groupes plusieurs fois transitifs.

45. Soit G un groupe de substitutions entre k lettres a, «<, a.,,..., lequel

soit au moins une fois transitif. On peut se proposer de chercber à construire

un groupe L au moins p. 4- i foistransitif entre >[:-i-|tJ!. lettres a, «,, ao,..., a?,,
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^2..--. ^|A et tel, que le groupe partiel formé par celles de ses substitutions

qui ne déplacent que les k lettres a, «,, a^,..., soit précisément G.

Si le groupe cherché existe, il contiendra au moins une substitution A, qui

laisse immobiles Xi,...,x^, et qui remplace a par a?,; une autre substitu-

tion Aa qui remplace a?, par a^a sans déplacer x^y...,x^^ etc.; enfin une sub-

stitution Aji qui remplace x^_^ par x^. On pourra donc se donner àpriorice^

substitutions, et l'on cherchera ensuite si, en les combinant entre elles et

avec les substitutions G, on n'obtient aucune substitution autre que celles

de G et qui laisse en repos a?,,..., x^. Si l'on réussit dans cet essai, le groupe

(G, A,, Aa,..., A^) satisfera au problème; car ses substitutions permettent

d'amener x^ à une place quelconque; puis, en opérant les substitutions

(G, A,,..., A,x_,), on pourra amener x^_^ à une autre place quelconque, etc.

Donc le groupe est bien [i -f- 1 fois transitif. Au contraire, si l'on ne réussit

pas de quelque manière que l'on choisisse A,, Aj,..., A,^, on pourra affirmer

l'impossibilité du problème.

Ce procédé de tâtonnement, tel que nous venons de l'indiquer, serait évi-

demment impraticable; mais il peut être avantageusement modifié. En effet,

soit H le groupe partiel formé par celles des substitutions de L qui ne dépla-

cent que les k-{-i lettres a, «,, fla»»--»^»- H t?st au moins deux fois tran~

sitif: donc son ordre est divisible par le nombre k{k-hi)', donc il est divisible

par 2. Donc le groupe contient une substitution B d'ordre 2 (40). Soient «;., a^

deux lettres que B permute entre elles ; H contient une substitution S qui

remplace a^ et a, par a;< et a; il contiendra par suite la substitution S~'BS,

laquelle est d'ordre 2 et permute ensemble a?, et a. On pourra la prendre

pour A,.

Le groupe I, formé par celles des substitutions de L qui ne déplacent que

a, a,, ûfa»---» ^(» ^2» étant au moins trois fois transitif, contient une substi-

tution T qui remplace a, x,, x^ par a?,, a?^, a. Il contient la substitution

T~'A,T, laquelle est semblable à A, d'ordre 2, et permute ensemble a?, et Aj

X2 sans déplacer a. On peut prendre cette substitution pour Aj.

Continuant ainsi, on voit qu'on peut admettre, sans nuire à la généralité

de la recherche: i^'que toutes les substitutions A,, Aa,..., Aj, sont d'ordre 2

et semblables entre elles; 2*^ que chacune d'elles permute entre elles deux

des lettres a, a?,, x^,..., x^ sans déplacer les autres.

Cela posé, soient F le groupe formé par celles des substitutions de G
qui ne déplacent pas a; 2,„ une quelconque de ses substitutions; S„ une

quelconque de celles de G; X,vdeux indices quelconques moindres que /m, H-

1

et qui diffèrent de plus d'une unité.
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Si le groupe (G, A,,..., A^) satisfait au problème, on pourra, quels

que soient 2^, S„, X et v, déterminer dans F des substitutions 2), 2) .,, t!"\

et dans G des substitutions Sx,n, S^, S|^ satisfaisant aux relations suivantes :

/ (AxAx_,)^ = 2,, (AxA,)'=2..v,

(.) (A.I.r^rZi-^ AS„A=:S'„AS:,

( (A,S„)^r=S>,„ (si>.>i).

En effet, la substitution A),Ax_, permute circulairement trois lettres de

la suite a, a;,,..., a?^ sans déplacer les autres; son cube laisse ces lettres im-

mobiles; donc il appartient à F. De même, A) Av permutant deux couples de

lettres de celte suite sans déplacer les autres, son carré les laisse toutes

immobiles, et par suite appartient à F. Le carré de Ax2,„ appartient à F par

la même raison. De même le carré de A),Sn ne déplaçant aucune des lettres

x^,...^x^ appartiendra à G. Enfin, l'a substitution AS„A ne déplace que les

lettres x^, a, «,, Supposons qu'elle fasse succéder x^ à a^- Le groupe G

contient au moins une substitution S^ qui remplace a^ par a. La substitu-

tion S'„ A le remplacera par a?, ; et la substitution (S'„ A)~' AS^ A = Si, lais-

sant a;,,..., 07^. immobiles, devra appartenir à G.

Réciproquement, si les conditions ci-dessus sont remplies, le groupe

(G, Ao"«» A,jl) satisfera au problème. En effet, chacune de ses substitutions

peut être mise sous l'une des deux formes suivantes :

V, VA,V',

V et V étant des substitutions du groupe (G, A,,---» Aj^.,). Car soit, par

exemple, A,aA^._2 Ajj._, A(a une de ses substitutions dans laquelle entre deux

fois le facteur A^ : le carré de A,j.se réduisant à i, on pourra l'écrire ainsi :

A ji A |ji._2 A n . A ji A n_i A n

.

Mais, d'après les conditions ci-dessus, on a

A ji A jji_2 A n
::=

( A (1 A n_2 ) A ji_2 =: 2.|i,(i_j A j»_2

,

A |i Aji—i A ]i= ( A ji A |ji_i j A |ji_i A^ Afi_i ^= 2ia A [A,_i A (1 A [i_i

,

d'où

A
|ji A [i_2 A ji . A (1 A jjL_i A fi

= ^ii,|x— 2 A n—j 2»^ A n_i A u. A ji—i ^ V A ji V

en posant

2.,.-2A._2 2.A._, = V et A,._. = V'.
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Cela posé, toute substitution de la forme VA^V déplace évidemment x^

:

donc les substitutions du groupe qui ne déplacent pas x^ sont de la

forme Y et appartiennent au groupe (G, A,,..., A,i^,). On verra de même

que celles de ces dernières substitutions qui ne déplacent pas a;^_, appar-

tiennent au groupe (G, A,,..., A,^,^), etc. Enfin, celles des substitutions de

(G,A,,..., Ajt qui ne déplacent aucune des lettres x^,...^x^ appartiendront

au groupe G.

46. Les résultats ci-dessus sont susceptibles de nombreuses applications :

on en déduit entre autres le théorème suivant : •

Un groupe de substitutions entre ^ -+-
fjt lettres [k étant > 3 ] «e peut être

/x -f- 1 fois transitif, s^il ne contient aucune substitution déplaçant moins de

k lettres et si ul ^ 2tz -h 'j , tz étant iexposant de la plus haute puissance de 2

qui divise le quotient de k par 8.

On trouvera aisément la démonstration, qui repose sur l'impossibilité de

déterminer îH-4 substitutions A|, A,,..., Aj^^., qui satisfassent aux rela-

tions (AxAv)* = I, et qui soient telles que l'on ne puisse obtenir par leur

combinaison aucune substitution déplaçant moins de k lettres.

En faisant intervenir les substitutions A,, A*,..., on pourra obtenir pour [l

une limite plus rapprochée que la précédente. On obtient, en effet, les théo-

rèmes suivants :

i" Un groupe de substitutions entre 6/i -h i lettres nepeut être troisfois tran-

sitif s'il ne contient aucune substitution qui déplace moins de 6n — i lettres;

2" Soit n un nombre impair quelconque. Un groupe de substitutions entre

k -h II lettres, et ne contenant aucune substitution qui déplace moins de

k lettres, ne pourra être ex -h i fois transitifsi jx > /i— i , toutes lesfois que k— i

sera un nombre pair et tel que le reste de sa division par 2 n soit > /i ;

Z^ Le groupe ci-dessus ne pourra exister, quel que soit k — i {pourvu que

Von ait ^ >> 3), « /x> i»(y -+- 3) — i, v étant l'exposant de la plus haute

puissance de n qui divise le quotient de k — i par n-.

47. On peut vérifier par les mêmes principes l'existence d'un groupe cinq

fois transitif entre douze lettres, qui s'obtient en adjoignant au groupe G
dérivé des substitutions suivantes

(aaiajai){ataia^€h) et (oa» a, a7)(a3 0,0,^4)
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les quatre subslilutions

A5--(;r,.r,)(«,a3){<7;rt4J(rte«5),
'

A3 -- (^3^2)(«!«3)(«S«.)(«6rti),

Ce groupe remarquable a été découvert par M. Mathieu.

§ IH. — Groupes non^ primitifs. — Facteurs de non-primitivité.

48. Un groupe transitif est dit non primitif, lorsque les lettres peuvent y
être réparties en systèmes contenant le même nombre de lettres, et tels que

dans toutes les substitutions du groupe les lettres de chaque système soient

lemplacées par les lettres d'un même système : de la sorte, toutes les sub-

stitutions du groupe résulteront de déplacements d'ensemble entre les sys-

tèmes, considérés chacun comme tout d'une pièce, combinés avec des

déplacements convenables opérés en même temps dans l'intérieur de chaque

système entre les lettres qui le composent.

Les groupes dans lesquels les lettres ne sont pas susceptibles d'être répar-

ties en semblables systèmes seront appelés par opposition groupes pri-

mitifs.

49. Théorème. — Soit G un groupe non primitif, dans lequel les lettres

puissent être réparties de deux manières différentes en systèmes tels, que chaque

substitution de G remplace les lettres d'un système par celles d'un même
système; soient S, S,,... et T, T,,... les deux séries de systèmes ainsi ob-

tenues.

Partageons les lettres de chacun des systèmes S, S,,... en systèmes moin-

dres, en laissant ensemble celles qui appartiennent à un même système dans la

série T, T,

,

Groupons au contraire les systèmes T en systèmes plus généraux,

en réunissant ensemble ceux qui ont quelque lettre commune aK'ec un même
système de la série S, S, ,

Chacune des deux nouvelles répartitions en systèmes ainsi obtenues jouira

encore de cette propriété que chaque substitution de G remplace les lettres d'un

même système par celles d'un même système.

En effet, soient S et T deux systèmes choisis dans les séries S, S,,... et

T, T,,..., de manière à présenter des lettres communes a, a,,.--- Soient /> une
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autre lettre quelconque; S, et T, les deux systèmes auxquels elle appartient

respectivement dans les deux répartitions S, S, , . . . et T, T, , . . . : G étant tran-

sitif renferme une substitution I qui remplace a par h; elle remplacera les

autres lettres du système S par des lettres du système S, ; celles de T par des

lettres de T, ; donc les lettres a, a,,..., communes à S et à T, seront rem-

placées par des lettres 6, 6,,..., communes à S, et à T,.

D'autre part, soient a une lettre de S; 6 une autre lettre quelconque ap-

partenant à S, : la substitution 1, qui remplace a par b, remplacera les di-

verses lettres de S, telles que a, a',..., par les diverses lettres de S,, telles

que b, b',...; elle fait donc succéder aux systèmes T, T',..., auxquels a, a',...

appartiennent respectivement, les systèmes T,, T, ,... auxquels h, b',... ap-

partiennent.

Remarques. — Si toutes les lettres de T appartenaient à S, les deux nou-

velles répartitions en systèmes coïncideraient évidemment avec les deux qui

sont déjà données; et l'on voit par là que cbacun des systèmes T, T,,... se-

rait contenu en entier dans quelqu'un des systèmes S, S,,

Si S et T n'avaient qu'une lettre commune, chacun des systèmes, dans la

première des nouvelles répartitions ci-dessus, serait formé d'une seule

lettre.

Enfin, si les systèmes T, T',..., auxquels appartiennent respectivement

les lettres de S, épuisaient la suite T, T,,..., le nouveau système résultant

de la réunion de leurs lettres contiendrait toutes les lettres et serait unique.

50. Soient maintenant G un groupe non primitif; E l'ensemble de ses

lettres : parmi les diverses répartitions en systèmes dont ses lettres sont

susceptibles (telles, que chaque substitution de G remplace les lettres d'un

même système par celles d'un même système) on pourra évidemment en

déterminer un certain nombre

S, 5,...; T, T,...; U, U,...;...; X, X , . .

.

choisies de telle sorte :

I** Quil n existe aucune répartition nouvelle en systèmes tels, que l'un de

ces nouveaux systèmes contienne toutes les lettres de S ;

2° Que S contienne toutes les lettres de T; mais qu'il n existe aucune nou-

velle répartition en systèmes telle, que l'un de ces nouveaux systèmes ait toutes

ses lettres contenues dans S et contienne toutes celles de T ;

3° Que T contienne U : mais quil n existe aucune nouvelle répartition en

5.
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systèmes telle, que Vun des nouveaux systèmes soit contenu dans T et con-

tienne U;

Etc., jusqu'à la dernière répartition X, X',.,., dans laquelle chaque système

ne contiendra plus qu'une lettre.

Soit X le nombre des systèmes S, S',..., que nous désignerons maintenant

par S,,..., Sx : cliacun d'eux est formé de la réunion des lettres d'un cer-

tain nombre de systèmes de la suite T,T',... (49). Désignons en général par

T^,,,..., T^jjL ceux des systèmes T, T',... qui sont contenus dans S^ : chacun

d'eux, tel que T^.,^, sera formé de la réunion des lettres d'un certain

nombre de systèmes pris dans la suite U, U',..., et que l'on peut désigner

parU^.^, , U^,^,,.

Cela posé, s'il existe quelque autre répartition des lettres en systèmes é, ^' ,...,

tels, que chaque substitution de G remplace les lettres d'un système par celles

d'un même système, on pourra déterminer une nouvelle suite de répartitions

jouissant des mêmes propriétés que la suite S, S',...; T, T',... ; U, U',...; ...,

et parmi lesquelles se trouve la nouvelle répartition s, §',

En effet, soit s celui des systèmes s, s' ,... qui contient la lettre qui forme

à elle seule le système X : cette lettre lui sera commune avec chacun des

systèmes successifs E, S, T, U, . .
. , X. E contient évidemment toutes les

lettres de S; X n'en contient plus qu'une. Soit donc, pour fixer les idées,

S le premier système de la suite E, S, T, U,..., X qui cesse de contenir

toutes les lettres de s. D'autre part, s contient toutes les lettres de X (qui se

réduisent à une seule) et une partie seulement de celles de E : soit, pour fixer

les idées, U le premier système de la suite E, S, T, U,..., Xdont ^ contienne

toutes les lettres.

6 résultera de la réunion d'un certain nombre de systèmes de la suite

U,,,,..., Uj.,j,2, Soit G le système résultant de la réunion de ceux de

ces systèmes qui sont communs a s et à S : il existera (4-9) une nouvelle

répartition en systèmes G, G',... dans laquelle l'un des systèmes soit pré-

cisément s.

Cela posé, la suite des répartitions

S, §',...; 5, G',...; U, U',...;...; X, X', . . .

jouira des propriétés voulues

.

Soient en effet U,,p,y, U,,^',^', ..
. , ceux des systèmes de la suite U, U', . .

.

qui sont contenus dans S : les indices |3, /3',... seront tous différents.

En effet, supposons que G contînt les deux systèmes U,,p,y et U,,p y; il
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contient en outre, par construction, le système U = U,,,,,. Soient a une

lettre de ce dernier système, h une lettre du système U,,^ .,; G contient une

substitution g qui remplace h par a : cette substitution remplacera U,,^,^

parU,,,,, , et U,,p,^ par un autre système U^ ,.,,dont les lettres feront partie

de G que g ne déplace pas; mais 6 et a appartenant respectivement aux

systèmes T, ^ et T,,,, ^remplace ces deux systèmes l'un par l'autre: donc

Ux.r.z 6st contenu dans T,,,; donc 07= i, v= i ; donc 5 contiendra, outre

le système U,,,.,> un autre système au moins de la suite U, ,,,..., U,^, .,•'

il ne peut pas les contenir tous, car il contiendrait T, , =T, et à fortiori

T serait contenu dans §, contrairement à notre hypothèse. Mais, d'autre

part, s'il n'en contient que quelques-uns, U,. ,,,,..., U,., a, on peut opérer

une nouvelle répartition en systèmes dans laquelle l'un des nouveaux sys-

tèmes soit formé de la réunion de ces systèmes U,, ,,,,.., U,,,,» communs
à s et à T : ce nouveau système contiendrait U et serait contenu dans T, ce

qui est contraire à notre hypothèse.

Les indices j3, p',... étant tous différents et compris entre i et /x, /e nombre

des systèmes Ui,p,Yt U,,p',y,..., sera au plus égal à ,a. Nous allons prouver,

d'autre part, qu'iY ne peut être moindre que (x. ,

En effet on sait qu'il existe une autre répartition en systèmes dans la-

quelle l'un des nouveaux systèmes sera formé des systèmes T,^, T, ^',... de

la suite T, .^ qui ont des lettres communes avec s. Si ^, /5',... ne reprodui-

saient pas la suite complète des nombres i, 2,..., ix, ce nouveau système,

qui contient T, serait contenu dans S sans se confondre avec lui, ce qui est

supposé impossible.

Enfin il ne peut exister aucune répartition en systèmes tels, que l'un des

nouveaux systèmes, 0, contienne U et soit contenu dans G : cpr le nombre des

systèmes U,,p .^,..., dont il est formé, serait inférieur à /x, ce dont on vient

de voir l'impossibilité.

On voit de la même manière : i** que\}^^^.^,..., Ua'.^.v',-.- étant ceux des

systèmes U;^ ,. ^ que contient s, on ne pourra avoir à la fois a = a', p = ^3';

2** que le nombre des systèmes U» p^^, .. . est égal à X/x; 3° qu'il n'existe au-

cune nouvelle répartition dans laquelle un des systèmes contienne C et soit

contenu dans §, etc.

Remarque. — k, y, y-, — ,... étant respectivement les nombres de

lettres de E, S, T, U, ..., ceux de E, s, 5, U,... seront respectivement

, k k k
A:, -) — î —T»*-"

V vu yak
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51. TuKonkMF. — Soienl

E, S. S',...; T, T',...; U, U, ...;.. .; X, X',....

E, S, S , ... ; G, ts , . . . ; X), XD, .'.',... ; X, X , • . •

fleux suites de répartitions quelconques satisfaisant aux conditions indiquées

au n" bO;

Soient k, 4» t— ' ^r— »••• les nombres de lettres respectifs de E, S, ï, U,..., X;
/ A a f.u.v ' ''

' '

, ^_, . .
. ceux de rS, G, t),... : les/acteurs l, m, n seront, à l'ordreprés,

les mêmes que lesfacteurs X, p., v,

—

En effet nous venons de voir qu'on peut trouver une suite de répartitions

en systèmes contenant les facteurs X, fx, v,... et dans laquelle figure la répar-

tition s, s', On en déduira ensuite une nouvelle suite de répartitions où

figureront les répartitions s, s', . . . et s, S', . . . , les facteurs étant toujours

égaux, à l'ordre près, à X, p., v, etc.

La proposition ci-dessus montre que l'on peut classer les groupes non

primitifs d'après le nombre et la valeur des facteurs X, ^x, v,..., que l'on

pourra appeler les/acteurs de non-primitivité au groupe considéré. Le nombre

de ces facteurs, également constant, sera le degré de non-primitivité.

52. Soit maintenant II un groupe transitif quelconque contenu dans G :

chacune de ses substitutions remplacera évidemment les lettres de chacun

des systèmes S, S',. . par celles d'un même système; de même pour les autres

répartitions en systèmes T, T', . . . ; U, U', Mais il pourra se faire qu'on

puisse déterminer une nouvelle répartition des lettres en systèmes 2, 1',...

tels : l'^que chaque substitution de H remplace les lettres de chacun des sys-

tèmes 2, 2',... parcelles d'un même système; 2*^ que 2 contienne l'un des sys-

tèmes E, S, T, U,...,X, par exemple U, et soit contenu dans le précédent, T.

k k • h
S contenant ^ lettres et T en contenant ^—•> 2 en contiendra alors ^— m,

m étant un diviseur de tx.

Théorème. — Les choses étant ainsi posées, si H est permutable à toutes les

substitutions de G, et si l'on choisit la répartition 2, 2',..., de telle sorte que m
soit minimum, [i sera nécessairement une puissance exacte de m.

Car désignons par /,,,,_, ï^,^,,..., ^,„,, ceux des systèmes de la

suite T, T',... dont la réunion forme 2; soit ?,, 2,1... un autre système de
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cette suite, non contenu dans 2; G contient, par hypothèse, une substitu-

tion g qui ne remplace pas les lettres de chacun des systèmes 2, 2'... par

celles d'un même système. Cette substitution remplacera 2, 2',... par

d'autres systèmes de lettres î?, G',... tels, que les lettres de chacun d'eux

soient remplacées par les lettres d'un même système dans chacune des sub-

stitutions du groupe transformé de H par ^, lequel groupe n'est autre que H.

Chacun des systèmes 2, 2',... ayant toutes ses lettres contenues dans un

seul des systèmes S, S',... que^ permute les uns dans les autres, les nou-

veaux systèmes G, 5',... jouiront de la même propriété. D'autre part, chacun

des systèmes 2, 2',.., étant formé par la réunion des lettres de m systèmes

pris parmi ceux de la suite ï, T',... que g remplace les uns par les autres,

chacun des nouveaux systèmes G, S', . . . jouira de la même propriété. Désignons

par 6^ celui de ces nouveaux systèmes qui contient les lettres de^^. ,,,^ ; les

m— I autres systèmes qu'il contient, et que l'on peut désigner par t^.^^ ,,...,

tj:,m,\.. seront essentiellement différents de ceux que contient 2.

Car si S^. contenait les mêmes systèmes que 2, tous les systèmes G, e',...

coïncideraient évidemment avec les systèmes 2, 2',..., ce qui n'a pas lieu;

et si G, avait m' systèmes seulement communs avec 2, m' étant plus grand

que I et plus petit que m, on pourrait (49) opérer dans H une répartition

en systèmes dans laquelle l'un des nouveaux systèmes serait formé seule-

ment par les m' systèmes communs à 2 et à 6,^, ce qui est contraire à l'hypo-

thèse d'après laquelle m est choisi minimum.

Les systèmes 5 , , . .
. , G^ , . . . , S,„ seront donc essentiellement différents et con-

tiendront m^ systèmes de la suite T,T ,...y et, d'autrepart^ ils sont tous contenus

dans le système S, qui contient à lafois t,
,^ ,,..., /,„,i.,, . Car ce système,

contenant une partie des lettres de chacun d'eux, les contiendra toutes.

On peut d'ailleurs (49) opérer dans le groupe H une nouvelle réparti-

tion en systèmes 0, 0',..., dans laquelle l'un des systèmes ©soit formé delà

réunion des systèmes 6,,- . ^m- Si u. = m^, cette répartition se confondra

avec la répartition S, S',

Soit au contraire fA > m* ; G contiendra une substitution h qui ne rem-

place pas les lettres de chacun des systèmes 0, 0',... par les lettres d'un

même système; soient c-, c',... et t, t',... les systèmes de lettres par lesquels

elle remplace respectivement 2, 2',... et G, G',...; chacune des substitutions

du groupe transformé de H par A, lequel est identique à H, remplacera les

lettres de chacun des systèmes o-, a',... par celles d'un même système :

de même pour les systèmes r, -',.... D'autre part, chacun de ces systèmes

t7, c',... et T, t',... aura toutes ses lettres contenues dans l'un des svstèmes
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S, S',.... Enfui ils seront respecliveinent formés des lettres des m systèmes

de la suite T, T',... que A fait succéder à ceux qui entrent dans la composition

de 2, 2',..., e, 6',....

Soient donc 2 l'un quelconque des systèmes de la suite 2, 2',...;

G,,..., e,„ ceux des systèmes de la suite S, e',... qui ont un système de la

suite T, T',... commun avec 2; cet t<,.-., t^ ceux des systèmes des suites

(7,
q' ,... et T, t',... que /i fait succéder à 2 et à S,,..., g;,„. Chacun des sys-

tèmes t,,..., t,„, T, par exemple, aura en commun avec o- un système de la

suite T, T',... (celui que h fait succéder à celui qui était commun à G, et

à 2).

En choisissant convenablement 2, on peut faire en sorte que l'un au moins

des systèmes a, t,,..., t^ contienne des lettres appartenant à divers systèmes

de la suite©, 0',.... Car si, quel que fût 2, toutes les lettres que contient a

appartenaient à 0', t, t,„ contiendraient chacun au moins une lettre

de 0' : et si toutes les lettres qu'ils contiennent appartenaient au même sys-

tème de la suite 0, 0',..., elles appartiendraient toutes à 0'. D'ailleurs le

système résultant de la combinaison de t,,..., t,„ contient, comme 0',

n^ systèmes delà suite T, T',... : il contient donc autant de lettres que 0'.

Donc la réunion des systèmes t<,..., x,n reproduirait 0', de même que la

réunion de G,,..., S,^ reproduit 0; et la substitution A remplacerait les lettres

de par celles de 0'. Le système 2 étant d'ailleurs quelconque, serait

un système quelconque de la suite 0, 0',... : donc h remplacerait les lettres

de chacun de ces systèmes par celles d'un même système, ce qui est con-

traire à notre supposition.

Admettons donc que <7, par exemple, contienne des lettres appartenant à

divers systèmes de la suite 0, 0', Soient t, t' .... les m systèmes de la

suite T, T',... qui forment o par leur réunion; ils appartiendront tous à des

systèmes différents de la suite 0, 0', Car si m' d'entre eux étaient com-

muns à a et à 0, m' étant plus grand que i et plus petit que m, on pour-

rait (49) opérer dans H une nouvelle répartition en systèmes dans laquelle

l'un des nouveaux systèmes fût formé seulement par la réunion de ces

m' systèmes communs, ce qui est contraire à l'hypothèse d'après laquelle

m est choisi minimum.

Soient donc 0,,---» 0/« ceux des systèmes de la suite 0, 0',... auxquels

appartiennent respectivement t, t',..., ils contiendront entre eux tous m^ sys-

tèmes distincts de la suite T, T',..., etc.; d'autre part, ils sont tous contenus

dans celui des systèmes S, S',... qui contient /; car ce système, contenant une

partie des lettres de c, les contiendra toutes; il contiendra donc /, t',....
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qui font respectivement partie de 0, 0',...; il contiendra donc 0, 0'

Donc tx est au moins égal à m'. On voit de même que si [j.'^m^, on aura

11 = m\ etc.

53. Théorème. — Un groupe G permutable à un groupe non transitif ^^.

ne peut être primitif.

Soient en effet a, a,,... les lettres que H permute avec l'une d'elles a;

b, bf,... les lettres que H permute avec une autre lettre b, etc. Chaque sub-

stitution g du système G remplace les lettres «, a,,... par un autre système

de lettres jouissant de la propriété d'être permutées ensemble par les sub-

stitutions du groupe transformé de H par g, lequel se confond avec H. Ce

système de lettres sera donc l'un des suivants : a, a,,...; b, b,,...;—
D'ailleurs si les systèmes a, a^,...^, b, b, ,...;... n'ont pas tous le même

nombre de lettres, il est clair que ^ ne pourra les permuter ensemble, elle

groupe G sera lui-même intransilif.

Corollaire. — Soient G un groupe quelconque; g, h, ?',... ses substitu-

tions; g l'une quelconque d'entre elles. Ces substitutions transforment évi-

demment les unes dans les autres les substitutions g, h-'gh, i~*gi : elles

sont donc permutables au groupe (g,h~^gh, i~*gi,...). Si donc ce groupe

n'est pas transitif, G ne sera pas primitif.

§ IV. — Groupes composés. — Facteurs de composition.

54. Nous dirons qu'un groupe G est simple, s'il ne contient aucun autre

groupe auquel ses substitutions soient permutables, composé dans le cas

contraire.

Soit G un groupe composé quelconque : on pourra déterminer une suite de

groupes

G, H, H', . .
.

, I, r, . . . , K, . .
.

, I,

telle : i
** que chacun des groupes de la suite soit contenu dans le précédent et

permutable à ses substitutions ; 2° qu'il ne soit contenu dans aucun groupe

plus généraljouissant de cette double propriété; S** que le dernier groupe de la

suite soit formé de la seule substitution i

.

Car soient H un groupe aussi général que possible parmi ceux qui sont

contenus dans G et permutables à ses substitutions; I un groupe aussi gé-

néral que possible contenu dans El et permutable aux substitutions de G;

6
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K un groupe aussi général que possible, contenu dans I et permutable aux

substitutions de G, etc. Soient, d'autre part, H' un groupe aussi général que

possible parmi ceux qui contiennent I, sont contenus dans H et permutables

aux substitutions de H; H" un groupe aussi général que possible parmi

ceux qui contiennent I, sont contenus dans H' et permutables à ses substi-

tutions, eto^ La suite G, H, H', H",..., I, I',..., K,..., i, formée des termes

G, H, ï, K,..., I, des termes intercalaires H', H",..., des termes analogues

r,... qu'on pourrait insérer entre I et K, etc., jouira évidemment des pro-

priétés voulues.
N N N N N

Soient respectivement N, -v> v-' ^

—

;»••- :;—; > ^—r >'••• les

ordres de ces groupes successifs : les facteurs >., [l, [i\..., v, v',... pourront

être appelés \e?> facteurs de composition du groupe G; leur nombre sera son

degré de composition.

55. Théorème. — Si, par un procédé quelconque, on détermine une suite de

groupes G, ^, 5'» • • • » 5> • • • . i jouissant des propriétés indiquées au numéro pré-

N N
cèdent, et dont les ordres respectifs soient N, j> -.— )••• les facteurs l, m,...

seront, à l'ordre prés, identiques aux facteurs de composition >., (x, /m',..., v,

v',....

Nous établirons que cette proposition est vraie pour le groupe G si elle

est vraie pour le groupe 5; de même elle sera vraie pour 5 si elle l'est

pour 5'» etc., jusqu'à ce qu'on arrive à l'avant-dernier groupe de la suite

G, <5, 5'»«--. 5,..., qui sera simple, et pour lequel la proposition sera évidente.

Considérons les groupes de la suite G, H, I, K,..., i. Soit, pour fixer les

idées, K le premier des groupes de cette suite qui soit contenu dans 5 (le

dernier, formé de la seule substitution i, l'est nécessairement); soient

I, kf, k^,..., ka-i les diverses substitutions de K, et supposons, pour fixer

les idées, que la suite G, H, H',...,I, F,..., K,..., i ne contienne entre G et I

aucun autre terme que ceux que nous y écrivons. Le groupe I contenant K,

ses substitutions, en nombre avv'..., pourront (39) se mettre sous la forme

du tableau suivant :

ï» n I » ffa—i,

ii y ii ff, , i, A-a-i ,

'vv'...— I, /y/...—1«1, ivv'...— 1 «a— I »

où 1, ïo'--» iw -1 sont des substitutions de 5 telles, que deux quelconques
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d'entre elles ne satisfassent à aucune relation de la forme

'?.= it
ou i^^=zi^^k^,

mais choisies d'ailleurs d'une manière quelconque. Si donc on convient de

poser io = i et ^o = i' l^s substitutions de I pourront se mettre sous la

forme générale i^k^, où a peut prendre successivement les diverses valeurs

o, I , . . . , a — I , et ]3 les valeurs o, . . . , vv'. . . — i . De même les substitutions

de H' pourront se mettre sous la forme K^i^k^^ A'o'---» ^v».-' étant des sub-

stitutions convenablement choisies, en nombre /x'; celles de H pourront se

mettre sous la forme KH^i^k^^ l'indice y variant de zéro à /ji. — i ; enfin

celles de G sous la forme g?^h^Ki^k^, l'indice â variant de zéro à ). — i.

Cela posé, les seules substitutions communes à ^ et à\ sont les substitutions K.

En effet, soit K' le groupe formé par ces substitutions communes : il est

permutable aux substitutions de G ; car K' étant contenu dans I et dans 5, les

transformées de ses substitutions par l'une quelconque des substitutions G,

permutables à la fois à I et à 5» appartiendront à la fois à I et à 5. et par

suite à K'. Or le groupe K' contient les substitutions K et n'en peut contenir

d'autres, K étant par hypothèse un groupe aussi général que possible parmi

ceux qui sont contenus dans 1 et permutables aux substitutions G.

D'autre part, en combinant ensemble les substitutions 5 et I, on doit repro-

duire toutes les substitutions de G. En effet les substitutions de G, étant

permutables aux groupes 5 et I, transformeront en lui-même le groupe r

dérivé de leur combinaison. Ce groupe est plus général que 5 •* s'il ne con-

tenait pas toutes les substitutions de G, on aurait ainsi un grotipe partiel F

plus général que 5 et auquel les G seraient permutables, ce qui est supposé

impossible.

56. Ces deux points établis, supposons les substitutions ^ mises sous

la forme gzKhlA^k^ : si â, y et 7' ont le même système de valeurs dans

deuœ de ces substitutions,' ^ aura également la même valeur. Car soient

é'ô, ^T. ^//P. ^*. — ^» ^^ ©ô, ^Y,^V'P.*«. = ^' ^^s deux substitutions : 5 ^«n-

tient la substitution

S."' S. = A-"' ip7' '?. ^«.

.

substitution qui fait partie à la fois du groupe 5 et du groupe I dérivé des

substitutions i et k, et qui par suite appartient nécessairement au groupe K.

6.
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Soit /fa, cette substitution; il vient

relation impossible par hypothèse, si |S< diffère de ^o-

D'autre part, toutes les substitutions de G seront de la forme i^s,

s désignant une substitution de 5- En effet les substitutions G se réduisent à

celles qui dérivent de I et de 5 (55). Soitip, ^-«^5, «^,^«,^2. par exemple, l'une

d'elles, 5, et s^. étant des substitutions de 5; elle peut se mettre sous la

forme i^,ka,if^^.s\ka_j2, s\ étant la transformée de s^ par i^^. Or «p, ^a, ^fi,»

faisant partie du groupe 1, peut se mettre sous la forme ïp^aî ^a f^^it partie

de 5; il en est de même de s\, transformée de s, par la substitution ip^, per-

mutable à 5; il en est de même de ^a, et de ^2 '• donc la substitution consi-

dérée est de la forme i^s, s étant une substitution de 5-

On conclut de là que 5 contient une substitution de la forme g^h^Ji^i^kg,,

quel que soit lé système de valeurs que l'on donne à â, 7, 7' et a.

En effet, le nombre des systèmes de valeurs des indices â, 7, 7', a est lixij.'a.

A chacun d'eux correspond au plus une substitution de 5> car s'il en existait

deux, elles devraient différer par la valeur de l'indice jS, ce que nous avons

démontré impossible. Si donc il y avait quelque système de valeurs de

0'» 7» 7'. a auquel ne répondit aucune substitution, le nombre des substitu-

tions de 5 serait inférieur à lufx'a, et par suite celui des substitutions de la

forme «poserait inférieur à X/x/ji'a vv' Ce résultat est absurde, car toutes

les substitutions de G, en nombre N =X/jL|U(,'vv'...a, se ramènent à cette

forme.

57. Soient maintenant A'oîp, = (^o)» ^'1
^P,

"= (^i)» • • • » ^Y'^Pr = (^'ï')> • •

celles des substitutions de 5 pour lesquelles â=o, 7 = 0, a=o; soient

de même Ao^Vo"^ (^o)»---» A^ïp' = (A.^),... celles de ces substitutions pour

lesquelles cJ' = o, y'= o, cc = o; enfin go i^i= {go)*-- -^ g8 'Vs
= (^0)» • • •

celles de ces substitutions pour lesquelles 7 = 0, 7'= o, a = o.

Toutes les substitutions de laforme [g^] [h^] [K^) k^ appartiennent évidem-

ment au groupe 5 ; réciproquement toute substitution de 5 sera de cetteforme ;

car 5 ne contient que l^xi^'a substitutions, et les Xp.p,'« substitutions que

donne cette forme en y faisant varier â, 7, 7', a sont toutes distinctes. En

effet, soit (^8j(A.f„)(Ay^ao=(é's.)(^Y,)(^'f',)^"a. : remplaçant (^s,),-.- par

leurs valeurs, il vient

gs, Mo — §•«. M
,

, d'où gs^ Mo MV^ ^ gs, ,
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Mo et M, étant des substitutions du groupe H dérivé des substitutions

h, h'y i, k. Cette égalité ne peut avoir lieu par bypolhèse que si «?« = ^t-

L'égalité admise se réduira ainsi à (/ty.)
(^'z )^a,= (^y.) (^z)^», » et l'on

verra de même que 70 = y,, puis que y^ = 7', , et enfin que «(, = «,.

On verra de la même manière que G, H, H' sont respectivement formés

des substitutions desformes suivantes :

i^[g^){Ju)(K)k^, i^[h,){hl)h,, i^(h\)K;

car les substitutions ïp(A'^.)^a» par exemple, font évidemment partie de H',

sont toutes distinctes entre elles, et leur nombre est égal à celui des substi-

tutions de H'.

Les substitutions désignées primitivement par g, h, h' ayant actuellement

disparu du calcul, nous supprimerons, pour plus de simplicité, les paren-

thèses qui distinguaient jusqu'ici les substitutions (g^)^ (Ay), [hj).

On voit maintenant aisément que Von a entre deux substitutions quel-

conques, ?^ Aa = S et g?; h^ hl kri' = T , prises respectivement dans les deux

groupes \ et ^y une relation de la forme ST =^ TS^a"-

En effet la substitution S~' T~* ST fait partie du groupe I, car elle est le

produit de deux substitutions, dont l'une S-' fait partie de ce groupe, et

dont l'autre en fait partie également, étant la transformée d'une substitution

de I par une substitution permutable à 1. D'autre part, S~' T~' ST peut être

considérée comme le produit de deux substitutions : l'une T appartenant au

groupe 5; l'autre S~' T~' S, transformée d'une substitution de 5 par une sub-

stitution qui lui est permutable. Donc S~'T"'ST appartient simultanément

à I et à 5, et par suite à K. Donc S-' T-'ST = k^», d'où ST = TSV.

58. Des développements qui précèdent nous allons actuellement conclure

la démonstration de notre proposition.

Soient G, 5. J, J', K,..., i la suite des groupes respectivement formés des

substitutions des formes

'? ^« h. /i'y ka , gs h^ lîf ha, h. h'^ /r„ , 1L h\ , h\,. • ;

ils ont pour ordres N, —,— j —, ^« —;——^-; — ^—-,

—

' vv . . . vv . . /. vv . . . Aa vv . . . Aua

Nous allons établir : i** que la suite desfacteurs vv'. . . , X, ,a, ,a'. . . est, à l'ordre

près, la même que la suite desfacteurs )., [l, [j.'..., v, v', . . . , ce qui revient à

prouver que les facteurs v, v',... se réduisent à un seul; autrement dit, qu'/7
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n'y a dans la suite G, H, H', I,..., K,..., i aucun groupe \' intermédiaire

entre 1 e/ K; a" que chacun des groupes G, 5» J, J', K,..., i est permutable

à toutes les substitutions du précédent ; 3" quil est aussi général que possible

parmi ceux quijouissent de cette propriété.

i" En premier lieu, il est absurde d'admettre que la suite G, H, H', I,...,

K,..., 1 contienne un groupe \' intermédiaire entre I e^K. En effet, les substi-

tutions I lui seraient permutables par définition; les substitutions de la

ïoTme gih^K, léseraient également. Car soit i^ka. une quelconque des sub-

stitutions de r : sçi transformée par g^g Ay A'^, peut (57) se mettre sous la forme

'? /' « {'V '»«*)"' (é^« fh lh')~' '? ^' « §* ''t ''ï= h ^« ^»'»

et fera partie de I', qui contient, avec i^k^^, toutes les substitutions de K.

Les substitutions G, qui dérivent toutes de la combinaison de I avec les sub-

stitutions gih^h^', seraient donc permutables à 1'. K ne serait donc pas aussi

général que possible parmi les groupes contenus dans I et permutables aux

substitutions G, résultat contraire à la loi de construction de la suite G, H,

I, K,..., I, et partant inadmissible.

2" En second lieu, considérons l'un quelconque des groupes de la nou-

velle suite, J' par exemple ; il est permutable aux substitutions du précédent, J.

En effet, ces substitutions résultent de la combinaison des substitutions J',

évidemment permutables à leur propre groupe, avec les substitutions h^.

Ces dernières substitutions, faisant partie du groupe H, sont permutables

au groupe H' formé par les substitutions i^h'^.kg^. On aura donc, quels que

soient y, |S, / et a, une relation de la forme

h7' /p h'r ko. h.; = /^, h', f>\

,

ou

h~' i^ h^ h~' h\, ko, h^ = /p, h'^ k^,

,

ou, en remarquant qu'on a une relation de la forme ii^ hy = h^ i^ k^^^ (57),

i? ^a, h~' ll'^f ka lu =
«V, h'-f ^a, »

relation qui ne peut subsister que si ]S = /3, , et d'où l'on déduit ensuite

IÇ li\fkJi, = k-lh'A\,,

ce qui montre que la transformée de Kk^ par A^ appartient au groupe J'.
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Mais les substitutions de J' sont toutes de la forme h',k^ : donc h^ est per-

mutable à ce groupe.

3° En dernier lieu, ii n'existe aucun groupe plus général que J', contenu

dans J et permutable à ses substitutions ; car s'il y en avait un, J", soient

S, S,,«--» S;;,,... ses substitutions, T une quelconque des substitutions de J :

on aurait, quel que soit m, une relation de la forme Ï"'S;;,T = S„. Considé-

rons le groupe r, formé par la combinaison de J" avec les substitutions i^ :

ses substitutions sont de la forme ï^S,^; car soit par exemple «p, S;„, «^, S,„.

l'une d'elles, on aura (57)

ce qui réduit la substitution proposée à «p, ï^,S,„^^3t, S,„,; mais îp, «p, , étant

une substitution de I, peut se mettre sous la forme i^k^^; k^ est contenu

dans J' et par suite dans J", de même que S,„, , k^\, S,„^, ce qui réduit la sub-

stitution donnée à la forme «^S„..

Le groupe T est plus général que le groupe H'; car les substitutions de ce

dernier groupe sont de la forme i^hlk^. Or soit S une substitution de J" qui

ne soit pas contenue dans J', et qui par suite ne soit pas de la forme AIJ-» :

elle est de la forme h^hlk^, et sera (57) essentiellement différente de toutes

celles de la forme îf^h'^kg,; elle ne pourra donc appartenir à H' : mais elle

appartient à F : donc T est plus général que H'.

D'autre part, F est contenu dans H et ne contient qu'une partie de ses substi-

tutions. En effet, H contient les substitutions i^ et les substitutions h^h^k^

du groupe J, dont les substitutions S,„ font partie. Soit maintenant T une

substitution de J qui ne soit pas contenue dans J" : elle ne sera pas de la

forme S,„. D'autre part elle sera de la forme h^hlkg^, et par suite ne pourra

pas davantage être de la forme ï^S,„ : elle ne fera donc pas partie de J".

Enfin F est permutable à toutes les substitutions de H. Car soit i^^T l'une de

ces dernières substitutions, T étant une substitution de J; soit, d'autre part,

i^S,n une quelconque des siftstitutions de F. S,„ et T~' appartenant à 5, et

'Pi» 'X*'P*?. ^ '» ®° ^^^^ (^^) ^^^ relations de la forme

S«
/V,
— /j,. S« Ar. , T-' /"'

/p /^, = i~' Î3 l'j, T-' A-..

.

La transformée (ip.T)-*ipS«ip,T se réduira donc à la forme

/r^Vï?.T-'A-..S.A-.T==/-'/V^-3.-T-'/ra,T.T-'S«T.T-'/r.T.

Or cette substitution appartient au groupe F : car ce groupe contient i^^ et

iy, il contient de même la substitution T-'S,„T, laquelle, se réduisant à S„,
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fait partie de J"; il contient enfin le groupe K, auquel T est permutable :

donc il contient T-'^^T et T-'^a.T.

Si donc il existait un groupe tel que J", il existerait un groupe T plus gé-

néral que H', contenu dans H et permutable aux substitutions H, ce qui est

contraire à la loi de construction de la suite G, H, H', 1, K,..., i.

Les deux suites de groupes G, S, h J',..., i et G, 5» 5'. 3,..., i jouiront

donc toutes deux de la propriété que chacun des groupes qui les forment

est aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le précé-

dent et permutables à ses substitutions. Il en sera à fortiori de même des

suites partielles S» J, J',---. i et 5, 5» ^'•••» ï» t>ù les facteurs qui expriment

les rapports des ordres des groupes successifs sont, d'une part, X, /:x,..., et,

d'autre part, m, m',....

Le théorème étant supposé vrai pour le groupe 5» m, m',... d'une part,

et X, ju,,..., d'autre part, se confondront à l'ordre près avec les facteurs de

composition de 5; ils sont donc identiques, à l'ordre près. Comme on avait

déjà l=v i l'ordre de 5 étant égal à la fois à y et à — j^ le théorème se

trouve démontré.

Le théorème que nous venons d'établir montre qu'on peut légitimement

classer les groupes composés d'après le nombre et la valeur de leurs fac-

teurs de composition.

59. Thkorème. — Soient G, H,..., I, K,..., i une suite de groupes dont

chacun soit aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le

précédent et permutables à toutes les substitutions de G; }{ un groupe quel-

conque de cette suite; I, K deux autres groupes successifs quelconques. Sup-

posons qiCon puisse déterminer un groupe intercalaire L, contenu dans I et con-

tenant K, auquel les substitutions H soient permutables, et si cette détermi-

nation peut sefaire de plusieurs manières, choisissons-le de manière que son

ordre soit minimum . Soient, dans ce cas y w, mn, ^mjes ordres respectifs deK,L,}:

(J. sera une puissance exacte de m.

Soient en effet^o>---.^«-i les substitutions de K; /o^o»-*-? 4^p»---» 4z-i ^«-t

celles de L : /o,..., /,„_, étant des substitutions qui ne satisfassent à aucune

relation de la forme 4 = 4'^p- Soit g une substitution de G non permu-

table à L; elle est permutable à K : elle transformera donc L en un groupe L'

formé de substitutions de la forme l'^ko,..., l'^kf^,...; /„,..., 4 étant les trans-

formées respectives de /o,..., /a,--.-

Les substitutions du groupe ^"'H^', transformé de H par g, seront per-
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mutables à L' (36); mais^~'Ho' se réduit à H : donc les substitutions de H
sont permutables à L', ainsi qu'à L; elles le sont donc au groupe formé par

les substitutions communes à L et à L'. Or les K font partie de ces substi-

tutions communes, et il n'en existe pas d'autres, sans quoi l'ordre de L ne

serait pas minimum, comme nous l'avons supposé.

En particulier, les substitutions /o, . . ., 4» • • • faisant partie de I et de H,

leurs transformées /'(,,..., l[ ,... en feront également partie : elles sont donc

permutables à L. Les substitutions du groupe A, obtenu en les combinant

à ce groupe, seront de la forme C4^^ (37). Ce groupe est contenu dans I,

et permutable aux substitutions de H, car il résulte de la combinaison des

substitutions des deux groupes L, L', tous deux permutables aux substitu-

tions de H.

D'ailleurs les m-n substitutions obtenues par la variation des indices

a', a, Çt sont toutes distinctes; car si l'on avait

on en déduirait

La substitution l^l'^ serait donc commune aux deux groupes L et V, et

par suite appartiendrait à K; on aurait donc

lL' = lL'hy, d'où la' = glL'g-'=fïr'^fr^'g~'=L\k,

k, transformée àe k^> par g-\ appartenant à K. Une telle relation ne peut

exister que si a!= «', . On aura alors

/, k^ = /„, A-^, , d'où a.^=a.,, [3 = j3,.

Donc I contient au moins /»'w substitutions. S'il en contient davantage,

G contiendra une substitution g' non permutable à A. Soient X», XI les

transformées de 4, 4 par g' : le groupe A', transformé de A par g, aura ses

substitutions de la forme Xa^l- %» et sera contenu dans I et permutable aux

substitutions de H. Il est différent de A : donc il ne peut contenir à la fois

toutes les substitutions de L et de L', dont la combinaison constitue A.

Supposons, par exemple, qu'il ne contienne qu'une partie des substitutions

de L : les substitutions K sont communes à L et à A', et il n'existera pas

d'autres substitutions communes; car les substitutions H, étant permutables

a L et à A', seraient permutables au groupe formé par ces substitutions

7
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communes, quoique son ordre fùl moindre que celui de L, ce qu'on suppose

impossible.

Cela posé, les m^n substitutions de la forme /aXa'X',J;p seront toutes dis-

tinctes et contenues dans I.

On démonire de même que si I contient d'autres substitutions, il en con-

tient au moins m^/i, etc.

§ V. — Symétrie des fonctions rationnelles.

Liaison entre les groupes et les fonctions

.

60. Soient F, une fonction rationnelle quelconque de^ lettres ût, b,c,...\

F,, Fa, Fp les 1.2 k fonctions obtenues en y opérant entre ces lettres les

i .2...^ substitutions i, a, ]S,... : elles seront, en général, algébriquement

distinctes les unes des autres. Mais si, par suite du choix particulier de la

fonction, la suite F,, Fa, Fp, ... avait M termes F,, Fa,..- identiques à F,,

elle contiendrait évidemment M termes Fp, Fap,... identiques à Fp. Le

nombre des valeurs distinctes de la fonction F serait donc égal à J^" •

• Les M substitutions i, a,... qui n'altèrent pas la fonction F, forment évi-

demment un groupe, qu'on pourra appeler \e groupe de lafonction ; et l'on

pourra dire que là fonction est transitive ou non, suivant que son groupe

sera transitif ou non. Réciproquement, un groupe quelconque H étant donné,

on pourra déterminer une fonction invariable par les substitutions de ce groupe

et variable par toute autre substitution. Car, soient ij), une fonction quelconque

variable par toute substitution ( telle que la suivante : a + 2 6 -i- 3c 4- . . .) ;

ç),, ©a» ••• les diverses valeurs qu'elle prend par les substitutions du groupe

I , a, ... : le produit 9, 9» • • • jouira de la propriété voulue ; car les substi-

tutions I, a,... permutent ses facteurs entre eux sans changer le produit,

et toute autre substitution |3, remplaçant 9, par un nouveau facteur (pp, chan-

gera le produit (*).

61 . Les diversesfonctions rationnelles qui ont même groupe s'expriment toutes

rationnellement enfonction d^une seule d'entre elles et defonctions symétriques

en a, b, c,....

(*) La règle ci-dessus, due à notre illustre Cauchy, a été critiquée par M. Kirkman [Theorj of

grvups and many vnlited functions, p. 80; Manchester, 1861); mais il est aisé de voir que les

objections de ce géomètre ne sont fondées que sur un malentendu.
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Cette proposition, due à Lagrange, est évidemment contenue dans la sui-

vante, que nous allons démontrer :

Les diverses /onctions rationnelles dont les groupes ont en commun, avec un

groupe arbitraire G, les mêmes substitutions i , a, a, , . . . s'expriment rationnel-

lement en fonction d'une seule d'entre elles et desfonctions invariables par les

substitutions de G.

En effet, les substitutions de G sont les suivantes (39) :

I, a, a,,...; (3, a(3, a, p, . - . ; y, «y, a,y,. . .;. . .,

P étant une substitution quelconque prise parmi celles qui n'appartiennent

pas à la suite i, a, a,,---; 7 une substitution quelconque prise parmi celles

qui n'appartiennent ni k la suite i , a, a,,..., ni à la suite |3, «p,

a, /3,..., etc. .

Cela posé, soient 9,, '|, deux des fonctions considérées; ç^,..., ij^^,... ce

qu'elles deviennent par les substitutions p,...; m un exposant quelconque.

La fonction

?r +' -»-
?r '1'!' "^ ?" ^- "*~

• •
• = ''*'

sera invariable par les substitutions de G. Car soit a une substitution quel-

conque de G; chacune des substitutions c, ^c, 7(7,..., appartenant à ce

groupe, pourra se mettre sous l'une des formes A, Ap, A7,..., A désignant

une des substitutions i, a, a,,... (39). D'ailleurs deux de ces substitutions

ne peuvent appartenir à la même forme, car si l'on avait, par exemple, les

deux égalités

(3(7 =ao, yT^a,$,

on en déduirait

Scr-' = cc-'^ = x-*y, d'où y = x,cc-'^;

y serait donc de la forme A/5, ce qui n'a pas lieu, par construction.

Cela posé, a transformera les uns dans les autres les termes 9^ t];,
, 9^ (j/p,

Car supposons, pour fixer les idées, que c soit de la forme A/3; elle trans-

formera 9;"ij>, en 9"j^A? = ?r^?- De même, si /Sg- est de la forme Ay, c trans-

formera çT^^ en ç^tI^av = Ç'^^'r»
^^*^'

Posant successivement m = o, i,..., fji — i, fx étant le nombre des sub-

stitutions I, |3, 7,..., on aura, pour déterminer tj;,, <j/p,..., les équations

7-
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linéaires

çppl
(j;, + <ppl

^^ + . . . = /(i^-),

dont le déterminant étant, comme on sait, égal au produit des différences

des quantités distinctes ©,,?>?» 9y»--> sera différent de zéro.

On peut obtenir l'expression cherchée de ^|^, d'une manière simple ainsi

qu'il suit : 9,, (p^, ©y,... sont les racines de l'équation du degré p.,

/{Y) = (Y-9.)(Y-9,)(Y-9,)... = o,

dont les coefficients, symétriques en ij?,, (pp, fy,,.., sont évidemment inva-

riables par les substitutions de G. L'équation

. JIXL^Y^-'-f-V_.Yi^-^+... + Ào=:x(Y)-=o

admet pour racines çp, «Py,..., et a pour coefficients des fonctions ration-

nelles de Of et des coefficients de/(Y).

Cela posé, ajoutons les équations linéaires ci-dessus, respectivement mul-

tipliées par Xo> X,,...: les multiplicateurs de (p^,cpy,... s'annuleront, et,

divisant par le coefficient de t|<, il viendra

62. Les fonctions entières de k lettres sont donc susceptibles d'autant

d'espèces de symétries distinctes qu'il y a de groupes différents de substi-

tutions entre ces lettres. Mais si, au lieu de considérer d'une manière géné-

rale toutes les fonctions entières, on ne voulait examiner que celles qui

satisfont à quelques conditions déterminées, par exemple celles qui sont

d'un degré donné, le nombre des espèces de symétrie dont elles sont suscep-

tibles pourrait se trouver réduit. Ce champ de recherches, signalé par

M. Kirkman, est encore vierge. Nous nous bornerons donc sur ce sujet à

(jnelques brèves indications.

Soient F = T -f- T, + . . .+ T,jl une fonction entière quelconque de a, 6, ... ;

'ï = maPhf..., T, = m, a^'^^'... ses diff'érents termes; S, S,,... les substi-

tutions de son groupe : chacune de ces substitutions transforme les uns dans
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les autres les termes T, T,, . , ., T^. Soient respectivement T, ï^ . . . ceux

de ces termes que S, S,,... transforment en T : chacune de ces substitutions

transformera les termes T,T,,... les uns dans les autres; car supposons que

l'une d'elles, S, transforme T, en U par exemple; S, transformant T, en T,

S"' S,, qui fait partie du groupe (S, S ), transformera U en T : donc U

fait partie de la suite T, T,,

—

Cela posé, si les substitutions S, S,,..- permutent transitivement entre eux

tous les termes T, T,,..., T^, on dira que la fonction est élémentaire; dans

le cas contraire, elle sera évidemment la somme de plusieurs fonctions élé-

mentaires F,, Fj,..., qui seront chacune transformées en elle-même par les

substitutions S, S,, Soient donc respectivement F,, F,,... les groupes

de ces fonctions : S, S,,... appartiendront à chacun d'eux. Réciproquement

toute substitution commune à ces groupes laissera invariable F,, Fa et par

suite leur somme F : elle appartiendra donc au groupe (S, S,,---)-

Ainsi la détermination du groupe d^unefonction non élémentaire se ramène

à celle des groupes des fonctions élémentaires qui la composent.

63. Soient T^=maPb^... un terme quelconque d'une fonction élémen-

taire; T= m'a^b'^.,. un autre terme quelconque. II doit dériver de T par

une certaine substitution opérée sur les lettres a, b^...; il faut évidemment,

pour cela, que les coefficients m et m' soient égaux, et que les exposants

p, q',... soient, à l'ordre près, égaux hp, q,

Supposons que parmi les exposants/?, ^,..., dont le nombre est égal à k,

nombre des lettres a, è, . . . , il y en ait |x égaux à a, v égaux à p, etc.,

a, |S,... étant des entiers différents, dont l'un peut être nul. Remplaçons

dans la fonction F = T H- T'... le coefficient m par un autre coefficient quel-

conque w,; remplaçons de même les exposants cç» p,..., partout où ils se

présentent, par d'autres exposants entiers a,, |3,,... qui soient également

différents les uns des autres. Nous obtiendrons une nouvelle fonction F,

,

qui sera évidemment élémentaire et aura le même groupe que F.

Les fonctions en nombre infini, dérivées les unes des autres par un sem-

blable changement, peuvent être considérées comme constituant une seule

famille^ dépendant des nombres |x, v,

64. Pour résoudre dans toute sa généralité le problème de M. Kirkman,

il faudrait maintenant :

i** Déterminer les diversesfamilles qui correspondent à chaque système donné
de valeurs de p,, )/,...;
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2" Déterminer les diverses familles qui correspondent à un groupe de substitu-

tions donné.

La solution de la première question paraît assez difficile, sauf dans le cas

particulier où l'on a ii.= i, v = h—\. Elle devient alors extrêmement

simple, car on a, en supposant /3 = o, ce qui est permis,

T = w«» el F= m(a* -)- 6" -4-. . .).

Soient a, 6,... celles des lettres a^ b,..., d, e,... qui entrent dans l'ex-

pression de F; d, e,... les autres. Le groupe de F sera évidemment formé

de l'ensemble des substitutions qui permutent, d'une part, a, b,... entre

elles, et, d'autre part, d, e,... entre elles, et il y aura autant de familles

qu'il y a de manières de répartir les lettres a, b,..., d, e,... en deux sys-

tèmes.

Un autre cas simple est celui où les nombres fx, v,... sont tous égaux à

l'unité. On a alors

a, |3,... étant tous diff'érents. Soient G un groupe quelconque; T, T',. .. les

divers termes transformés de T par ses substitutions. La fonction T -f- T'...,

invariable par les substitutions de G, varie évidemment par toute autre sub-

stitution : donc elle a pour groupe G. Il existe donc dans ce cas autant de

familles qu'il y a de groupes possibles de substitutions.

On voit par là qu'à chaque groupe G correspond au moins une famille de

fonctions élémentaires. Mais il peut en correspondre plusieurs. Ainsi suppo-

sons que le groupe G contienne toutes les substitutions possibles. Il corres-

pondra à toutes les familles de fonctions symétriques; mais il existe évidem-

ment une telle famille pour chaque système de valeurs de /x, v,

65. Si un groupe G, ne contenant pas toutes les substitutions possibles, est

n fois transitif, il n'existera de famille correspondant à la fois à G et à un

système de nombres (x, v, . . . que si chacun de ces nombres est inférieuràk— n.

Supposons, en effet, ^x^k — n. Si la famille cherchée pouvait exister,

soient F une de ses fonctions, T = ma^b^... l'un des termes de F. On peut

supposer que les /jl exposants égaux à a se réduisent à zéro, et par suite sup-

primer du produit les lettres affectées de ces exposants. Il viendra alors

T — mb^. . . , le nombre des lettres restantes b,... étant égal à ^ — |x, et par

suite au plus égal à n. Le groupe G, étant n fois transitif, contient une sub-

stitution au moins qui remplace b,... par k — [x lettres quelconques /',

—
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Cette substitution transformerai en T=mr^..., et la fonction F=T-i-T'-h...

sera symétrique. Donc, au lieu de correspondre au groupe G, elle corres-

pondra au groupe plus général formé par toutes les substitutions possibles.

Application géométrique.

66. Des questions qui précèdent dépend la solution de divers problèmes

de Géométrie. En voici un exemple.

Imaginons des points a, b, c, d,... réunis par des droites telles que ab,

ac, bd,... formant ensemble un système, continu ou non, que nous appel-

lerons un assemblage de droites, ayant pour sommets les points a, b, c,

d Supposons, pour plus de généralité, que quelques-unes des droites

de l'assemblage puissent être considérées comme multiples. L'assem-

blage pourra être représenté symboliquement par la forme quadratique

mab -\- nac-^ pbd-\-..., dont les termes représentent ses diverses droites,

respectivement affectées de coefficients m, n^p,... qui indiquent leurs de-

grés de multiplicité.

Deux assemblages A et A' seront dits pareils, si l'on peut établir entre

leurs sommets une correspondance telle, qu'à cbaque droite ab de l'un des

assemblages corresponde dans l'autre assemblage une droite cCb' , du même
degré de multiplicité, et joignant ensemble les deux points a', b' qui corres-

pondent respectivement à a et à 6. Dans ce cas, si mab -{- nac -{- pbd-^...

est la forme représentative de A, ma'b' -{- na!c' -^ pb'd' -{- ... sera évi-

demment la forme représentative de A'.

Il peut se faire qu'un assemblage soit pareil à lui-même sous divers

points de vue, ce qui constituera pour lui une sorte de symétrie. Dans ce

cas, A' se confondra avec A et a\ b' , c' , d',... seront, à l'ordre près, iden-

tiques à a, b, c, d, De plus, les deux formes mab -h nac -h pbd -^... et

ma'b' -h na'c' -h pb'd' -^.. ., représentatives du même assemblage, seront

nécessairement identiques. Donc la substitution qui transforme a, b, c, d,...

en a', b', c', d',... n'altère pas la forme mab -\- nac + pbd-\-.... Récipro-

quement, soit S une substitution opérée entre les lettres a, b, c, d,... qui

n'altère pas celte forme, et supposons qu'elle remplace a, b, c, d,... par a',

b', c', d',— Si l'on fait correspondre à la suite des sommets a, b, c, d,...

celle des sommets a', b', c', d',..., l'assemblage restera pareil à lui-même.

Nous obtenons donc le résultat suivant :

Le problème de la symétrie des assemblages de droites est identique à celui
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de la symétrie des formes quadratiques ne contenant quelles rectangles des

variables.

Nous reviendrons dans une autre occasion sur ce problème, considéré au

point de vue géométrique.

Le problème de la symétrie des polyèdres, dont nous nous sommes oc-

cupé ailleurs, peut aussi se ramener, quoique moins simplement, à une

forme analytique.

Isomorphisme

.

67. Un groupe F est dit isomorphe à uu autre groupe G, si l'on peut éta-

blir entre leurs substitutions une correspondance telle : i*' que chaque sub-

stitution de G corresponde à une seule substitution de F, et chaque substi-

tution de F a une ou plusieurs substitutions de G; 2° que le produit de deux

substitutions quelconques de G correspoude au produit de leurs correspon-

dantes respectives.

L'isomorphisme sera dit mériédrique, si plusieurs substitutions de G cor-

respondent à une même substitution de F, holoédrique dans le cas contraire.

Supposons, pour fixer les idées, que G contienne m substitutions ^,,...,

g,n correspondantes à une même substitution 7 du groupe F. Soient 7' une

autre substitution quelconque de F, g' une substitution de G qui lui corres-

ponde : gT g' correspondra à 7~' 7', et par suite chacune des m substitu-

tions ^', gigV^g',-'-'' g',„^r*^' correspondra à y^j-*y'=y'. Chaque substi-

tution de F ayant ainsi m correspondantes dans G, l'ordre de F sera m fois

moindre que celui de G.

Le groupe F contient la substitution i. Soient h,,..., h^ les substitutions

correspondantes de G : elles forment un groupe auquel toutes les substitu-

tions de G sont permutables. Car soient g l'une de ces dernières, 7 sa cor-

respondante :
g~^ h, g a pour correspondante 7"' 17= i ; elle appartient

donc à la suite A, . . . A,„.

Si m> ï, le groupe (A,,..., h,n) ne peut se réduire à la seule substitu-

tion I : il sera d'ailleurs moindre que G, si l'on suppose que F ne se réduise

pas à la seule substitution i; donc G sera composé. D'où cette conclusion :

Les groupes composés ont seuls des isomorphes mériédriques (non exclusive-

ment formés de la substitution 1).

68. Problème. — Déterminer les groupes isomorphes à un groupe donné G.

Le problème se réduit à déterminer ceux de ces groupes qui sont transi-
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tifs. En effet, soit r ira groupe non transitif isomorphe à G : répartissons

les lettres de r en classes, en groupant ensemble celles que les substitutions

de r permutent entre elles. Soient a, a,,---. ^» ft,,---» ••• les diverses classes

ainsi obtenues : chaque substitution de r est évidemment de la forme AB...,

A étant une certaine substitution effectuée entre les lettres a, a,,..., B une

substitution effectuée entre les lettres b, 6,,..., etc. Soient donc AB...,

A, B, les diverses substitutions de F: les diverses substitutions A,

A,,... forment évidemment un groupe isomorphe à Y, et par suite iso-

morphe à G; de même pour les substitutions B, B,,

Réciproquement, soient (A, A,,...), (B, B,, •••)'••• ^^^ groupes transitifs

quelconques isomorphes à G; a, «,,..., b, b,, ....... les lettres qu'ils con-

tiennent respectivement; g, gij'.. les diverses substitutions de G; A, B,...,

A,, B,,..., ... les substitutions qui leur correspondent respectivement dans

les groupes considérés. Les substitutions AB..., A, B, ....... forment un

groupe non transitif entre les lettres a, «,,..., b, b,,...,..., lequel sera

évidemment isomorphe à G.

69. Cherchons donc les groupes isomorphes à G et transitifs. Nous allons

voir que leur détermination se ramène à celle des divers groupes contenus

dans G.

Soient en effet œ,x,,... les lettres que G permu le entre elles ; H= (A, , . .
.
, A„)

un groupe quelconque contenu dans G. Les substitutions de G peuvent toutes

être mises sous la forme h^g^, g,,..., g^,---, gm étant des substitutions con-

venablement choisies, dont la première se réduit à Tunité et dont le nombre m
est égal au rapport des ordres de G et de H (39).

Soient maintenant F, une fonction rationnelle quelconque de oc, œ^,...,

invariable par les substitutions H; F, ce qu'elle devient par la substitution s.

Les m fonctions F,,..., F^^ seront transformées les unes dans les autres par

toute substitution de G. En effet, la substitution h^'g^' transforme F„ , par

exemple, en F^^^ ,^ ,. D'ailleurs g^K» g^>, appartenant à G, peut être mise

sous la forme K" g^», et A^// n'altère pas la fonction F, : donc F^ sera trans-

formée en F,^„^^, = Yg^,,

Chaque substitution de G, effectuée dans les fonctions F,,..., équivaut
ainsi à une certaine substitution effectuée entre ces fonctions. Ces dernières

substitutions forment évidemment un groupe F, isomorphe à G. Ce nouveau
groupe sera transitif, les substitutions g^,..., g,n permettant de transfor-

mer F, en l'une quelconque des fonctions F,,..., F^.^.
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70. Nous allons montrer réciproquement que tout groupe transitif, iso-

morplie à G, est identique à l'un de ceux que nous venons de former.

Soient en effet G' un semblable groupe, eatre les lettres j, y,,...; H le

groupe formé par celles des substitutions de G qui correspondent dans G' à

la substitution i; F une fonction de x, ^r,,..., invariable par les substitu-

tions H et variable par toute autre substitution; F, F,,... les diverses trans-

formées de F par les substitutions G. D'après le numéro précédent, les sub-

stitutions G, opérées dans F, F,,..., équivaudront à des substitutions opérées

entre ces fonctions; soit F le groupe transitif, isomorphe à G, formé par

ces dernières substitutions. Il sera évidemment isomorphe à G', sans mé-

riédrie.

Posons d'autre part F' = a/H- a, j, +..., «, «,,-•• étant des constantes

indéterminées. Soient F', F',,... les transformées toutes distinctes de cette

fonction par les substitutions G' : les substitutions G', opérées dans F', F', , . .

.

équivaudront à des substitutions opérées entre ces fonctions; ces dernières

substitutions 'forment un groupe F', transitif, et isomorphe sans mériédrie

à G', et par suite à F.

Cela posé, nous allons établir que les groupes F et F' sont identiques, sauf

la dénomination des quantités F, F,,... et F', F'^,... qu'ils permutent res-

pectivement.

71. En premier lieu, chacun de ces deux groupes jouit de la propriété

remarquable que son ordre est égal à son degré. En effet, le nombre m des

quantités F, F,,... est égal à l'ordre de G divisé par celui de H (69), et par

suite égal à l'ordre de G' (67). Donc le degré de F est égal à l'ordre de G';

d'ailleurs son ordre est égal à l'ordre de G', ces deux groupes étant iso-

morphes sans mériédrie. On voit de même que le degré et l'ordre de F' sont

tous les deux égaux à l'ordre de G'.

On conclut de là que chaque substitution de F (sauf l'unité) déplace toutes

les quantitésY, F,, Car F étant transitif, son ordre est égal au produit de

son degré m par le nombre de celles de ses substitutions qui laissent immo-

bile une de ses lettres, telle que F; mais cet ordre se réduit à m : donc F

ne contient qu'une substitution qui laisse F immobile, à savoir ; l'unité.

Le groupe F ne contient quune substitution qui remplace F par une autre

lettre donnée F,. Car s'il en contenait deux, en les combinant ensemble,

on en déduirait une troisième, différente de l'unité et qui laisserait F im-

mobile.

Enfin, chaque substitution de Y a ses cycles /ormes d'un même nombre de
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lettres. Car si deux de ses cycles contenaient respectivement k tVk' lettres,

k' étant < k, sa puissance k' laisserait des lettres immobiles, sans se réduire

à l'unité.

Le groupe T' jouit évidemment des mêmes propriétés.

72. Cela posé, soient F„ l'une quelconque des quantités F, F,,...; -/„ celle

des substitutions de F qui la fait succéder à F; 7'„ la substitution correspon-

dante de F'; o .une quelconque des quantités F', F', , ..; ç^„ celle de ces quan-

tités que "/„ fait succéder à 9 : les quantités 9,..., «p^,... seront identiques,

à l'ordre près, aux suivantes F', F',,...; et si une substitution quelconque â

appartenant à F fait succéder F^ à F„, sa correspondante c?' dans F' fera suc-

céder (pp à (p„. En effet, F ne contient qu'une substitution qui fasse succéder

F^ à F„; mais 77' 7^ jouit de cette propriété, ainsi que c? : donc & = 77' 7/»»

d'où â' = y'~'y'^, substitution qui fait succéder (pp à ç,,. Donc les deux

groupes F et F' deviendraient identiques par le simple changement de 9

en F.

73. Soit pour fixer les idées 9 = F' = aj -f- a, j, -f-— Les quantités 9,

9, , . . . sont toutes des fonctions linéaires de y, j,,— Réciproquement, j,j, , . .

.

pourront être exprimés en fonction linéaire de 9, (p,,-^. En effet. G' étant

transitif contient une substitution qui remplace y par jjj,, quel que soit

l'indice a : donc, parmi les fonctions 9, 9,,..., il en existe une au moins de

la forme (x.y^^-+- 6, ij> étant une fonction linéaire de j,..., j(i-o Jii+o— Soit

o^ cette fonction : 9,..., 9**,... seront liées à y,..., J^,-.. par des équations

linéaires, dont le déterminant n'est pas nul tant que a, a,,... restent arbi-

traires; car dans le cas où a,, aa,... seraient très-petits, ce déterminant se

réduit sensiblement à une puissance de a. Ces équations peuvent donc être

résolues par rapport aux y.

Soit donc j = |39 h- |3, 9, -4- Les substitutions de G' opérées entre

les j équivalent aux substitutions de F' opérées entre les 9. Réciproque-

ment, si l'on fait subir aux 9 les substitutions de F', il est clair que y, y,,...

seront permutés entre eux de la même manière qu'ils le seraient par les

substitutions de G'.

Soient maintenant z, z,,... les fonctions formées avec F, F,,..., comme y

y,,... le sont avec 9, (p,,...; opérons sur les lettres x, x,,... les substitutions

de G, ce qui revient à opérer entre les F, F, , • • • celles du groupe F, identique

à F'; il est clair que z, z,,... seront permutés entre eux de la même manière

que j, /,,... le sont par les substitutions de G'.

Notre proposition se trouve ainsi établie.

8.
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74. La notion de l'isomorphisme peut être souvent utile, à cause de la

similitude de propriétés que présentent entre eux les groupes isomorphes.

Ainsi, par exemple, on voit sans peine que deux groupes isomorphes l'un de

l'autre sans mériédrie sont en même temps simples ou composés, et ont les

mêmes facteurs de composition.

On pourra donc dans beaucoup de cas remplacer la considération directe

d'un groupe par celle de quelqu'un de ses isomorphes. Parmi ces iso-

morphes, il en existe toujours un transitif et dont l'ordre égale le degré

(69-71). On voit par là qu'une étude approfondie des groupes de cette sorte

aurait une grande importance.

Des groupes transitifs dont l'ordre égale le degré.

75. Théorème. — Les groupes transitifs dont l'ordre égale le degré sont

conjoints deux à deux, de telle sorte que chacun d'eux soit formé par l'en-

semble des substitutions échangeables à celles de son conjoint.

Soient en effet G l'un de ces groupes, A Tuoe des substitutions de G,

[aa'... a'"'*) l'un des cycles de A. Parmi les substitutions de G, une seule, B,

fait succéder à a une'autre lettre donnée b (71). Soient b',..., b"^~* les lettres

que B fait respectivement succéder à a',..., a'""'. Si b n'appartient pas à la

suite a, a',..., a"*~\ aucune des lettres b',..., b"'~* ne lui appartiendra. Car

si l'on avait b^= a^, G contiendrait deux substitutions distinctes, B et A"^"',

qui remplacent a'' par a»*, résultat absurde (71).

S'il existe quelque autre lettre c qui ne fasse partie d'aucune des deux

suites a, a',..., a'"-*; b, b',..., b'"-* , G contiendra une seule substitution C

qui remplace a par c; et les lettres c, c',..., c'"~*
, par lesquelles C remplace

a, a',..., a'"~\ seront toutes distinctes des précédentes : car si l'on avait

c' = b^ par exemple, G contiendrait deux substitutions distinctes, C et

Ai^'^B, qui remplacent a^ par b^, résultat absurde (71).

Continuant ainsi, on voit que les lettres se répartissent toutes en systèmes

a, a',..., a'"-'; b,b',..., b'"-*; c, c',..., c'"'*;... contenant chacun m lettres.

Soient maintenant S une substitution de G; c'' la lettre que S fait succéder

à une autre lettre donnée b^ : S remplacera b^-^*, 6t^"*^..., b^-* parc'''^*,

(^ , . . . , o .

En effet, les deux substitutions S et B"' A^-i*C, remplaçant l'une et l'autre

b^ par c\ sont nécessairement identiques (71). Or B"* remplace 6f^+P par
ai^-^P, que A^-^^ remplace par a^'-^P, que C remplace par c^'-^p.
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Cela posé, la substitution a — {aa'
a"

...){bb'b" ...)(cc'c" ...)... est échan-

geable à toutes les substitutions de G. Car aS et Se remplacent toutes deux b^

par la même lettre c"^*, et la lettre b^ est quelconque.

Si l'on prend successivement pour point de départ, à la place du cycle

{aàa" ...), les divers cycles des diverses substitutions de G, on formera un

ensemble de substitutions c, (/,..., échangeables à celles de G. Les substi-

tutions dérivées de celles-là forment un groupe r, dont chaque substitution

(sauf l'unité) déplace toutes les lettres. Car si l'une de ces substitutions

laissait a immobile, en déplaçant quelque autre lettre b, il est clair qu'elle

ne pourrait être échangeable à celle des substitutions de G qui remplace a

par b. D'autre part, si k est une lettre quelconque, il existe parmi les sub-

stitutions G un cycle où a succède à k. Ce cycle se retrouve dans une des

substitutions de r : ce groupe est donc transitif.

D'autre part, toute substitution échangeable à celles de G fera partie de F.

Car soit P une semblable substitution, laquelle remplace, par exemple,

a par a' : elle se confondra avec c. Car soit Q la substitution de G qui con-

tient le cycle «rt' a"..., et soit k la lettre par laquelle P remplace a' : PQ rem-

place a para"; QP la remplace par k : donc k = a". On verra de même que

P remplace a" par a", etc. : donc P contient le cycle aa'a"

Mais G renferme en outre une substitution R qui remplace a, a\ a",...

par b, b\ b".... Si P remplace b par x, RP remplacera a par x; PR le rem-

place par b' : donc b' = x; de même P remplacera b' par b", etc. : donc elle

contiendra le cycle bb'b"...; de même pour le cycle cc'c"..., etc. : donc P

se réduit à c-.

§ VI. — Du GROL'PE ALTERNÉ.

76. Une substitution qui consiste à intervertir deux lettres se nomme
transposition.

Une substitution circulaire entre/? lettres a, b, c,... est évidemment le

produit des p — 1 transpositions [ab], (ac),... Donc une substitution quel-

conque entre k lettres et contenant n cycles sera le produit de k — n transposi-

tions successives,

77. Théorème. — Soient S, T deux substitutions qui soient respectivement

le produit de a et de ^ transpositions. Le nombre des transpositions successives

dont le produit donne ST sera pair ou impair, suivant que aH-|3 sera lui-même
pair ou impair.
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Une subslilulion quelconque étant un produit de transpositions, il suffira

évidemment d'établir cette proposition quand T est une transposition, au-

quel cas ]3 = I .

Or soit pour fixer lés idées S — {abcde)(fg). Si T transpose deux lettres

appartenant à un même cycle, telles que a et c, on aura

^V = {ab)[cde){fg),

substitution qui contient un cycle de plus que S et qui, par suite, sera le

produit de a — I transpositions. Si au contraire! transpose deux lettres a,/
appartenant à des cycles différents, ST =; [abcdefg] contient un cycle de

moins que S, et sera le produit de a H- i transpositions. Dans l'un et l'autre

cas, le nombre des transpositions dont le produit donne ST sera congru à

a -h I (mod. 2).

78. Corollaire. — Soit G un groupe quelconque; celles de ses substitu-

tions qui résultent d'un nombre pair de transpositions forment un groupe H.

Gar le produit de deux quelconques d'entre elles, résultant d'un nombre

pair de transpositions et faisant partie de G, fera lui-même partie de H.

Si H ne contient pas la totalité des substitutions de G, il en contient la moitié ;

déplus, il est permutable aux substitutions de G. Car soient S,, S2,... les sub-

stitutions de H, en nombre N ; T une substitution de G résultant d'un nombre

impair de transpositions. Les 2N substitutions de la suite S,, Sa,..., TS,,

TS2,... sont évidemment distinctes. D'autre part, une substitution quel-

conque de G, telle que U, fait partie de cette suite. Car si U résulte d'un

nombre pair de transpositions, elle fera partie de la suite S,, Sa,.^; et si elle

résulte d'un nombre impair de transpositions, T-'U, qui résulte d'un

nombre pair de transpositions, en fera partie : U fera donc partie de la suite

TS,,TS„....

Enfin U est permutable à H : car, soient respectivement a, |3, 7 les nombres

de transpositions desquelles résultent U, S,, U~*S, U, on aura (77)

y^— a-fj3-f-a (mod. 2).

Donc, |3 étant pair, 7 le sera également. Donc U~'S, U appartient à H. De

même pour U~'S2U,....

79. Si l'on prend pour G le groupe formé par toutes les substitutions

possibles, on aura les résultats suivants :

Les substitutions qui résultent d'un nombre pair de transpositions forment
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un groupe, contenant la moitié des substitutions possibles et permutable à toute

substitution.

Ce groupe se nomme le groupe alterné; les fonctions qu'il laisse inva-

riables sont dites alternées. La plus simple d'entre elles est le produit des

différences des lettres a, b, c,—
Tout groupe qui contient le groupe alterné se confond avec lui ou renferme

toutes les substitutions possibles. Car, s'il est plus général que le groupe

alterné, son ordre est un multiple de l'ordre N de ce dernier groupe : il ne

peut donc être inférieur à 2N.

80. Toute substitution circulaire entre trois lettres fait partie du groupe

alterné, par définition. Réciproquement, toute substitution du groupe al-

terné est un produit de substitutions circulaires entre trois lettres. Car la substi-

tution S, = [abcd] [ef], par exemple, s'obtient en exécutant la substitution

circulaire [abc)y puis la substitution [ad] [ef), laquelle est elle-même le

produit des deux substitutions circulaires {ade) et {eqf).

81. Si le nombre k des lettres est supérieur à l\, tout groupe auquel toute

substitution est permutable contient le groupe alterné. Car soient F un groupe

auquel toute substitution soit permutable; S une de ses substitutions : cha-

cune des substitutions semblables à S, étant la transformée de S par une cer-

taine substitution, appartiendra à F. Nous allons en conclure que F contient

le groupe alterné.

En effet, supposons en premier lieu que, parmi les cycles de S, il en existe

un contenant plus de deux lettres. Soit, par exemple, S = {abc.d) [ef...)—
Soient a, j3, (? trois lettres quelconques; 7, €, 9,... les autres : les substitu-

tions S, = (a/3y...(?) (eçj. ..)... et S2 = (|3a7...(J)(£(p...)..., semblables à S,

faisant partie de F, So S7* en fera également partie; mais celte substitution

se réduit à la substitution circulaire (a/3c?) entre les trois lettres arbitraires

a, ]3, ù. Donc F contient toutes les substitutions circulaires entre trois lettres

6t toute substitution dérivée de celles-là ; donc il contient le groupe al-

terné.

Si tous les cycles de S, [ab], [cd], {ef),... contiennent au plus deux let-

tres, soient a, /5, 7, & quatre lettres arbitraires; e, 9,... les autres: F con-

tiendra les deux substitutions S, = (a/3) {yâ) (£9)..., S2 = (a7) {^â) (eç)..., et

par suite 2 = S, Sa = (a^) {^y). Si ^ > 4» soit Ç une lettre arbitraire autre

que a, j3, 7, c^ : F contiendra la substitution 1, = (aÇ) {^y), semblable à 1,

et par suite la substitution 11,= (a^Ç), dans laquelle a, â, Ç sont trois lettres
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différentes quelconques; car le choix de Ç n'est pas limité par la condition

d'être différent des lettres arbitraires /3 et y. Donc, dans ce cas encore, F

contiendra le groupe alterné.

Remarque. — Si ^ = 4» la proposition ci-dessus se trouve en défaut; car

on vérifie aisément que le groupe d'ordre 4 dérivé de la substitution

S = [ab] [cd) et de ses transformées est permutable à toute substitution.

Théorèmes divers.

82. Théorème. — Si un groupe G, n fois transitif, ne contient pas le

groupe alterné, chacune de ses substitutions (sauf l'unité) déplacera plus de

n lettres.

En effet, supposons que G renferme une substitution S qui ne déplace

pas plus de n lettres; il renfermera une substitution T remplaçant ces

n lettres par n autres lettres quelconques; il renfermera donc T~*ST,

laquelle est l'une quelconque des substitutions semblables à S. Il contient

donc le groupe alterné (81).

De ce théorème, dû à M. Mathieu, on déduit la proposition plus générale

que voici :

83. Théorème. — Si un groupe G, n fois transitif, ne contient pas le

groupe alterné, chacune de ses substitutions (sauf l'unité) déplacera plus de

2/1 — 4 lettres.

Soit, en effet, S= {abc.) [def..) {g...) une substitution de G, laquelle

déplace q lettres, q étant par hypothèse < 2n — 3. Soient a, b, c,...,

d, e, f les n premières lettres de S, «p une lettre quelconque que S ne

déplace pas. Le groupe G, étant n fois transitif, contient une substitution T

qui ne déplace pas a, b, c,..., d, e et qui remplace/par (p. Soient 7,... les

lettres par lesquelles elle remplace ^, ... : G contiendra la substitution

T-*ST = («5c.. .)(fl?e<p...) (7...), et celle-ci T-'ST.S^qui ne se réduit pas à

l'unité, car elle déplace 9, et qui ne déplace que les lettres e, 9,..., 7,...,

/,..., g,.-., dont le nombre 2^ — 2/^ -+- 3 = ç'' est inférieur à q.

De cette substitution on en déduirait une autre contenant q" lettres,

q" étant < q', etc., et l'on finirait par obtenir une substitution ne déplaçant

que n lettres au plus. Donc G contiendra le groupe alterné (82).

Corollaire I. — Vordre d'un groupe G de degré k, nfois transitif et ne
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contenant pas le groupe alterné, divise > m étant le plus grand des

nombres n ou in — [\.

En effet, soit H le groupe formé par toutes les substitutions possibles entre

m lettres; G et H n'ayant aucune substitution semblable, le produit de leurs

ordres divise \.i,..k (40). Mais l'ordre de H est égal à \.i....m. c. q. f. d.

Corollaire II. — Un groupe G de degré k, et ne contenant pas le groupe

alterné, ne peut être plus de q fois transitif, q étant le plus petit des deux

, k^^ h
nombres —rr^ » - •

Car, s'il est n fois transitif, son ordre est (44) un multiple de

k{k — i)...{k — n + i).

Mais il divise ' " '

• Donc i.'i...k doit être divisible par
I .2. . .

m

^

\ .1. . .m{k — n -^\). . .{k — \)k,

ce qui est absurde, û m^ k — n, d'où n >• ——-> ou >> -> suivant qu'on

aura m =^ n ou m = in — l\.

La proposition ci-dessus est intéressante, en ce qu'elle établit une sépa-

ration bien tranchée entre le groupe alterné et les autres groupes, le pre-

mier étant k — i fois transitif, tandis que les autres le sont beaucoup moins

de fois.

La limite q, que nous venons d'établir pour le degré de transitivité de

ces derniers groupes, est d'ailleurs beaucoup trop élevée dès que k devient

un peu grand. Nous en indiquerons de plus rapprochées au § YIII.

84. THÉoRÈaiE. — Un. groupe G, permutable aux substitutions d'un

groupe n fois transitif H, est au moins n — r fois transitif

Soit, en effet, S = {abc.) {def ..)... l'une des substitutions de G. Soient,

pour fixer les idées, a, b, c,..., d, e, /les n premières lettres qui entrent

dans son expression : H, étant n fois transitif, contient une substitution T
qui laisse immobiles a, b, c,..., d, e, et remplace /par une autre lettre

arbitraire^; G contient la substitution 1~*S1 = {abc. ..){dep.. .)..., et la sui-

vante S~'T~*ST = U, laquelle laisse immobiles les n — 2 lettres a,b,c,...,e

et remplace/ par p. Soit U = {fp...)... : H renferme une substitution V

9



m LIVRE DEUXIÈME.

qui remplace les n lettres a, b, c, ..., e, /, p par n lettres arbitraires

a, |S, y,..., £, 9, tt; G contiendra V~' UV, qui laisse immobiles n — 2 lettres

arbitraires a, |S, 7,..., s et remplace <p par une autre lettre arbitraire n.

Il est maintenant évident que G est transitif; car il contient une substi-

tution qui remplace (p
par la lettre n, laquelle est absolument quelconque;

car elle n'est nullement déterminée par la condition de différer des lettres

arbitraires a, /3, 7,..., £. De même, le groupe formé par celles des substi-

tutions de G qui ne déplacent pas a sera transitif; car il contient une sub-

stitution qui ne déplace pas a, et remplace 9 par n, n étant une lettre quel-

conque autre que a. Donc G est au moins deux fois transitif, etc. Donc,

enfin, G est au moins n — i fois transitif.

85. Corollaire. — Le groupe alterné est simple, si k^ l\.

En effet, il est ^ — i fois transitif. S'il contenait un groupe G non alterné

auquel ses substitutions fussent permutables, ce groupe serait k — 1 fois

transitif; mais il ne peut l'être plus de q fois (83), ce qui implique contra-

diction si ^ > 4-

Si ^ = 4. on a vu (81) que le groupe dérivé des transformées de {ab){cd)

est permutable à toutes les substitutions possibles; il le sera à fortiori à

celles du groupe alterné.

86. Un groupe K qui ne contient pas le groupe alterné contient au plus

le tiers des substitutions possibles. Car soient S, S,,... ses substitutions en

nombre N,T une substitution circulaire entre trois lettres, qu'il ne contienne

pas [s'il les contenait toutes, il contiendrait le groupe alterné (80)] . Les 3N sub-

stitutions S, S,,..., TS, TS,,,.., T^S, T^S,,... sont toutes distinctes; car, si

l'on avait, par exemple, T-S = S<, on en déduirait T — (T^)^ = (S, S~')S

et T appartiendrait à K, contre l'bypothëse.

87. Théorème. — Si uneJonction Y dek lettres a, b, c,..., l,m,... est tran-

sitive; si, de plus, considérée comme fonction des k' lettres a, b, e,..., elle est

symétrique ou alternée, k' étant ^ --, elle sera nécessairement symétrique ou

alternée par rapport aux k lettres a, b, c,..., l, m,

En effet, F étant transitive, son groupe G contient une substitution S

qui fait succéder / à a; elle fera succéder à a, b, c,... des lettres /, ac,

X,..., dont le nombre k' sera supérieur à celui des lettres /, m,.... Donc

l'une au moins des lettres x, y,... appartient à la suite a, b, c,.... Soit, par

exemple, x = c :¥ sera symétrique ou alternée par rapport à a, b, c,..., l.



DES SUBSTITUTIONS. '>"

Car elle l'est par rapport à a, b, c,...: donc G contient la substitution

T = [abc), et sa transformée U = S-'TS = (fcj). Cela posé, si 7 ne fait pas

partie de la suite a, b, c,..., soient a, /5 deux lettres quelconques de cette

suite ; G contient la substitution Y = («|'5c), et, par suite, les substitutions

W= V-'Uy— (/aj), W,= V-»UV*=:(/^j), qui, combinées entre elles et

avec U, donnent les suivantes : [Ica), {icp), (/«^). Donc G contient toutes les

substitutions circulaires ternaires entre a, b,c,..., l. La même conséquence

subsiste, si j fait partie de la suite a, b, c,...: car, soit, dans ce cas, a une

lettre quelconque de cette suite autre que c et j, G renferme la substitu-

tion \= [cyoi.), et la suivante, y-*{]\ =(lyx). De même, /3 étant une autre

lettre de celte suite, il renfermera la substitution (/a|S).

Donc G est alterné par rapport à a, b, c,...^l. On voit de même qu'il est

alterné par rapport a a^ by c,..., l, m; etc.

§ VU. — Théorèmes de MM. Bertrand et Serret.

88. Le problème de déterminer les nombres minima de valeurs que

puisse prendre une fonction de k lettres, lorsqu'on y permute ces lettres,

offre un grand intérêt historique. M. Bertrand a donné à ce sujet, vers i845^

deux théorèmes importants, démontrés depuis de diverses manières par

Cauchy et par M. Serret. En voici l'énoncé :

I *• Toute fonction de k lettres a au moins k valeurs distinctes ^ si elle nest

ni symétrique ni alternée;

•aP Toute fonction de k lettres qui a k valeurs distinctes est symétrique par

rapport à k — i lettres.

Chacun de ces théorèmes présente une exception :

I** Si k = l\, les fonctions dont le groupe dérive des substitutions (ab),

[cd), {ac){bd), telles que la fonction ab -{- cd, ne sont ni symétriques ni

alternées, et ont trois valeurs distinctes.

2** Si ^ = 6, les fonctions dont le groupe dérive des deux substitutions ^^ *^rj/'
(wttked)s (fetf(?ii/j (cl/i/), telles que celle-ci Çf*>^ ^

{ab -h cd -4- ef) [ac ^ be -+- fd)(ad + 6/-+- ce){ae -h bd -+fc){af-^ bc H- ed),

non symétriques par rapport à cinq lettres, ont six valeurs distinctes.

M. Bertrand a encore démontré le théorème suivant :

3*' Une fonction de k lettres qui a plus de k valeurs en a au moins 2k,

si k ^ 'j.

9-
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Auquel i\I. Serret a ajouté le suivant :

4"^ Unefonction de k lettres qui a plus de ik valeurs en a au moins—Î-II— ^,

Si k'^ 11.

Ces divers théorèmes sont des cas particuliers du suivant, que nous allons

établir.

Théorème. — Soit n un entier constant quelconque : les fonctions de

k lettres, symétriques ou alternées par rapport à k — n de ces lettres, auront

moins de valeurs distinctes que celles qui ne jouissent pas de cette propriété.

Cette proposition sera parfois en défaut pour les petites valeurs de k ; mais

on pourra toujours assigner à k une limite au delà de laquelle elle sera néces-

sairement vraie.

89. En effet, supposons que k soit un grand nombre. L'ordre du groupe

d'une fonction F symétrique ou alternée par rapport à X; — w lettres est

divisible par
"' —^^^' (39) : le nombre des valeurs distinctes de celte

fonction est donc un diviseur de :ik{k — i)...[k — n -l-i).

90. Considérons maintenant une autre fonction quelconque ê. Si elle

n'est pas transitive par rapport ^à k — n lettres, le nombre de ses valeurs

sera égal à ' )" > M, M',... étant respectivement les ordres de groupes

transitifs entre en, a', «",... lettres, chacun des nombres «, a', «",... étant

<ik — n, et leur somme étant égale à k (44 et 60). Le nombre de valeurs

cherché est donc un multiple de --'.
/,— » expression

^
I 2...a.i.2...a.i.2...a... ^

qui atteint évidemment son minimum lorsque les nombres «, a', a",... se

réduisent à deux, égaux, l'un làk~n — \, l'autre à /i-f-i; ce minimum
kik — i). . .{If — n) ^ . . . j , j ^ , j

sera --^^ ——^
r

—

> et sera supérieur a 2k[k — \). . .{k -~ n^ \], si
1 . 2 . . . ( n -f- I

)
* ^

'' '

^^y"^5V l'on a X: — // > 2.i.2...(/i 4- j).

91. Supposons, au contraire, que la fonction § soit transitive par rap-

port a X- — V lettres a, b, c,..., y étant au plus égal à n : chacune des sub-

stitutions de son groupe G sera le produit de deux autres, dont l'une A
permute entre elles les letlres a, b, c,..., l'autre B permutant entre elles

les y lettres restantes^, e, Soient AB, A'B',... ces substitutions. L'ordre

de G est égal au produit de OlL, ordre du groupe (A, A',...) par or,, ordre du
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groupe partiel formé par celles des substitutions de G qui ne déplacent pas

a, b, c,...(44). Db est un diviseur de 1.2...V, et, quant au groupe (A, A',...),

il est impossible qu'il contienne le groupe H, alterné par rapport à a, b,

c, En effet, si cela avait lieu, le nombre des substitutions distinctes A,

A',... du groupe H étant égal à
^

'

et supérieur à celui des sub-

stitutions distinctes B, B',... (lequel est, au maximum, égal à la limite finie

1.2...V), G contiendrait au moins deux substitutions AB, A'B', dans les-

quelles on aurait B = B', A et A' étant deux substitutions différentes du

groupe H : G contiendrait A'B'(AB)~'=: A'A~', ainsi que ses transformées

par les substitutions AB, A'B',..., ou, ce qui revient au même, par les sub-

stitutions A, A', Mais A'A~' et ses transformées appartiennent à H, et le

groupe I qui en dérive est évidemment permutable aux substitutions de H :

donc il se confond avec H, ce groupe étant simple (85). Donc G contiendrait

le groupe H, et f serait alternée par rapport à a, b, c,..., contrairement à

l'bypolbèse.

Le nombre des valeurs de ^ sera donc un multiple de

I . 2 . . . /t /» ( A- — I ) . . . ( /» — V + I ) I . 9. ...(/.— V ^

on . I . 2 ... V I . 2 ... y ow.

'

jn

,

— étant le nombre de valeurs d'une certaine fonction transitive

de /c — V lettres, laquelle ne soit ni symétrique ni alternée. Désignons ce

nombre par ^(^ — v) : ^ aura plus de valeurs que F si l'on a

9(A — yj^i 2. . .v.afA-— y)(/r— V — 1). . 4/. — /i + i).

92. Cberchons donc une limite inférieure à ce nombre ©(/t — v). Sup-

posons que la fonction .?,, dont ^{k — vj représente le nombre de valeurs,

soit fx fois transitive. Si p. est d'un ordre de grandeur comparable à k,

^^ varie par toute substitution qui déplace moins de 2ijl — 3 lettres (83);
elle a donc au moins i.2...(2y. — /») valeurs distinctes, nombre évidemment
supérieur à i.i,..v.'i[k — v)...{k — n -h i) lorsque X: et a sont tous les deux
de grands nombres, ayant entre eux un rapport fini.

Supposons, au contraire, que /x soit très-petit par rapport à k. L'ordre

du groupe de .:^, est égal à (^ - v)(k — v ~ i)...{k — v — il -^ i]Çl, Û étant

l'ordre du groupe T formé par celles de ses substitutions qui laissent im-
mobiles p. lettres, lequel groupe est intransitif par rapport aux /t — v — a
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lettres restantes. Le nombre des valeurs distinctes de J, sera donc

j . 2 . . . (
/(• — y — ix)

Ov les k — V — [}. lettres du groupe F se partagent en systèmes tels,

que chaque substitution de F permute entre elles les lettres d'un même

système. Soient respectivement a, «,, «o,... les nombres de lettres de

chaque système: Û divise i .2.. .a. 1.-2.. .«,,... (44). Soit a le plus grand

des nombres a, «,, ao,...; deux cas pourront se présenter :

1" Si a, -+- «o -f- . . .> /z — V, le nombre de valeurs distinctes de ,?,

est un multiple de '
' ^

'

—-^—îi^^^J
, nombre dont le minimum

*
I . 2 ... a 1 . 2 ... a, 1 . 2 . . . 5Cj . . .

s'obtient évidemment en posant a, = « — y +1, «0 = o Ce minimum est

,, (k — u. — v). . .{k — u.—n) . . .

égal a —'^ ^^ > nombre supérieur a*
1 .2. . .(n — V H- 1)

^

i.2...v.2(/r — v) ..(/f — n + i),

k et - étant très-grands, par hypothèse.

2** Si a, -h «2 -!-•••<« — y» Û est égal à MM'M"... (44), M étant l'ordre du

groupe partiel F, formé par les déplacements que les substitutions de F font

subir aux a lettres du ^)remier système, M' celui du groupe partiel formé par

les déplacements que celles des substitutions de F qui ne déplacent pas les

lettres du premier système font subir à celles du second, etc. Le produit

M'M"... est au plus égal à i. a...»,. 1 .2... ao Le nombre des valeurs

distinctes de §i sera donc au moins égal à

1 . 2
. . . ( /r — V — a

)
I . 2 ... /i ' '(7»" — '-' — ,''')•••(/'' -^ '

'

M . 1 . 2 . . . a, . I . 2 . . a . . . . M i . 2 . . . a, . i . 2 . . . «2 . .

en posant, pour abréger, k — v ~ [x — a, — a^ — ...= k'

.

Le groupe F, ne peut contenir toutes les substitutions A, A',... du

groupe H', alterné par rapport aux lettres du premier système; car, s'il

en était ainsi, soient AB, A'B',... les substitutions correspondantes de F;

B, B', .. étant les déplacements que ces substitutions font subir aux autres

lettres. Le nombre des substitutions distinctes A, A',... serait égal à

' '

"

-? nombre très-grand et supérieur à celui des substitutions distinctes

B, B',..., lequel ne peut dépasser la limite finie 1.2... a,. 1.2... «2 Donc à

deux substitutions distinctes de la suite A, A',... répondrait nécessaire-
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ment une même substitution de la suite B, B',.... Supposons, par exemple,

qu'on eût B = B' : r contiendrait la substitution A'B'(AB)-' = A'A"*, la-

quelle ne déplace que les k' lettres du premier système. Il contiendrait ses

transformées par AB, A'B',... (ou, ce qui revient au même, par A, A',...),

et les dérivées de ces transformées, lesquelles jouissent évidemment de la

même propriété. Mais ces dérivées reproduisent tout le groupe (A, A',...),

ce groupe étant simple (85). Donc ^, serait alternée ou symétrique par

rapport aux kf lettres du premier système.

Cela est impossible; car, k' étant plus grand que —-—
> #, serait alternée

ou symétrique (87), ce quin'est pas, par hypothèse.

93. Supposons maintenant que T, soit fx' fois transitif. Si [k est compa-

rable à k,
''^-, sera au moins égal à i .2...(2/ji' — 4). et le nombre des

valeurs distinctes de ^, sera évidemment supérieur à

I . 2 , . . V . 2 ( A- — V ) . . . { ^ — n -f- I ).

Soit, au contraire, fji' très-petit par rapport à k : M sera égal à

k' [k' — \)...[k' — il' -h i) û', Q.' étant l'ordre du groupe intrausitif F' formé

par celles des substitutions de F, qui laissent immobiles fx' lettres données.

Les k' — [jJ lettres restantes se partagent en systèmes, contenant respective-

ment a', a'i , . . . lettres, et tels, que chaque substitution de F' permute

entre elles les lettres d'un même système. Soit a! le plus grand des nombres

ce', a', ,...

1*^ Si a'j-h «'.,-+-... > /i — V — a, — «a — ..., le nombre des valeurs de f,

,. , ,
1.2.../»' (/,— V — u). . .(//h- l)

, ,

est un multiple de -, -,
^ ^ ^^

-, nombre dont
»

I .2. . . a'. 1 .2. . . a, . . . I .2. . .a, . 1 .2. . .«j. . .

le miniujum

{h'-^')...[k-ii-ij.'-n) (A--v-^)...(A^-M)
1 . 2 . . . ( n — V — a, — ai — . . . -t- i ) i . 2 . . . «i . i . 2 . . . «2 , . .

(correspondant à l'hypothèse a'j = w— v —a,— «a— •••-'-'» «2 = 0,...) sera

supérieur à i.2...y.2 (^ — v)...(^ — /i -h i), X-, -, — étant très-grands, par

hypothèse.

2^' Si, au contraire, a\ + a'2 -h ... ^n — v — a, — «2» • • • . le nombre de

valeurs de §^ sera

[k — v — u.)...{k'-^i) il,'— a') k" + I I 2 . k"

1 .2. . .a, . 1 .2. . .«2- . - 1 .7.. .. sc[ \ .?... .x[ . . N
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en posant, pour abréger, A"= Â'— ,u,'— a', — a'2 — ..., et N étant l'ordre

d'un groupe Tj de substitutions entre k" lettres, lequel ne contienne pas le

groupe alterné.

94. Supposons ce nouveau groupe pi" fois triansitif. En répétant les niémes

raisonnements que tout à l'heure, on établira le théorème énoncé : i*' si /j."

est comparable 2. k\ 2° si /x" n'étant pas comparable à k, T" étant le groupe

formé par celles des substitutions de To qui laissent immobiles [)" lettres

données, les lettres restantes se partageant en systèmes qui contiennent res-

pectivement a", a'J , «2 ,... lettres, et a" étant le plus grand des nombres a",

a" , «2 ,..., on a

a" +- a" -I- . . . ^ « — V — a, — 0.2
— ...— a', — «'^ — . . . .

'

Poursuivant ainsi, on arrivera nécessairement à démontrer la proposition

dans tous les cas : car chacune des quantités a 4- a, + ..., a' -\- a\-\- ...

,

a"4- «j -H....... est au moins égale à i, et chacune des quantités n — v,

n — v — a, — «2— ..., n — v — a, — a^— ...— a\ —a.\ —...,... sera moindre

que celle qui la précède. Si donc, quelque loin qu'on prolongeât les opéra-

tions, ces quantités étaient constamment égales ou supérieures aux précé-

dentes, on aurait une infinité de nombres positifs décroissants et inférieurs

à n — V, ce qui est absurde.

95. On trouvera aisément, dans chaque cas particulier, une limite de k

à partir de laquelle le théorème devient vrai. Supposons, par exemple, qu'il

s'agisse des trois théorèmes de M. Bertrand. Le nombre des valeurs d'une
T O If

fonction intransilive de k lettres est égal à „ ''J— (44), M, M', M",,., étant

des diviseurs de i.2...a^ 1.2. ..a', 1.2... a",..., et a -h a'-h a"-t-... étant

égal à k. Le minimum de cette expression est évidemment égal à X; et s'ob-

tient en posant a = k — i, a'= r, «"=...= o, et M= i.2...a, ce qui .est

le cas des fonctions symétriques par rapport à ^ — i lettres. Son second

minimum est égal à 2^ ou à—^^ - Si ^> 5, ce second minimum sera

2k et correspondra aux fonctions alternées par rapport à ^ — i lettres.

Considérons maintenant une fonction p. fois transitive ^< : l'ordre de son

groupe H est égal à ^(^ — i)...(^ — p. + i)N, N étant l'ordre du groupe

intransitif G formé par celles de ses substitutions qui ne déplacent que

k— 0. lettres données. Soient a Tune de ces lettres, a, a,,... les lettres en

nombre a que les substitutions de G permutent avec elle; on aura N = MN',
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M étant l'ordre d'un groupe transitif entre les a lettres a, a,,---, et N' Tor-

dre du groupe G' formé par celles des substitutions de G qui laissent immo-

biles a, a^,... (44). Soient de même b une autre lettre quelconque, b, è,,...

les lettres en nombre a' que les substitutions de G' permutent avec elle; on

aura N'=M'N", M' étant l'ordre d'un groupe transitif entre les a' lettres

b, bt,..., et N" l'ordre du groupe G" formé par celles des substitutions de G
qui ne déplacent pas ces lettres, etc. On aura donc enfin N = MM'M"..., et -f

aura
i^j^j/j^j//

' valeurs.

Or considérons le groupe 1 obtenu en combinant toutes les substitutions

possibles entre les lettres a, a^,... avec toutes les substitutions possibles

entre les lettres 6,6,,,.., etc.; il contient évidemment G. D'autre part, soient «

la plus grande des quantités a, a',... et |S le plus petit des nombres a et ,a.

Le groupe 1 contient le groupe K formé par toutes les substitutions pos-

sibles entre p lettres prises à volonté dans la suite a, a,,...; mais G, ne

contenant aucune substitution qui ne déplace que fx lettres (82), n'a aucune

substitution semblable à celles de K. Donc l'ordre de I, i. 2...«. i .2...«'...

est divisible par le produit I.2.../3N des ordres de G et de K (40). Le nombre

des valeurs de ^, sera donc un multiple de ' " ^ ^,— I.2.../5.
*^

1 .2. . .a. 1 .2. . .« . .

.

'

D'autre part, il est un multiple de 1.2...^ (83). Enfin (x est au plus égal

à -f83).
2 ' '

96. Discutons ces résultats, en supposant d'abord ^ > 4-

i<* Si a = 1, le nombre des valeurs de ^4 sera un multiple de 1.2... (^— |x) :

ce nombre, supérieur à 2^ si ^^ 6, le sera à X: si ^ = 6, à moins qu'on

n'ait [JL = 3, ce qui donnera le cas d'exception signalé plus haut. Il est supé-

rieur h k SI k^ 5.

2** Si a = 2, chacun des nombres a, a',... sera égal k i ou à 2, et le nombre
de ceux qui sont égaux à 2 est au plus égal au quotient p de k — ,a par 2.

Le nombre de valeurs de ^, sera donc au moins égal à Lilu^—ZL^ i.2...|S,

ainsi qu'à 1.2.., a. Or si ^ > 7 et si l'on choisit /x de telle sorte que la se-

conde limite ne dépasse pas 2k, la première le dépassera évidemment; si au

contraire k^'j, l'une des deux limites ci-dessus sera supérieure à k, sauf le

cas où l'on aurait X:= 6 et fJL= 3. Mais cette hypothèse est absurde; car si H
est trois fois transitif, il ne contient aucune substitution qui déplace moins
de quatre lettres (82); donc a, ce',... se réduisent à l'unité.

3° Si l'on a à la fois a^ 2=k — (x— i et/UL<3, ^=|j.-ra-+-a'4-...

10
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sera au moins égal h /Ji -h 3, et le nombre des valeurs de ^, sera

I .2. . . (/f — [J- — l)

M [If — a),

M étant l'ordre du groupe J formé par celles des substitutions de H qui ne

déplacent quek — ii — i lettres a, a,,..., en laissant les autres immobiles.

Or soient d, e deux autres lettres quelconques; .f, , considérée comme

fonction de a, a,,..., d, e est simplement transitive, par hypotbèse. Donc

elle n'est pas symétrique ou alternée par rapport à a, a,,...; car si cela

avait lieu, elle le serait par rapport à a, a,,..., d, e (87). Donc

' ^
M ~ ^

~
> ^ (^^)' ^t '^ nombre de valeurs de f, est au moins égal

à 3(^ — 2), nombre toujours supérieur à k, et supérieur à 2^ si ^ > 7.

4*" Si l'on a « > 2 < >?: ~ /ut, — 1 et a < 3, '^^ aura au moins

'
~~'"~ '^

' ^^^-^ 1.2... |3 valeurs, nombre toujours supérieur \\k, et supé-
2

rieur à 2A: si ^ > 7.

5** Soit enfin a > 2 et ^ > 2, d'où /3 > 2 : i^ aura au moins

(A: — fji) 1 .2... |3 valeurs, nombre supérieur à ik.

97. Nous avons supposé dans notre démonstration ^ >> 4 Si ^ était égal

à 4 ou plus petit, on construirait très-facilement le tableau des divers

groupes possibles, et l'on acbëverait ainsi de vérifier que le premier théorème

est vrai, sauf l'exception signalée pour ^ = 4» et que le second l'est égale-

ment, sauf pour X:= 6, où nous avons trouvé qu'il peut exister des fonctions

trois fois transitives n'ayant que six valeurs.

Le groupe de ces fonctions ne contient aucune substitution déplaçant

moins de quatre lettres (82), et peut se construire par tâtonnement sans

aucune difficulté. Nous ne nous y arrêterons pas, d'autant plus que nous

retrouverons ce groupe plus loin.

98. Démontrons encore que si ^ > 1 2, toute fonction i qui n est ni symé-

trique ni cUternée par rapport à k— 1 lettres a plus de k[k — i) valeurs. (Cet

énoncé contient le théorème de M. Serret.)

Si ^ est intransitive, les^ lettres se partagent en systèmes a«,..., bb,...,...

"Contenant respectivement a, a',... lettres, en groupant ensemble celles que

les substitutions de G, groupe de #, permutent entre elles.

Soit a le plus grand des nombres «, a',...; les substitutions de G seront

de la forme AB, A'B',..., A, A',... étant les déplacements qu'elles font
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subir à a, a,,---. B, B',... ceux qu'elles font subir aux autres lettres. Si

7.=k— 2, le groupe (A, A',...) ne peut contenir le groupe I alterné par

rapport à a, a,,... : car, si cela avait lieu, les substitutions A, A',... étant

plus nombreuses que ne peuvent l'être les substitutions distinctes de la

forme B, B',..,, G contiendrait deux substitutions distinctes telles que AB,

A'B', où l'on aurait B = B'; il contiendrait A'B'(AB)-' = A'A"', dont le.s

transformées par AB, A'B' reproduiraient tout le groupe I [ce groupe étant

simple (85) I. Donc G contiendrait I, et # serait alternée (ou symétrique)

par rapport a k — 2 lettres, contre l'hypothèse.

Cela posé, et le groupe (A, A',...) étant d'ailleurs transitif, son ordre iM

est inférieur à
'

f95-97) : et le nombre des valeurs de ^, qui est un
10t.

' '

multiple de ^ —r^^ 7,
— {^^ et 60), sera supérieur 2l k{k— i).

Soit au contraire a <A-— 2. Le nombre de valeurs de ^ est un multiple

I
1.2,../. , . . , . h{k — i){k — 1)

fie ;— , nombre au moins égal a — ~ •

1.2. ..a. 1.2. ..a... ° 1.2.3

Supposons maintenant que ^ soit /jl fois transitive. Si p.> 2 et X:> 12,

if aura au moins 1.2.,. (2,0-. — 4) valeurs distinctes (83), nombre supérieur

à ^(^ — i). Si jy. < - — 2, le nombre N des valeurs de ^ sera
''

.,
'—-,

2 MM . . .

M, M', . . . étant les ordres de groupes transitifs entre «, a', . . . lettres (avec

la condition a -t- a -1- ... = A-

—

/jl). D'autre part, il sera un multiple de

P = ——^ —,— 1 . 2. . . Ô, â étant égal au plus petit des deux nombres u.
1.2. ..a. 1.2... a... r'

r

o I r r

et a (95), et l'on voit sans peine que si a. <ik — [x — 2, on aura constam-

ment P>^(^ — 1).

Soit au contraire cet k — p. — 2 : le groupe transitif dont l'ordre est M
ne peut être symétrique ni alterné; car si cela avait lieu, on voit, comme
tout à l'heure, que ^ serait alternée ou symétrique par rapport à « lettres;

k .

mais a > - : donc ^ serait alternée ou symétrique (87), contrairement à

l'hypothèse. Cela posé, d'après les théorèmes de M. Bertrand, ^
^

sera

supérieur à a si a surpasse 6, et à 2« si a surpasse 7, et N, qui est au moins

égala ^-j^j—- (^ — pi) . I.2.. . a, sera évidemment supérieur à k(k— r),

même dans le cas le plus défavorable où [J- = i et a = k —
fj.

— 2.

10.
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§ VIII. — Limite de transiïivité des groupes non alternés.

99. Soit G un groupe de degré /n- v qui soit v fois transitif et ne con-

tienne pas le groupe alterné. Deux cas pourront se présenter, suivant que G
contiendra ou non des substitutions déplaçant moins de nn- i lettres.

Premier cas. — Si G ne contient aucune substitution déplaçant moins de

n-h- 1 lettres, on pourrait assigner une limite au nombre v, qui représente

son degré de transitivité, en appliquant les théorèmes énoncés au n^ 46. On

peut également obtenir une autre limite, fondée sur une méthode que nous

allons exposer et qui a l'avantage de s'appliquer à d'autres cas.

Partageons les lettres de G en deux classes, contenant : la première, v — i

lettres, a?, , . .
. , Xy_, ; la seconde, n -+- i lettres, a , a^ ,... , a„ , et soit H le

groupe formé par celles des substitutions de G qui laissent immobiles

00,,..., ^v-i- Ce groupe est transitif par rapport aux lettres de la seconde

classe, G étant supposé y fois transitif. D'ailleurs chacune de ses substitu-

tions (sauf l'unité) déplace par hypothèse toutes les /i -+- 1 lettres a,..., an.

C'est donc l'un des groupes étudiés plus haut (71), et son ordre sera égal à

/i-t- I, nombre des positions distinctes où ses substitutions permettent d'a-

mener a (44).

Soit maintenant I le groupe formé par celles des substitutions de G qui

remplacent leso?,,..., a^v-i les uns par les autres : chacune de ses substitutions

est le produit de deux autres, dont l'une A permute entre eux œ,,..., x.,_,

sans déplacera,..., a„, l'autre B permutant entre eux a,..., an sans déplacer

X ,,..., x^_,. Soient donc A'B', A"B",... les diverses substitutions de I: leur

nombre est égal à 1.2... (v — i) (/î+ i). Car les substitutions de G per-

mettent de permuter entre elles d'une manière quelconque les lettres x,,...,

itv, , ce qui donne 1.2... (v — i) formes distinctes pour les substitutions

partielles A, A' A chacune d'elles correspondront /i-h i formes pour la

substitution B, lesquelles s'obtiennent en multipliant l'une d'entre elles par

les n-\- \ substitutions de H (lesquelles sont de la forme B).

Le groupe K formé par les substitutions partielles B', B",... a aussi pour

ordre i.2...(v — i)(/i-i-r). Car, pour qu'il en fût autrement, il faudrait

que deux de ces substitutions B' et B" fussent identiques sans qu'on eût en

même temps A'B' = A'B". Mais, si cela avait lieu, de ces deux substitutions

on déduirait la suivante A"B"(A'B')-' = A"A'~', laquelle ferait partie de G

quoique déplaçant moins de v lettres, résultat absurde (82),
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Les substitutions de K sont permutables à H. Car, soit H' une des substitu-

tions de H. B'-'H'B'= (A'B')-'H'(A'B') appartient à G et ne déplace pas

a?!,..., x.,_i\ elle appartient donc à H.

Soit maintenant L le groupe formé par toutes celles des substitutions pos-

sibles entre a,..., a„ qui sont permutables à H; il contiendra K; son ordre 12

est donc divisible par 1.2. . . (v — i) (« + i). Cherchons d'autre part une

limite supérieure à ce nombre û.

100. Soient a, b deux quelconques des lettres a,..., an', fi est égal au

produit du nombre des systèmes de positions distinctes que les substitutions

de L donnent à a, 6 [lequel nombre ne peut surpasser (/i-f- 1) /i] par le

nombre des substitutions de L qui laissent a Qi b immobiles (44).

Le groupe H ne contient qu'une substitution S = [abc.) (àb'c' ...)... qui

remplace a par b (71). Soit p son ordre; celles des substitutions de L qui

ne déplacent ni a ni 6 transformeront évidemment S en elle-même, et par

suite ne déplaceront aucune des/? lettres a, b, c, Leur nombre sera égal

au produit du nombre des places distinctes où elles peuvent amener a' (le-

quel est au plus égal à « H- i — />) par le nombre des substitutions de L qui

laissent immobiles a, b et a'

.

Ces dernières substitutions sont échangeables à la fois à S et ï^ la substi-

tution S' contenue dans H et qui remplace a par a' : elles sont donc échan-

geables à toutes les substitutions dérivées de S et de S'. Soit p' le nombre
de ces dernières substitutions, lequel est un multiple de/?; elles remplacent

respectivement a par p' lettres toutes distinctes (71). Les substitutions

cherchées, étant échangeables à celles-ci et ne déplaçant pas a, ne déplace-

ront aucune de ces lettres.

Si /?'< /î -h I , soit a" une lettre différente de celles-là ; le nombre des

substitutions de L qui laissent immobiles a, b, a' est égal au produit du

nombre des places distinctes où elles peuvent amener d' {n-{-i—p' au

plus) par le nombre de celles de ces substitutions qui ne déplacent ni a, b,

a! ni a"; celles-ci laissent immobiles/?" lettres, p" étant un multiple de/?'.

On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on soit amené à chercher les substitu-

tions de L qui laissent immobiles toutes les lettres : celles-ci se réduisent

à la seule substitution i. V ordre de L sera donc égal ou inférieur à
(w-hi)/i(« + i — /?) (wH-i— /?') in-^ I —/?")..., /?, /?', /?",... étant des

diviseurs de « + i, dont chacun est un multiple du précédent.

Cet ordre étant divisible par 1.2... (v — i) (/i-+- i), on aura la relation

1.2. (v — i)<n(/i-f- I
— />)(n4- 1 — />'s;/t -f- I — ^"j.
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Les facteurs qui entrent dans le second membre de cette expression sont

tous inférieurs à n, sauf le premier, et leur nombre est au plus égal à a,

nombre des facteurs premiers de n-\- i\ on aura donc l'inégalité

1.2. .. (v — i) «Ci".

101. SiicoND CAS. — Supposons que G contienne des substitutions dépla-

çant moins de «H- i lettres, et supposons en outre v > /j; nous allons lui

trouver une limite supérieure. Soit H le groupe formé par celles des substi-

tutions de G qui laissent immobiles v lettres données a?,,..., x^^ et rem-

placent les unes par les autres les n lettres restantes a, , . . . , a„. Considéré

par rapport à ces dernières lettres, H sera intransitif (sans quoi G serait

v-hi fois transitif au lieu de l'être seulement v fois). Les lettres a,,..., a,^ se

partagent donc en systèmes a, «a • • • > ^, ^2 ••••• • tels, que les substitutions

de H permutent exclusivement entre elles les lettres d'un même système et

les permutent transitivement.

Soit maintenant J le groupe formé par celles des substitutions de G qui

remplacent les lettres a?,,..., a?,, les unes par les autres : ses substitutions

permutent ces lettres entre elles de toutes les manières possibles. Soit 1 le

groupe partiel formé par celles des substitutions de J qui font éprouver à

ces lettres des déplacements équivalant à un nombre pair de transpositions.

Les substitutions de 1 peuvent être représentées par A'B', A"
B

",..., A', A",. .

étant des substitutions qui permutent entre elles a;,,..., a;., et B', B",... des

substitutions qui permutent entre elles «,, «2,..., b^, b^,...

Les substitutions À'B', A"B",... sont permutables à H: car soit H' une

substitution de H, (A'B')~' H'(A'B') appartient à G et ne déplace pas x^,...,

x^ : elle appartient donc à H.

Chacune des substitutions A'B', A"B",... transformant ainsi H en lui-

même, fera succéder aux lettres de chacun des systèmes a,«2---» ^1^2

qui jouissent de la propriété d'être permutées entre elles par les substitu-

tions de H, d'autres lettres jouissant de cette même propriété, et par suite

appartenant à un même système.

102. Supposons d'abord que parmi ces systèmes il en existe un aia^... tel :

\° que toutes les substitutions de I remplacent ses lettres les unes par les autres;

2'^ que toutes celles de ces substitutions qui ne font pas partie de H déplacent

au moins une de ces lettres.

Soient H', H",... les diverses substitutions de H; h', h",... les déplace-

ments qu'elles font respectivement éprouver aux lettres a^, a,,.... Soit

m



DES SUBSTITUTIONS. "*»

h=z[h\ h",...} le groupe formé par ces déplacements; soient de même b',

6",... les déplacements que les substitutions A'B', A"B",... font respective-

ment éprouver aux mémos lettres.

// est impossible que h contienne toutes les substitutions qui résultent d'un

nombre pair de transpositions entre les lettres a,, «3,— En effet, parmi les

substitutions A', A",... se trouvent les substitutions circulaires entre trois

quelconques des lettres a;, ,..., ac,,. Soit A' une semblable substitution,

f A'B';^ = A'-B'^ appartient à I sans appartenir à H (A'^ ne se réduisant pas

à l'unité), et fait subir aux lettres a,, a^,... le déplacement b'-, lequel résulte

évidemment d'un nombre pair de transpositions, et qui en outre n'appar-

tient pas à h : car si l'on avait par exemple b'^ = h\ la substitution

A'^B'-H'~', laquelle appartient à I sans appartenir k H, ne déplacerait au-

cune des lettres a,, a^,--., contrairement à notre hypothèse.

D'ailleurs h est transitif; supposons qu'il le soit v' fois, le nombre des

lettres a^, a^,... étant /i'h- v' : deux cas seront à distinguer.

103. \*^
: h ne contient aucune substitution qui déplace moins de n'-h 1

lettres. Partageons ses lettres en deux classes v,, . . . , v,/_, et a, ... , a„' con-

tenant respectivement v' — i et /i' -f- 1 lettres. Celles des substitutions de h

qui ne déplacent pas j,,..., y./_, forment un groupe^ transitif d'ordre «'-h i, ^
et dont les substitutions ^1,...,^;^+, déplacent toutes les lettres; et /ewom^re ^lêZ* ^
des substitutions différentes entre les lettres a,..., a^, qui sont permutables à g,

sera inférieur à [n' -\- i)n'^\ a' étant le nombre des facteurs premiers, égaux

ou non, de n' -h i (100).

Mais ce nombre est au moins égal à ' ' '

''

(/l'-f- i). En effet, soit A'B'

une substitution quelconque de I; soient z,,..., 2y_, les lettres par lesquelles

elle remplace J|,..., yv-i ' h, étant v' fois transitif, contient une substitu-

tion A' qui remplace réciproquement z,,..., z./_^ par j,,..., jv-i. Soient H',

G,,--.» ^nf-i-\ des subslitutions choisies à volonté parmi celles que H contient

et qui font respectivement éprouver aux lettres du système considéré les

déplacements h', g,,..., gr/+i : les /i' h- i substitutions A'B'H'G, , . . .,

A'B'H'G;,'^, appartiennent à I, laissent immobiles j, ,..., j^-i et font

éprouver aux letlces a,..., a„/ des déplacements représentés par jS'^,,...,

^'g^+i, jS' étant le déplacement que A'B' H' leur fait éprouver.

Soit A'B" une autre substitution de 1. telle que A" soit différent de A';

on en déduira de la même manière /i' -h i substitutions A'B" H" G,,...,

A"B"H"G„'+,, qui appartiennent à I, laissent immobiles y,,..., >V-i> et font

^
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éprouver à a,..., a,,' des déplacements représentés par /3"^, , . .
. , f^"gn'+n

]S" étant le déplacement que A"B"H" leur fait éprouver.

Le nombre des substitutions différentes A', A",.-- étant
"

? celui des
2

I . 2. .

.

V

substitutions /3'^ , fi'g^+i, /3"^>. .., /3"^«'+i,.-. est égal à ^'

'

{n'-hi):

elles sont d'ailleurs toutes distinctes; car g ^„/+, étant différentes,

|3'^,,..., ^'g,i'+i le seront évidemment. D'autre pari, si l'on avait une égalité

telle que /5'^, = /3"^2> la substitution

A' B' H' G. ( A" B"H " G,) ' = A'
A "-' B' H' G, ( B" H" G, '

,

qui fait partie de I et non de H, ne déplacerait aucune des lettres du système

considéré, ce qui est contraire à notre hypothèse.

Enfin les
'

'

{n'-\-i) substitutions ci-dessus sont permutables à g.

En effet, soit F le groupe formé par celles des substitutions de H qui ne

déplacent pas /,,-••> Jv'-» : les substitutions A'B'H'G,,..., A"B"H"G„'+,,...

lui sont permutables, car elles transforment évidemment ses substitutions

en substitutions de H, qui ne déplacent pasj,,---» Jv'-i : donc, à fortiori, les

déplacements P'^,,..., que A'B'H'G,, •• . font subir à «,..., a^,' sont per-

mutables au groupe g des déplacements que Y fait subir à ces mêmes

lettres.

On a donc, pour limiter v, l'inégalité

I .2. . . V _ , ,— <«'«,

avec n' <in' -\- v' et n' -\-'j' <in, d'où n' <^n— i.

104. 2**
: h contient des substitutions déplaçant moins de n! -\- \ lettres.

Partageons ses lettres en deux classes j, , . .
. , vy et a, , . . . , a^' conte-

nant respectivement v' et n! lettres. Soient I, et H, les groupes formés par

celles des substitutions de I et de H qui ne déplacent aucune des lettres

.y 1 » • • » y^' •

Le groupe I, contient une substitution au moins faisant subir aux lettres

j:,,.,., x^ l'un quelconque des déplacements A', A", Car, supposons par

exemple que la substitution A' B' remplace/,,..., jv par ^o--' */• J^e

groupe A, étant v' fois transitif, contient une substitution h' qui remplace

réciproquement s,,..., z^ par j,,..., jv Soit H' une des substitutions de H

qui font éprouver aux lettres du système considéré le déplacement h':
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A'B'H', ne déplaçant plus j<,--, Jv, appartiendra à I<, et fera subir aux

lettres a?,,..., x., le déplacement A'.

Le groupe H^, n'étant pas transitif par rapport aux lettres a,,..., a^, ne

le sera pas à fortiori par rapport à toutes les lettres autres que a?,,..., x.„

7, ,..., jV- Ces lettres se partagent donc en systèmes a,«2---» jSijS,. . ., . .
•

tels, que les substitutions de H, permutent exclusivement entre elles les

lettres d'un même système et les permutent transitivement.

Enfin les substitutions de I, sont permutables à H,; car elles transforment

les substitutions de H, en substitutions qui ne déplacent aucune des lettres

a;,,..., x.„ ji,..., 7,/, et qui par suite font elles-mêmes partie de H,. Donc

chacune des substitutions de I, remplacera les lettres d'un système par celles

d'un même système (101).

105. Si parmi ces systèmes il en existe un tel : i** que toutes les substi-

tutions de I, remplacent ses lettres les unes par les autres; 2** que toutes

celles de ces substitutions qui ne font pas partie de H, déplacent au moins

une de ces lettres, on raisonnera sur I, et H, comme sur I et H, et l'on ob-

tiendra une limite analogue à celle du n° 103, ou bien l'on sera conduit à

deux nouveaux groupes I2, H, dont les substitutions laissent invariables,

outre j,,..., j,/, d'autres lettres z,,..., £,//; on pourra raisonner sur ces

nouveaux groupes comme sur les précédents, etc., jusqu'à ce qu'on arrive à

deux groupes I^, H^ tels, qu'ew réunissant dans un même système les lettres

que les substitutions de H^ permutent entre elles, il n'existe aucun système qui

jouisse de la double propriété : 1° d'avoir toutes ses lettres remplacées exclusi-

vement les unes par les autres dans toutes les substitutions de I^; 2° d'avoir

au moins une lettre déplacée par toute substitution de \r autre que celles de H,

.

Les systèmes se partagent alors en deux catégories : \^ ceux dont les sub-

stitutions de I;. permutent les lettres exclusivement entre elles: chacun d'eux

jouira de cette propriété que l'une au moins des substitutions de I^ autres

que celles de H^ laisse toutes ses lettres immobiles; 2° ceux dont quelqu'une

des substitutions de I^ remplace les lettres par celles d'un autre système.

• 106. Cela posé, le groupe I^ résulte de la combinaison de H;, avec des sub-

stitutions qui laissent immobiles les lettres de tous les systèmes de la première

catégorie.

Soient en effet A'B', A"B", ... les substitutions de I,, A', A", . . . étant les

déplacements qu'elles font subir aux lettres a?,,..., x^, lesquels déplace-

ments forment un groupe alterné. Soient S, S,,... les systèmes de la pre-

1

1
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mière catégorie : I^. contient par hypothèse une substitution A,B, qui laisse

immobiles les lettres de S. Les transformées de A, B, par les substitutions I;.,

et plus généralement les substitutions A<B,, A'jB', ,..., dérivées de ces trans-

formées, jouissent évidemment de la même propriété.

Le groupe I^ = (A'B', A"B",...) contient le groupe (A|B,, A\B', ,...), et

ses substitutions lui sont permutables. Donc, à/ortion,\e groupe(A,,A'i,...),

formé par les déplacements que A, B,, A'^B', ,... font subir aux lettres a;,,...,

x^, est contenu dans le groupe (A', A",...) et permutable à ses substitu-

tions. Mais ce dernier groupe est simple (85). Donc le groupe (A,, A'j,...)

contient toutes ses substitutions.

Soit maintenant S, un autre groupe de la première catégorie : I^ contient

une substitution A'B' qui laisse immobiles les lettres de S,; parmi les sub-

stitutions du groupe alterné (A', A",...) = (A,, A'^,...) il en existe évidem-

ment qui ne sont pas échangeables à A'. Soit A, l'une d'elles : la substitu-

tion (A'B')~'(A,B,)~'. A'B'. A,B, = AjBg laisse évidemment immobiles les

lettres de S et de S,, et ne fait pas partie de H^, car elle fait subir aux lettres

07,,..., a^v le déplacement A'^'A^'A'A, = Aa, lequel ne se réduit pas à l'unité.

Donc I;. contient une substitution A2B2 non contenue dans H^ et qui laisse

immobiles à la fois les lettres de S et de S,. Les transformées de A2B2 par les

substitutions de I^, et plus généralement les substitutions A2B2, A'oB'j,...,

dérivées de ces transformées, jouissent de la même propriété. On voit

comme tout à l'heure que le groupe (A2, A^,...) contient toutes les substi-

tutions du groupe (A', A",...).

Soit maintenant Sa un autre système de la première catégorie, on formera

comme tout à l'heure une substitution A3.B3 contenue dans I^ et non con-

tenue dans H^, qui laisse immobiles à la fois les lettres de S, S,, Sa. Soient

A3B8, A'gB'g,... les dérivées de ses transformées par les substitutions de I^,

le groupe (A3, A'3,...) se confondra avec (A', A",...).

S'il existait d'autres systèmes de la première catégorie, on poursuivrait

de même : supposons, pour fixer les idées, qu'ils soient maintenant épuisés.

Soient A'B' une substitution quelconque de I^, A3 celle des substitutions

A3, A'3,... qui se confond avec A' : on ])Ourra poser A'B'= A3B3.C, la sub-

stitution C faisant partie elle-même de J,. et ne déplaçant pas œ,,..., x^; {fp-

partenant par suite à H^.

Notre proposition se trouve ainsi démontrée.

107. // existe nécessairement des systèmes de seconde catégorie. Car, s'il

en était autrement, les substitutions A3 B3, A'gB'g,... laisseraient immobiles
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toutes les lettres sauf a;,,..., x^ : elles déplaceraient donc v lettres au plus,

ce qui est absurde (82).

Ces systèmes peuvent être répartis en classes, en groupant ensemble ceux

que les substitutions I^ permutent entre eux, lesquels ont évidemment tous

le même nombre de lettres.

108. Considérons spécialement l'une de ces classes, r. Soient /x le nombre

de systèmes qu'elle contient, m le nombre des lettres de chacun d'eux.

Toute substitution de I,., non contenue dans H^., déplacera nécessairement quel-

qu'un des systèmes de la classe.

Car supposons qu'une substitution A4B4, contenue dans I, et non dans H^,

ne déplace pas les systèmes de r, mais remplace les unes par les autres les

lettres de chacun d'eux : chaque substitution de I^ remplaçant les lettres de

chacun de ces systèmes par celles de l'un de ces systèmes, les transformées

de A4Bi par ces substitutions, et plus généralement les substitutions A4B4,

A'^B'^,..., qui dérivent de ces transformées, ne déplaceront également aucun

des systèmes de r. On voit d'ailleurs comme tout à l'heure : i** que le groupe

(A4, A'4,...) se confond avec (A', A",...); 2** que toutes les substitutions de I^

dérivent de la combinaison de A4B4, A'^B'^,... avec H;.. Cela est absurde, car

.A4B4, A'^B'^,..., non plus que les substitutions de H^, ne déplacent les sys-

tèmes de r, que les substitutions I^. permutent au contraire transitivement.

Soient A4B4, A'^B'^,... les diverses substitutions de \r\ E, E',... les déplace-

ments d'ensemble qu elles font subir aux systèmes de T : on aura E = E' si

kj, = M^, et réciproquement. Car si A4 = A'^, A'4B'^.(A4B4)~' appartient à H^ :

donc le déplacement E'E~' qu'elle fait éprouver aux systèmes se réduit à

l'unité; réciproquement, si E = E', X^^^.(k^Bi)~* , ne déplaçant pas les

systèmes, appartient à H;.; d'où A4 = A'^.

109. Mais la suite A4, A' ,... contient
'

substitutions distinctes; la
• 2

suite E, E',... en contient au plus 1.2... ix : donc

1-2.. .V_
/ 1 . 2 . . . u ; a ou V 7; a

.

D'ailleurs, si l'on a v>i2 et fx>v, on aura nécessairement

_ v(v — I)

^>—^—
En effet, les propositions des numéros précédents montrent que le groupe

1 1.
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(E, E',...) est isomorphe sans mériédrie au groupe (A^, A'^,...) et transitif.

Or soient F, une fonction quelconque de a:,,..., oc^, F,, Fa,... les diverses

valeurs qu'elle prend lorsqu'on y effectue les substitutions (A^, A'^,...); nous

avons vu (68 à 73) que chaque substitution du groupe (A^, A'^,...) équi-

vaut à une certaine substitution opérée entre ces fonctions; que l'ensemble

de ces dernières substitutions forme un groupe isomorphe à (A^, A'^,...);

enfin qu'il n'existe aucun groupe isomorphe à (A^, A'^,...), transitif, et

distinct de ceux qu'on peut obtenir ainsi en faisant varier la fonction F,.

Or le nombre fx des fonctions ¥/, Fj,..., lequel représente le degré du

groupe ainsi formé, est évidemment égal au nombre ' ' '

'

des substitu-

tions (A^, A'4,...) divisé par le nombre de celles de ces substitutions qui

n'altèrent pas F,. Ce dernier nombre sera évidemment égal à
' —;

—

si F, est symétrique ou alternée par rapport à v — i lettres. Si F, est symé-

trique ou alternée par rapport à v — 2 lettres, ce nombre sera égal à

1.2... (v — 2) ou à '
'^" —— ; suivant que F, sera symétrique ou non

par rapport aux deux lettres restantes. Dans toute autre hypothèse, il sera

inférieur à 1.2. . . (v — 2); car F, ayant plus de v(v— i) valeurs dis-

tinctes (98), le nombre total des substitutions qui la laissent invariable

est inférieur à i. 2... (v — 2). Donc (x est au moins égal à — > à moins

que F, ne soit symétrique ou alternée par rapport à v — i lettres : dans ce

dernier cas, on aura |x = v, et si l'on désigne par F, celle des fonctions F<,

F2,... qui est symétrique ou alternée par rapporta toutes les lettres sauf^c,,

par F2 celle qui l'est par rapport à toutes les lettres sauf œ2, etc., les sub-

stitutions (A4, A'4,...) permuteront évidemment F<, Fa,... entre elles de la

même manière que £c,, x^

110. Cela posé, admettons que les groupes de seconde catégorie for-

ment X classes, dont la première contienne p- systèmes formés chacun de

m lettres, la seconde p,, systèmes formés chacun de m, lettres, etc. : le

nombre total des lettres contenues dans les groupes de seconde catégorie

est égal à mp, -+- m, /x, -+- Si v > 12, et qu'on n'ait pas à la fois

V = p, = p,^ =..., l'un des nombres /x, p.,,..., p. par exemple, sera au moins

égal a -j et, comme n^ {x, on aura

v(v-i) = .-i— < n.
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m. Soit, au contraire, v>i2'et |x = jtx, =...= v; soit m le plus grand

(les nombres m, w,,.... Supposons d'abord qu'il n'existe aucun nonïbre

premier moindre que v et supérieur à m. Les belles recherches de M. Tché-

bychef montrent qu'il existe au .moins un nombre premier entre et >

(Serret, Algèbre supérieure. Section III, Chap. IV) : on aura donc

2

et par suite

y(v — i)
- ^ •

2 '

Supposons, au contraire, qu'il existe des nombres premiers moindres

que V et supérieurs à m; soit p le plus petit de ces nombres. Le groupe

(A4, A4,...) contient une substitution A* qui permute circulairement

p lettres quelconques de la suite a:,,..., a;^, sans déplacer les autres. Les sys-

tèmes d'une même classe, en nombre v, étant permutés entre eux par la

substitution A4 B^ de la même manière quea7<,---»^\» le sont entre elles(109),

A^B^ permutera circulairement entre eux p systèmes de chaque classe, en

laissant les autres immobiles.

D'ailleurs, si cette substitution déplace les lettres de quelqu'un des autres

systèmes en les permutant entre elles, les cycles formés par ces lettres con-

tiendront respectivement w, o>',... lettres, w, co',... étant au plus égaux à m,

et par suite étant premiers à /s; et, si l'on désigne par le plus petit mul-

tiple de w, to',..., la substitution (A* B*)? laissera immobiles les lettres de tous

ces derniers systèmes, et par suite ne déplacera que p ->r pm -+- pm^ -f-...

lettres. D'ailleurs le groupe ne peut contenir aucune substitution déplaçant

moins de av — 3 lettres (83). D'où la relation

— o _ 2> ^ 3
/?(i + m + m, H-. .)> 2v — 3, w + wi,-h...> i.

On a d'ailleurs

mu. -t- m, /u., -f- . . . = ( w -4- m, -+- . . . ) V < «,

et par suite

Soit d'ailleurs q le nombre premier immédiatement supérieur à -: il sera

m
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supérieur à m -h /w, -i- ..., et par suite au moins égal à ^ : on aura donc à

fortiori

' (7.V — 3 \
i] v^n.

112. Examinons enfin le cas où v^i2. Si l'un des nombres m, m,,...

est > I , on aura

n^ mix -+- nii (x, ->r. . . ^{m -h m, + . . .)v^ 2v.

Au contraire, si m, rrii,... se réduisent tous à l'unité, les substitutions H^

ne déplaceront que les lettres des systèmes de la première catégorie; mais

chacune d'elles déplace au moins 2v — 3 lettres (83) : donc le nombre

mp- H- m, /JL, H- ... des lettres contenues dans l'ensemble des systèmes de la

seconde catégorie ne peut dépasser /i — av -f- 3. D'ailleurs, si p. est le plus

petit des nombres la, p-,,..., on aura

- - n— -iv -\- 3 ,, , _

,

, _^
v'Pu.'T- -1 d ou n> ( 2 4- m -h /n, -4-. . .)v — 3~>2v,^^ ^ m-^ m,->r. . .

même dans le cas le plus défavorable, où les nornbres m, m,,... se rédui-

raient à un seul, lui-même égal à i (v étant > 4> pai* hypothèse).

Dans le cas où v > 7, on aurait

Nous supprimons la démonstration.

113. En récapitulant les résultats de cette discussion, on obtient le théo-

rème suivant :

Théorème. — Un groupe de substitutions G entre n -\- v lettres, qui ne

contient pas le groupe alterné, ne peut être v fois transitif que si l'un des six

systèmes d'inégalités suivantes est satisfait :

(i) 1 .2. . .(v — !)<;«'

(a étant le nombre des facteurs premiers, égaux ou non, de n -+- 1);

(2) v<4,

I . 2 ... V , ,

{ 3 ) <^ n ' el n'<Cn~ i

(<5c' étant le nombre des facteurs premiers de n'-h 1);
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(4)
' '^^ ' <n ei v>i2.

V < n el V > 1 2(5^ (^

(y étant le nombre premier immédiatement supérieur à -);

(6) 2v <n et v<; 12.

Si V est très-grand, le cinquième système est cel-ui qui donnera pour n

la plus petite limite, et cette limite tend évidemment vers la valeur asymp-

totique v\/iv.
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CHAPITRE IL

DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES.

§ I. — Représentation analytique des substitutions.

114. Soil S une substitution quelconque entre k quantités, que nous/

supposerons désignées par une même lettre /, affectée des indices o, i,,..,

k — \\ si S remplace, en général, la lettre 4 par une lettre l^^^) [<p(-^) étant

une certaine fonction de x'], on pourra convenir de désigner S par le sym-

bole suivant :

S =
I

^ ^{x) \.

Supposons que S remplace respectivement /«, /m---» 4-) par /«. /p,..., h
[a, /3,..., â étant, à l'ordre près, identiques à o, i,..., ^ — i) ; la fonction

(f[oc) sera assujettie à prendre les valeurs a, |3,..,, ù lorsque x prendra les

valeurs o, i,..., k — i, et ne sera pas autrement déterminée.

Parmi les fonctions, en nombre infini, qui satisfont à ces conditions, la

plus simple est la fonction entière du degré k — i que donne la formule

d'interpolation de Lagrange, à savoir :

(x¥{x) fiF(a:) èY{x)
^^^^~ ^F'(o)

"^ {x~i)Y'{i)^"''^ {x — k-^\)Y'{k-i)'

Y(x) désignant le produit x[x — \). . .{x — k -+- i), et F' (a;) sa dérivée.

Mais ce mode de représentation des substitutions présente cet incon-

vénient grave que, si l'on fait le produit de deux substitutions

S=3
I

X cù{x)
I

et 1=
\
X ^{x)

I,

ce produit se présente sous la forme

ST=
I

^ ^[f{x)] I,

où le polynôme tj>[<p(^)] ne se réduit plus au degré k — i.
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115. Lorsque k est un nombre premier p, on pourra remédier à ce

défaut. Supposons en effet, ce qui est évidemment licite, que la quantité /^

puisse également être représentée par /^, y étant un entier quelconque

congru à x suivant le module/? : on pourra, dans la fonction v{'[9(^)j.

abaisser les exposants au-dessous de p au moyen de la relation x^^œ
(mod. />). Toute substitution pourra donc être représentée par le sym-

bole
I

X (f{x) |, où f[oc) est un polynôme entier du degré/? — i au plus;

mais, pour qu'un symbole de ce genre représente effectivement une sub-

stitution, il faut évidemment que (p (o), 9(1),..., -p (/> — i) soient tous dif-

férents, et soient congrus, à l'ordre près, aux nombres o, i,..., /> — i.

M. Hermite a démontré, à cet égard, le théorème suivant :

Théorème. — Pour que le symbole \x (^{oc)\ représente une substitution, il

faut et il suffit que la fonction cp [x) et ses p — 2 premières puissances se ré-

duisent au degré p — 2, lorsque, après avoir rabaissé les exposants au-dessous

de p, on y supprime les multiples de p.

En effet, soit
j
x (p{x)

j
une substitution; et soit

[^{x)Y^aT^+.\['"^^... + A'p"L\xp-^ . (mod. p).

Donnons à x les valeurs o, j ,..., p — i et ajoutons les équations obte-

nues; il viendra

2[9(.r)]-= ;?Ar- + Ai'"'2x-f-...-i-A^"U^''-' {mod. p).

Mais on a

2 3 -2

Donc Ix,..., lxP~^ sont divisibles par/); il en est de même de 2 [<p (a?)]"', dont

les termes doivent être, à l'ordre près, ceux de Ix'"; enfin Ix^'' ^p — 1;

car x^'* est nul si x = o, et congru à i dans tous les autres cas ; donc, en

supprimant les multiples de/?, la relation ci-dessus se réduira à AJ,^;^o.
Réciproquement, si tous les coefficients A^*l,,. .., AJ,^*' sont congrus à

zéro, lf[x),..., 1 [(p{x)]'^^ le seront également. La congruence qui a pour

racines 9(0),..., ç(/) — j) aura donc tous ses termes nuls, sauf le premier

et le dernier, et se réduira ainsi à la forme

Z/*— «Z^o (mod. p).

, 12
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D'ailleurs ses racines, étant des entiers réels, satisfont à la congriience

Zf — Zi:^o, et, par suite, à celle-ci (a — i) Z^o. Donc, si a différait de

l'unité, ces racines seraient toutes nulles, ce qui est impossible; car (p{oc),

étant un polynôme du degré p — 2, ne peut s'annuler à la fois pour les p
valeurs a: = o,..., x ^= p — i. Donc a = i, donc 9 (o),..., (p (/> — 1) sont

respectivement congrus aux/? racines, o, \,..., p — i de la congruence

ZP— Z= o [moA. p).

116. Le nombre/? étant donné, il sera facile, au moyen de ce tbéorème,

de déterminer les diverses fonctions 9(^) aptes à entrer dans l'expression

d'une substitution.

On facilitera ce calcul par cette remarque évidente que \x «a; h- p |
est

une substitution, pourvu que « ne soit pas nul. Donc, si
|
a; 9 [x]

\
est une

substitution, on pourra la multiplier en avant et en arrière par des substi-

tutions de la forme linéaire précédente, de manière à obtenir la suivante :

contenant quatre coefficients indéterminés, dont on pourra profiter pour

simplifier son expression. Supposant, par exemple, a'= i, on pourra déter-

miner a de manière à réduire à l'unité le coefficient de la plus haute puis-

sance de X, puis /3' et /3 de manière à faire disparaître le second et le der-

nier terme de la fonction.

Soit, par exemple, p — 5 : les fonctions réduites (piix) auront l'une des

trois formes
X, x'', x^-h ax (mod. 5).

La seconde ne peut représenter une substitution, car [x^Y = x" contient

un terme en x" . Pour que [x'^ + axy^ lax" + (1 h- a^)x'^ (mod. 5) ne

contienne pas de terme en x", il faut qu'on ait « = o. Si cette condition

est satisfaite, {x^ -\- ax), son carré et son cube ne contiennent aucun terme

en a?* : donc
|
a; a?^

|
est une substitution.

Les substitutions relatives à/? = 5 appartiennent donc toutes à l'une des

formes suivantes :

'

\X (XX+^\, \x (X{X + ^'Y-h ^\.

M. Hermite a montré, par un calcul analogue qui n'offre plus aucune

difficulté, que les substitutions relatives à /? = 7 sont de la forme

I

X «cp.(^-f-(3') + (3 I,
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o, ayant l'une des formes suivantes :

x^ -!>- ax^+Za^x (a quelconque),

x'-f- êx»±:^'+ 36'^ (o non résidu de 7).

117. Si k était une puissance d'un nombre premier, telle que p", on

pourrait faire intervenir des considérations analogues aux précédentes en

assignant pour indices à la lettre /, au lieu de nombres entiers réels, des

entiers complexes formés avec une racine d*une congruence irréductible de

degré n. Mais nous préférerons une autre méthode, qui coftsiste à assigner

\k l^ n indices simultanés, a;, j,..., pouvant chacun prendre les p valeurs o,

I,..., p — I (mod. p). Une substitution quelconque, remplaçant 4,,, .
par

une nouvelle lettre l,f^,y,..\-i(^,y,. .\ .., pourra se mettre sous la forme

9 et t|^ étant des polynômes du degré/?— i au plus relativement à chacun

des indices x, y^

Cette méthode pourrait s'étendre, mais non sans complication, au cas

où k contiendrait plusieurs facteurs premiers différents.

§ II. — Généralités sur les substitutions linéaires.

Origine du groupe linéaire.

118. Soient m et n deux entiers quelconques; 4,0, » 4,a. ••• ^^s lettres

en nombre m", caractérisées par n indices, variables chacun de o à m — i

(mod. m). Désignons par la notation

A,,,-,..= \x,x',... X -\- a, x' -\- x y. . . \y

la substitution qui remplace la lettre dont les indices sont x, x',... par

celle dont les indices sont a? -h a, x'-^a.',... (mod. m). Les substitutions

de cette forme constituent évidemment un groupe F transitif et ayant pour

ordre m".

119. Cherchons la forme générale des substitutions qui sont permutables

à ce groupe. Soient S l'une d'elles; 9 [x, x',...), '^' [x, a?',.,..),... les indices

de la lettre qu'elle fait succéder à /,..,.-.. La substitution S~' A, „. S fera suo-

12.
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cédera la lettre dont les indices sont (p{x, x\...), (p'{x, x',. ..),... {mod. m)

celle dont les indices sont f{x-\- i, x',...), ^'{x h- i, x', ...),... (mod. m).

Pour que cette substitution soit l'une de celles de F, telle que A„ „, , il fau-

dra évidemment qu'on ail les relations

(f){x+ i, x',...)^<f{x,x', ...)-]- a, cp'(.r -+- 1, x' ,...)^<^'{x, x' ,...)-h a',... (mod. m).

On aura de même, si A^^.^ est la transformée de Ao,,, par S,

(^{x, x' -h i,...)^(f{x,x' ,...)-{- b, <p'{x, x'+ i,...)^c!j>'{x,x',...)-^ b',... (mod. m).

D'ailleurs ces conditions sont suffisantes pour que S soit permutable à F;

car les transformées par S de chacune des substitutions A, o,...,Ao,,,,... appar-

tenant à F, il en sera de même de la transformée de A"o, ... AJi, .. ... = A„,,, .
.

On déduit des relations ci-dessus, en posant (p{o,o,...)= â, (p'(o, o, . . .)= â',

^[x,^\. . .)^ax 4- bx' -^. . .-\- à, ^' {x, x',. . .)^a'x + b' x' -\- . . . + d', . . . .

On a évidemment

T étant une substitution qui remplace x, x' , . . . par ax -h bx' ->r . . .,

a'x + b'x' +...,... (mod. m). Les substitutions permutables à F s'obtiennent

donc en combinant aux substitutions de F les substitutions de la forme T.

Ces dernières substitutions, que nous représenterons indifféremment par

l'une ou l'autre des deux notations suivantes :

X ax -f- bx' 4- . .

.

x' a'x -r- b'x'-\- . .

.

, \
x,x',... ax -\- bx' -{-... , a'X + b' x'

-

forment évidemment un groupe, que nous appellerons le groupe linéaire du

degré m'\ et dont nous allons étudier les propriétés.

Ordre du groupe linéaire.

120. Cherchons à déterminer le nombre des substitutions

8=
I

x,x',... ax-^bx'+..., a'x + b'x'-h...
\

du groupe linéaire du degré m".
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Nous remarquerons, en premier lieu, que tous les systèmes de valeurs

des coefficients a, b,...\ a\ 6',...;... ne sont pas admissibles; car, pour

que S représente une substitution, il faut qu'elle amène une lettre quel-

conque, dont les indices sont ^,, a?',,..., à la place d'une lettre unique et

bien déterminée. Soient x, x\... les indices de cette lettre : ils sont liés

, à J7,, 07, ,... par les relations

ax + bx'+ . . .^x„ a'x -h b' x'-h . . . ^x\,. . . (mod. /n).

Les coefficients a, b,...; a\ h',...;... doivent donc être tels, que ces rela-

tions déterminent sans difficulté a;, x',...y quels que soient a?,, a?'j,

—

D'après ce critérium, il est évident que l'expression

B,,i/ =
I

x,x',... X -^- x' , x" ,. . .
j

représente une substitution : de même pour les expressions analogues

B^,, =
I
x,x',. . .^x' +- X,. ... \,

121. Théorème. — Toute substitution linéaire peut se mettre sous la

forme 20, étant une substitution dérivée des substitutions B^^^-, B^^^^r,...

et 2 une substitution qui laisse tous les indices invariablesj sauf le dernier

d'entre eux, quelle multiplie par un entier.

Supposons, pour fixer les idées, qu'il y ait trois indices x, x', x" . Soit

S=
I
a:, x' , x" ax H- bx' -f- ex", a'x-^b'x' +c' x", a"x -f- b"x' -v- c"x"

\
( mod. m)

une substitution linéaire quelconque : a, b, c, m ne pourront avoir aucun

diviseur commun ; car, s'il y en avait un a, on ne pwiwait satisfaire à la Jc/^
congruence *

ax -^ bx'-]- ex" ^Xt (mod. m)

toutes les fois que x^ ne serait pas divisible par [l (2).

Cette condition étant satisfaite, on pourra déterminer une substitution

dérivée de B^ .p/ et de ses analogues, et qui remplace x par aœ -f- bx' h ex".

En effet, la substitution

T%l u* u^ n* t*k'

produira ce résultat, si l'on a

i-]-kà + k'o'~a, ff + l{i-hkd-hk'à')=b, k'~c (mod. m),
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OU, ce qui rnvient au niéuie,

1 + /» (5 + 6Ô'==3 rt, lii-^b — la, h'^Bc {\\\oû. m).

Or, soient d le plus grand commun diviseur de c et de m, d^ le résultai

de la division de d par ceux de ses facteurs premiers qui divisent a ou ^: si

l'on pose l =:: di, k sera premier à d. Car soit q un facteur premier de d : s'il

divise d^, il sera premier à è et ne divisera pas k. Si, au contraire, q ne

divise pas rf, , il divisera un seul des nombres a, b [a, b, c, m n'ayant aucun

diviseur commun); il ne divisera donc qu'un seul des deux termes b, d^a et

ne divisera pas leur différence k.

Gela posé, m, k, c n'ayant aucun diviseur commun, on pourra déter-

miner (2) des entiers u, u' , u" satisfaisant à la relation

mu -}- hu' -+ eu" = I
,

et il est clair qu'on satisfera à la congruence

en posant

I-+- /fÔH- cô' = « (mod. /7j)

è={a-~\)u', è'^{a-\)u".

Cela posé, on aura évidemment S = S,T, S, étant une nouvelle suhsti-

. tution qui laisse x invariable, et qui, par suite, sera de la forme

S, =
I

x,x',x" X, d^x ->r h^x' -\- c ^x" , d\x -\- b'\x' -\- c\x" \.

Posons d'ailleurs

J^JfL Ti r=; B^'^^Bjpirrf-, Sj=
|
x,x',x" X, b\x' -\- c\x" , \>\x' -\- c\x" |;

on aura évidemment

S, =^ Sj ïi , d'où S rr S, T, T.

On verra de même que l'on a

Ta et T3 étant des substitutions dérivées de ^jc',x'>, B^// y, et 2 une subslilu-

*tion de la forme

Le théorème est ainsi démontré.
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122. Théorème. — Pour que Vexpression

S =
I

x, x'

,

... rtx H- bx + . . ., a'x -+- 6'.i-' -+-...,. .

eprésente une substitution, ilfaut et il suffit que le déterminant

a h ...

soit premier a m.

i** Cette condition est nécessaire. Eu effet, mettons la substitution S sous la

forme 20. Son déterminant sera évidemment le produit des déterminants

des substitutions 1 et 6. Cette dernière substitution, étant le produit de sub-

stitutions analogues à B^. y, qui ont toutes i pour déterminant, a elle-même

I pour déterminant. D'autre part, la substitution

2 =
I

X, x',..., x'"'-'^ X, x',.. ., rjr'''-'J
|

•

a pour déterminant r. Donc S a pour déterminant r. Mais r est premier à m\

car si r et m avaient un diviseur commuu jul, il serait impossible de satis-

faire à la congruence

i.j;(n-i)^ j;;/»-!) (mod. m)

lorsque x'"~^^ ne serait pas divisible par p..

2** Cette condition est suçante. Car si elle est remplie, on pourra (2) sa-

tisfaire au svstème des relations

. d^ d^ , ^ , d^ d\ ,
> a .Cix^ -j- x,-\- -j—,x.-\-. . ., /^x^^ -yr x,-i- -jj-, .V. -{-...,.. . (mod. m).

(ta da db db

équivalent au système

ax + bx -T- . . .^Xt, a X + b'x' -h. . .^x\,. . . (mod. m).

123. Théorème. — L'ordre Q[m") du groupe linéaire de degré m" est

égal à
[m, n] m«-' [m, n ~ i] m"-\ . . [m, i]

,

[m, p] désignant le nombre de manières différentes de déterminer o nombres

inférieurs à m, et dont le plus grand commun diviseur soit premier à m.

Soient N le nombre des substitutions linéaires i, R, R',... qui laissent

l'indice a; invariable; T une substitution qui le remplace par âu?-f-6x' -h... :
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Ie$N subslilulions, T, TR, TR',... remplaceront a: par ao; -i- fea;'-^..., et joui-

ront seules de celle propriété; car soit U une substitution quelconque qui

ait cet effet : T~'U, laissant x invariable, appartiendra à la suite i , R, R',...;

donc U appartiendra à la suite T, TR, TR',

—

Les entiers a, 6,..., pouvant être choisis quelconques, pourvu que leur

plus grand commun diviseur soit premier à m (121), seront susceptibles de

[m, n] systèmes de valeurs; à chacun d'eux correspondent N substitutions :

donc

Or les substitutions i, R, R',... sont de la formé

I

X, x', x",.. . X, a'x -+- b' x' -+- c' x" + . . ., a"x -h b" x' -h c" x" -h . ......
\

OÙ les /i — I coefficients a\ a'\... sont quelconques, et les coefficients b',

c',...; b", c",. ..;... tels, que leur déterminant soit premier à m, ce qui peui

se faire de 0(m"~') manières distinctes ; donc

N = m"-'ll(m"-'), d'où il(m") = [w, n] m"-' IQ(/7î"-'),

et par suite

i2(.m») = [m, «] m"-' [m, n — i]m"-'£2(/n"-V)=.. .

= [m, n] m"-' [m, n — i] m"~^. . . 0(w),

ce qui est la formule du théorème; car û (m) est évidemment égal à [m, i].

124. S)o\t m = p^p\',..., p, p,,... étant premiers. On calculera aisément

la quantité [m, /jl]. En effet, il suffira pour cela : i** de compter les m^ sys-

tèmes de valeurs qu'on peut donner à (j. nombres inférieurs à m; 2" de dé-

compter tous les systèmes de valeurs, en nombre ( — )
qui ont le diviseur

commun p, ceux en nombre ( —
j

qui ont le diviseur commun p, , etc.; 3° de

rétablir les systèmes de valeurs, en nombre ( —
|

qui ont à la fois les deux

diviseurs communs/? et p, ; car, après avoir été comptés une fois indûment,,

ils ont été décomptés deux fois; etc. On trouve ainsi

m,fz] = m^-(^) _^^y_... + (i:!_V + ...=m^(i--U.--.
ppj \ PV \ Pt

Remarques . — Il résulte des formules ci-dessus que, si m = qq' , q et q'



DES SUBSTITUTIONS. 9"

étant deux facteurs premiers entre eux, on aura

Soil en particulier m égal à un nombre premier/? : [/w, /x] se réduira à

p^- i , ei nip") A

ip"-ï)p'-'(p'-'-i)p'-'- -ip- !} = (/>"- i){p"-p)- . • ip'-p"'),

résultat découvert par Galois et démontré par M. Betti.

Transformation des indices.

125. Soient

A =
I
X, x', ... ax -\- bx' -I- . .

. , a X -\- b' x" -\- . . .,. ..
\

une substitution linéaire entre m" lettres; et soient

(i) y^ax -\-^x' -^. . ., r'^ct'x -Jr<^'x' -^. . .y.. . (mod. m)

des fonctions linéaires à coefficients entiers de x^ jc\..., en nombre égal à

celui de ces indices, et telles, que le déterminant de a, ]3,..., a', j3',... soit

premier à m. A chaque système de valeurs des fonctions y, j',... corres-

pondra, en vertu des relations (i), un système bien défini de valeurs pour

Au lieu de distinguer les lettres les unes des autres par la variation des

indices a?, £c',..., on pourra donc les distinguer par la variation de y, y' y...

considérés comme des indices indépendants; et la substitution A remplacera

l'un de ces nouveaux indices, tel quey^aa? h- jSa?'-!-..., par

a{ax -4- bx' -\-.. .) + ^(«'x -<- b' x'+ . • • )
-4-

Si l'on substitue dans cette expression les valeurs de x, x' ,... en v, j ',...,

on voit que A remplace l'indice y par une fonction a^y -*- b, y'+ De

même pour j',...; de telle sorte qu'on pourra écrire

A =
I r» r'. • • • fl.r -H ^. r' -h . .

. , a, y + 6', y' -h

Les coefficients a, , ^o • • • dépendent des coefficients a, ^, ... et de a, p, ...

.

Ces derniers coefficients étant en grande partie arbitraires, on pourra se

proposer de les déterminer de manière à simplifier autant que possible l'ex-

pression de la substitution A.

.

i3
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126. Nous donnerons le nom de caractéristique de la substitution A au

déterminant

«-K «' ..

b 6' - K .

.

où K est une quantité arbitraire.

Théorème. — Le caractéristique d'une substitution linéaire ri est altéré par

aucune transformation d'indices.

\^ En effet, supposons d'abord que les nouveaux indices que l'on prend

à la place de x, a?',... soient les suivants ;

A deviendra

y^(X.x, y^x

ay
j, j', . . . a H- -J- 6j' + . . . , -f- + h'y'+ ...,...

a y'

et le déterminant correspondant sera

a-K
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pondanl de la première ligne multiplié par la constante |3 (on sait que cela

n'altère en rien la valeur du déterminant) : le déterminant prendra la forme

a-^-^a'—K a'

b-i-^b'—QK b-K ...

Diminuons maintenant chaque terme de la première colonne verticale du

terme correspondant de la seconde colonne multiplié par jS : le déterminant

se réduira à

a-K a'

b b'-K ..

S** Mais de même que nous avons démontré (121) que toute substitution

linéaire peut s'obtenir en combinant ensemble les substitutions

I iX- y tXr y • ^C I ^X^ y «X* y • • •
I y I

^^y •» J • • ' *' 9 "*
t •^J ••• ly>««

de même on voit que toute transformation d'indices s'obtient en combinant

les suivantes :

y^ X -\- X f y ^ X ,
... ; y ^s j;, ^ ^=. x -\- x,. . .\. . .\

r^x,x ^x ,.. ., r" rx^~\

dont aucune n'altère le caractéristique de A, d'après ce que nous venons de

voir.

§ III. — Facteors de composition du groupe linéaire.

127. Problème. — Trouver lesfacteurs de composition du groupe linéaire G
de degré m".

Premier cas. m est divisible par plusieursfacteurs premiers différents.

Posons m = qq' , q et q' étant premiers entre eux. Il est clair que les sub-

stitutions linéaires de la forme

?)=
\
X, x',... X -\- q (ax -h bx' ~\-. . .), j:'-t-ç(tf,ar+ 6, .r'-f-. . .), . . .

J

forment un groupe H.

i3.
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D'ailleurs qq' étant congru à o (mod. m), on obtiendra la même substitu-

tion en donnant, dans la formule ci-dessus, à a, b,..., a,, 6,,...,... deux

systèmes de valeurs congrus suivant le module q'.

L'ordre de Usera donc égal au nombre des systèmes de valeurs de «, b,...,

a,, bf,...,..., incongrus suivant le module q', qui donnent au déterminant

de S une valeur première à m. Il est d'ailleurs évident que ce déterminant

est congru à i (mod. q). Donc, pour être premier à m, il suffira qu'il le

soit à q'.

Or on peut déterminer deux entiers r, r', tels, que l'on ait

rq r'q' = i;

cela fait, on pourra mettre S sous la forme

\
X, x',. . . r'q' X -h q[{a-\- r) x-hbx'-\-...)], r'q' x'-\- q[a,x -h{b,-hr)x' -h...],... |.

On voit maintenant que pour que son déterminant soit premier à q', il faut

et il suffit que le déterminant

a-h r b

a, b, -\~ r .

.

soit lui-même premier à q', condition qui se trouve satisfaite par Q{q'")

systèmes de valeurs de a + r, b,..., a, , 6, -f- r, ....... , auxquels correspon-

dent autant de systèmes de valeurs pour a, b,..., «,, ô,,...,

De même les substitutions de la forme

?,'=.
\
X, x',. . . X -hq'ia'x -{-b'x'-h. . .), x' -^ q'{a\x -hb\x'-\-. ..), . .

\

forment Un groupe H', ayant pour ordre û(^").

128. Les substitutions de H sont échangeables à celles de H'; car, formant

les substitutions S S,, S,S, et remarquant que qq'^o (mod. m), il vient

SS, = S, S

X X -h q (ax -\- bx' -h . . .) -h q'{a'x + b' x' -t-. . .)

x' x'-^q{atX + bix' -\- . . .] -h g' {a\x + b\x' -\- . ..)

Soient S,,-.., 8,^,... les diverses substitutions de H; S',,..., S'^,,... celles

ins de la forme S^SJ,, seront toutes

s^. s;.= Sv s:- , d'où S-* Sv = s;. s:r».

de H' ; les substitutions de la forme S^SJ,, seront toutes distinctes. Car soit
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En vertu de cette égalité, la substitution S^^S., sera commune aux deux

groupes H et H'. Mais toute substitution commune à ces deux groupes doit

remplacer x, x\... par

X -h qq' [ax -+- bx' -{- . . .)^ x, x' -^ qq' [Ux x -\- b^ x' -\- . . .)^ x' , . . ..

Elle se réduit donc à l'unité. Donc

S;,=s,, d'où s;,=Sv.

Le nombre des substitutions distinctes de la forme S^Sl- est donc égal à

Çl{q''*)Çi{(f) = Çl{m"), nombre total des substitutions de G. Donc toute sub-

stitution de G est de laforme '^^ S!^.

.

129. Cela posé, soient j, /',... des indices en même nombre que a?, a;',...

et variables de o à ^^^^consfdérons les substitutions

^= Ir'r'"' q[[a-^i')y-\-bx'-h...\, q[a,y-\-{b,-\-r)y'-\-...]y...\ (mod. g')

respectivement correspondantes aux substitutions

S=
X r'

q' X -h q[{a -{- r) X + bx' -h . .
.'l

x' r' q' x'-hq[a^x + {by+ r)x' -^- ...\ (mod. m).

Si l'on met dans 2, pour a, 6, . . . , a, , 6, , . . . , . .
.
, les D (^"j systèmes de valeurs

dont ils sont susceptibles, on obtiendra autant de substitutions essentielle-

ment distinctes, toutes linéaires. Mais l'ordre du groupe linéaire 5 de degré

y" est précisément Çl{q''*). Donc toutes ses substitutions sont de la forme 2.

Les deux groupes H et 5 sont isomorphes sans mériédrie; car à chaque

substitution de l'un correspond une seule substitution de l'autre; et l'on

voit aisément, en tenant compte des relations

qq' o(mod./n), r'q' .r'q'^r'q'{i — rq)^r'q' (mod. m).

qu'au produit de deux des substitutions S correspond le produit dé leurs

correspondantes. Les deux groupes H et 5 sont donc isomorphes.

On voit de même que les substitutions de H' peuvent être mises sous la

forme

!x rqx -i- q'[{a'-h r')x -\- b'x'-{-. .
.]

S' =
I

^' rqx' ^q'[a\x-^{b\-i-r')x'-^...] ^mod. m).

'-/
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et que ce groupe est isomorphe sans mériédrie au groupe linéaire 5'» de

degré q'\ formé par les substitutions

I'=|z, 2',... ^'[(a'-4-r')z-4-6'2'+...], ry'[/i>-+-(^>',-f-r')2'+...],...
|

(mod.ç).

130. La suite des facteurs de composition de G est formée des facteurs de

composition de ^ et de §'.

Soient en effet f f,... les facteurs de composition de 5 ^ on pourra dé-

terminer une suite de groupes §, 5, ^,... ayant respectivement pour ordre

^My'")' f ^My'")' ff
Q'{q'")f-, et tels : i*' que chacun soit contenu dans le

précédent et permutable à ses substitutions; 2° qu'il ne soit contenu dans

aucun groupe plus général jouissant de cette double propriété.

Soient de même/',/! ,... les facteurs de composition de 5' : on pourra

Y^ déterminer une suite de groupes §', 5', J>c',... ayant respectivement pour

ordres û(^"), pQ.{q"), jyjr i1{q"),." et jouissant d'une double propriété

analogue à la précédente.

Cela posé, soient I, K,... les groupes respectivement formés par la com-

binaison de celles des substitutions de H qui correspondent à celles de 5,

X,... avec les substitutions de H'; V, K',... les groupes formés parcelles

des substitutions de H' qui correspondent à celles de 5', ac',.... Les ordres

respectifs des groupes G, I, K,..., H', I', K',... seront évidemment

Û(/n«j, jQ.[m«), ^û(m«),..,, Q.iq"), jjQiq"), j^ù[q"),. . .

.

Mais il est aisé de voir : 1° que chacun de ces groupes est contenu dans le

précédent et permutable à ses substitutions; 2° qu'il n'est contenu dans

aucun groupe plus général jouissant de cette double propriété.

En effet, considérons par exemple le groupe K. Soient S,j.S|,, une quel-

conque d€ ses substitutions; SvS^, une substitution quelconque de I : la sub-

stitution (SvS^,)"' SpiSj,, .SvS^, appartiendra à K. En effet, cette substitution

est égale à S7^ Sjj. S^ . S^r' Sj,, S^, : or S^, S^ ont pour correspondantes dans 5 des

substitutions 2^. ^[x qui appartiennent respectivement à 5 et à M : 2^ sera

donc, par définition, permutable à ce dernier groupe : donc l^^l^l^ appar-

tient à se. Sa correspondante S^^Sj^S^ appartient donc à K. Il en est de même
de la substitution S!7'Sj,,S!,. qui appartient à H'.

D'autre part, s'il existait un groupe L plus général que K, qui fût contenu

dans I et permutable à ses substitutions, il est clair que le groupe 4L formé

par les correspondantes de ses substitutions serait plus général que DC, con-
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tenu dans 5 et permutable à ses substitutions, ce qui est supposé impossible.

Les facteurs de composition de G seront donc, ainsi que nous l'avons an-

noncé/,/,...,/',/,'

131. Si ^, ^ ne sont pas des puissances de nombre premiers, on raison-

nera sur eux comme sur m, et l'on finira par ramener le problème au cas où

m est une puissance d'un nombre premier.

132. Deuxième ca.s. m est une puissance d'un nombre premier, telle quep^.

Le problème se ramènera au cas où m est premier.

En effet, à chaque substitution

S=
I

JT, jt',. . . ax -^ bx' ->r. . ., a'X 4- b' x' -4-. . .,. . .
|

{moA.p^

]

du groupe linéaire G de degré {p^Y faisons correspondre la suivante :

^=\r,r',-'- ay + by' +..., a'y + b'f +...,...
\

(mod./?).

L'ensemble de ces substitutions 2 donnera le groupe linéaire ç de degré p".

11 est d'ailleurs évident qu'au produit de deux substitutions quelconques

de G correspond le produit de leurs correspondantes. Le groupe ^ est donc

isomorphe à G.

Soient//,... les facteurs de composition de ^; S*» ^» ^f.. i une suite

de groupes ayant respectivement pour ordres îi (//"), j.ù{p"), ^iî (/>"),..., i

et tels : i** que chacun d'eux soit contenu dans le précédent et permutable à

ses substitutions; 2° qu'il ne soit contenu dans aucun groupe plus général

jouissant des mêmes propriétés. Soient I, K,..., M les groupes respective-

ment formés par celles des substitutions de G dont les correspondantes ap-

partiennent aux groupes 5, dc,,.., 1. Us contiennent respectivement il{m"),

^il{m"), -Tf^im"),... substitutions : car chaque substitution de Ç corres-

pond au même nombre de substitutions de G; donc les substitutions 3, î)C,...,

formant la/'^"'^ partie, la ffi'^"'" partie, etc. du nombre total des substitu-

tions de S*» correspondront à la/'^'"^, à \^ffi"""' partie, etc. du nombre total

des substitutions de G.

Cela posé, on voit, comme (130), que les groupes G, I, K,..., >I forment

une suite telle : 1° que chacun de ces groupes est contenu dans le précédent

et permutable à ses substitutions; 2.° qu'il n'est contenu dans aucun groupe

plus général jouissant de cette double propriété. Donc les facteurs de com-

position de G seront f, f^,... et les facteurs de composition de J>L
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133. Cherchons à déterminer ces derniers facteurs.

Celles des substitutions de G qui ont pour correspondante l'unité, les-

quelles constituent le groupe M, sont évidemment les suivantes :

T=:\x,x\... x-j- p{oix + ^x' +...). x' -h p{cx.'x -h^'x' + ...),...
\

(mod./>^),

et chacun des n^ coefficients a, |3,..., a', ]S',... pouvant prendre toutes les

valeurs possibles entre zéro et p^~' — r, le nombre de ces substitutions sera

Soient T', T" deux de ces substitutions, on voit sans peine qu'on a

T'T" = T T'.T,,

T, étant une substitution de la forme

l\ = \x, x',. . . x-\- p''{(x,x + ^,x'-\-...), x' -i- p^{ix\x -\-p\x' -h.,.),...\ (mod. /?"'•).

On aura de même, entre une substitution T^ de cette dernière forme et une

substitution quelconque T'" de la forme T, la relation

r,T"' = ï"'r,.T„

Ta étant de la forme

'Ï2=\x, x',... x-\-pHoc2X-h^2x' +...), x' -i- p^[a',x + ^',x'-h. ..),...{ {mod.p').

On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on arrive aux substitutions

1\_,

X X + p^-'
( ocr-2 X + (3\_2 x' 4- •

X' x' -+- p^-*
( a^_j X 4- (3-._j x' -f- . (mod. /?*)

qui seront échangeables à toutes les substitutions T.

On remarquera enfin que les substitutions de M sont permutables à chacun

des groupes M,, Ma,-., formés respectivement par les substitutions des

formes T,, Ta,,... En effet, l'égalité TJ" = r'T'Ja, par exemple, montre

que la transformée de T^ par T" est égale à T'jTo, et par suite appartient au

groupe M,.

134. On déduit aisément de là que les /acteurs de composition de M sont

tous égaux à p.

En effet, soient A une substitution de M qui n'appartienne pas à xM,.

A'" la première de ses puissances successives qui fait partie de M, : les sub-

.stitutions de la forme A^T,, où p <r, sont toutes distinctes; car d'une re-
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lalion telle que A^T^ = AT,, ou déduirait A?-*' = r,T,-', ce qui est im-

possible par hypothèse {p et g étant moindres que r), à moins qu'on n'ait

/5 = c, d'où T^ = T^. On peut d'ailleurs supposer r premier; car si l'on

avait r = r, r,, r, étant premier, on pourrait choisir à la place de A la sub-

stitution A*"', dont la puissance r, se réduit à la forme T,.

Si M contient quelque substitution qui ne soit pas de la forme A^^T,,

soient B l'une d'elles, B^ la première de ses puissances qui se ramène à cette

forme: les substitutions de la forme B'^ApT,, où '7<5, sont évidemment

toutes distinctes. On peut d'ailleurs supposer s premier. Si M contient

quelque autre substitution, on continuera de même jusqu'à ce qu'on en ait

épuisé le nombre. Supposons, pour fixer les idées, que les substitutions de M
soient toutes de la forme B^A^ T. Les groupes formés respectivement des

substitutions B'^APT,, ApT,,T, ont pour ordres lî =/>«^-'>"', -, -• Donc s

et r divisent Q, et par suite se réduisent à p. D'ailleurs chacun des groupes

ci-dessus est contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions.

Car on a, par exemple,

B-'A?T.B — B~'AfB.B-'T,B;

mais on a une égalité de la forme

A?B = BAfr,, d'où B-AfB = Af'r,,

T, appartenant à M,. D'autre part, on a une égalité de la forme

B-'T,B = r,,

T^ appartenant encore à M, : donc

B-'A?T,B = As r,r,.

Donc le groupe formé par les substitutions de la forme ApT, est permu-

table à B : il l'est d'ailleurs à ses propres substitutions; donc il l'est à toutes

les substitutions de la forme B'^ApT,.

Donc les facteurs de composition de M sont r= s=p, et les facteurs de

composition de M,. On voit de même que les facteurs de composition de M,
sont égaux, les uns à p, les autres à ceux de Ma; etc.

135. Troisième cas. m est un nombre premierp

.

Soient a, p, . . . les facteurs premiers, égaux ou non, dont le produit

i4
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donne />— i; /• une racine primitive de la congruence r^"' e£3 i (mod./?);

^a. Gajî,... les groupes partiels formés par celles des substitutions de G dont

le déterminant est une puissance de r*, /""P,...; enfin Gp__, = r celui formé

par les substitutions de déterminant i.

Soient â le plus grand commun diviseur de w et de/?— i; a', p',... les

facteurs premiers, égaux ou non, dont le produit donne ^; r' une racine

primitive de la congruence r'^^i {mod.p}; H, Has Ha'^',. .. les groupes

formés par les substitutions qui multiplient tous les indices par une même
puissance de /', par une même puissance de r'*', etc.

Q(p")
Théorkme. — Les facteurs de composition de G sont a, /3,..., — ^ »

«', /3',... [à moins quon naitp" =^ i- ou 3^).

H est clair que les groupes

G, Go, Gaj, . . . , r, H, Ha', Ha'?', - . . , I

ont respectivement pour ordre

Q.ip'') Q.(p") Q{p") . à ô
Q{p-), —7'

ap p — I a! (X p

et que les substitutions de cbacun d'eux sont permutables à celles du sui-

vant. D'ailleurs les nombres a, p,..., a', /3',... étant premiers, on ne peut

intercaler entre G» et Gap, par exemple, aucun nouveau groupe qui soit con-

tenu dans Ga et contienne G^p : car son ordre devrait être à la fois un divi-

seur de—^ et un multiple de —^^^> ce qui est absurde, i3 étant premier.
a.

^ ap ^ » r

Si donc on établit qu'on ne peut intercaler entre r et H aucun groupe plus

général que H qui soit contenu dans r et permutable à ses substitutions, le

théorème sera démontré.

Pour établir cette proposition, nous montrerons que si un groupe I plus

général que H est contenu dans Y et permutable à ses substitutions, il con-

tiendra nécessairement toutes les substitutions de T.

136. Supposons, pour fixer les idées, /i = 3. Soit

S =
1
^, x', x" ax -\- hx' + cx'\ a' x -i- h' x' + c' x" , a" x H- h" x' H- c" x"

\

une substitution de I qui ne fasse pas partie de H et qui, par suite, ne mul-

tiplie pas tous les indices par un même facteur.

On vérifie sans peine que les substitutions de H sont les seules substitu-
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tions linéaires qui soient échangeables à la fois à toutes les substitutions

B,.^ =
I

X, x', x" X -t- x', x\ x"\, B^,, =
I
X, x', x" x, x' + x, x"\,

Supposons donc, pour fixer les idées, que S ne soit pas échangeable à

B^ .,.'. La substitution S-' B^V SB^^.x' = T ne se réduira pas à l'unité et ap-

partiendra à I, car S appartient par hypothèse à ce groupe ainsi que sa

transformée B^VSB^r,^ (B^.x' appartenant au groupe T). Mais il est aisé de

voir que cette substitution est de la forme

I

X, x', x" OLX + ^x' + -^x", x' - a! X, x" - a!' X |,

X étant la fonction linéaire que S"' fait succéder à x'

.

137. Cela posé, si l'on a à la fois a'^a"^o, on aura a^i (le déter-

minant de T devant se réduire à i), et l'on pourra supposer |S^ i, -y^E^o.

Car admettons que cela n'ait pas lieu : ]S, 7 ne peuvent être à la fois congrus

à zéro, T ne se réduisant pas à l'unité. Soit par exemple y^o(mod./?) : on

ramènerait T à la forme voulue en prenant pour indices indépendants, aH

lieu de a?, od , x", ceux-ci : x, fix' -h ya?" et a/.

Soit donc

T =
I

j:, x', x" x H- x', x', x"
I

:= B,,x';

r contenant la substitution

et ses analogues, I contiendra les transformées de T par ces substitutions,

puis les transformées de ces transformées, etc., substitutions parmi les-

quelles se trouvent évidemment toutes les suivantes : B^,,^, B^ .,.,....

Or ces substitutions, combinées entre elles, reproduisent toutes celles

de r : car toute substitution linéaire V est de la forme 20 (121), élant

dérivée de ces substitutions et 1 une substitution de la forme

^ — I ^ j OC y jC oc j jC y rOO I

Si l'on veut en outre que cette substitution appartienne à F, il faudra que

son déterminant r soit égal à i ; d'où 2 = 1 , V = 0.

138. Soit au contraire a'^o[moà.p) Prenons pour indices indépen-

dants, au lieu de x, x' , x", ceux-^ci : x, x', x" r x'^^u : le nouvel in-
a

14.
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dice u n'étant pas altéré par T, cette substitution prendra une forme telle

que la suivante ;

I

x,x' , u ax -\- bx' -H eu, a! x -+ b'x' +- c' u, u |.

I** Si c et c' ne sont pas nuls à la fois, I contiendra la substitution

T~' B,7,xTBu,x ^=
I

x,x',u X — eu, x'— c' u, u
|,

laquelle diffère de l'unité. Supposons par exemple que c ne soit pas nul;

prenons

la forme

prenons pour indices indépendants ^J> ^' x^^z, u: T prendra

I
y, z, u j-t- M, z, M

I

= By,u,

et, combinée à ses transformées par les substitutions de r, reproduira,

comme dans le cas précédent, toutes les substitutions de T.

2° Soit au contraire ce^c'^o. La substitution T ne se réduisant pas à

l'unité, on ne peut avoir à la fois a^b'^i, a'^^^b^o. Soit par exemple

(a — i)^o ou 6 <o (mod./?) : I contient la substitution

T~' B]^ „ TBx,u =
I

X, x' , u X — (a — i)m, x' — bu, u |,

et l'on peut achever le raisonnement comme dans le premier cas.

139. La démonstration ci-dessus s'applique évidemment à tous les cas où

le nombre des indices surpasse 2; il nous reste à examiner le cas de deux

indices seulement.

Soit donc n = 2, et soit S une substitution de I qui ne multiplie pas les

deux indices par un même facteur. Il existe évidemment une fonction j des

indices x, x' qu'elle ne multiplie pas par un facteur constant. Soit j' la

nouvelle fonction par laquelle S remplace/: prenant j et j' pour indices

indépendants, ST)rendra la forme

S =
I r, r' f' cy + dy' 1,

et c sera congru à — i, S ayant i pour déterminant,

f" Si d\o(moà.p), F contient la substitution

T =
\ T' f «r» — a~'r l>
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et H contiendra

Il contiendra donc U*. Or si l'on pose en particulier a = i et si l'on rem-

place y par un autre indice z^^dy (ce qui peut se faire si /? > 2),

U^ prend la forme suivante

I
2, y' z, x' -\-z

\
= By.,,

et, combinée à ses transformées par les r, reproduit tout le groupe r.

2*^ Soit au contraire d^o. Si /> >> 5, on peut choisir a de telle sorte que

«*>
I (mod.p); soit |3 un entier tel que l'on ait

^{a* — 1)^1 {mod.p):

I contient la substitution

laquelle, combinée à ses transformées par les substitutions de r, reproduira

encore le groupe r.

3° Soit enfin d=o etp ^= 5. Prenons pour indices indépendants

S prendra la forme suivante

I
Z, Z' 22, — 1Z' |,

et I contiendra la substitution

S . 83^ a' S~* B,. ,» = B,, fT,

laquelle, combinée à ses transformées par les substitutions de r, reproduira

ce groupe.

140. Il ne reste plus qu'à examiner ce qui arrive lorsque p" se réduit

à 2^ ou à 3'.

Or si ^=2*, on vérifie immédiatement que les substitutions du groupe

linéaire G, dont l'ordre est (2^— i)(2- — 2) = 6, sont permutables au

groupe partiel d'ordre 3 formé par les puissances de la substitution

I
^, x' x\ X -hx' \. Les facteurs de composition cherchés sont donc 2 et 3.
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Si p^zrz 3^ on vérifiera de même : i*" que les substitutions de G, en nombre

(3^^ — i) (3=^—3) = 48, dérivent des suivantes :

A = X IX
x' x-\-x'

, B=:
X X
x' 7.X-\-x'
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relation linéaire telle que

rf-\-r'jr'-h...^o mod. p).

143. i** Cette condition est nécessaire. En effet, supposons qu'elle ne soit

pas remplie. On pourra prendre y, y',... pour indices indépendants, à la place

d'un pareil nombre d'indices de la suite x, x\..., x"^* . Soit en effet

y^ax + ^x' -+-... : l'un au moins des coefficients a, jS,..., par exemple a,

différera de o (mod./?), et l'on pourra évidemment prendre y, x',..., x"-*

pour indices indépendants à la place de x, x',..., af~*. Exprimons y' en

fonction de ces nouveaux indices; soii y'^ a'y -h ^' x' -h— Comme, par

hypothèse, y' et y ne sont liés par aucune relation linéaire, l'un au moins

des coefficients /S',..., par exemple p', différera de o (mod./?). On pourra

donc prendre j, j',..., x"~* pour indices indépendants à la place de y.

Cela posé, les substitutions de r prendront la forme

\y\y'y...,x"-' ay-^by'-\-..., a'y -h b'y'+..., ..., a''-'y-i- b"-'y'-ir...-\- e" :

—
I >y.A

—

I

et celles de F, accroissant évidemment de quantités constantes les quantités

y, y\... fonctions linéaires des indices primitifs, prendront la forme

Si maintenant l'on répartit les lettres en systèmes, en groupant ensemble

celles pour lesquelles j, j',... ont le même système de valeurs, il est clair

que chaque substitution de F ou de F remplacera les lettres de chaque sys-

tème par celles d'un même système. Le groupe dérivé de ces substitutions

n'est donc pas primitif.

144. 2" Cette condition est suffisante. Car nous allons démontrer qu'elle

ne saurait être remplie, dans l'hypothèse où les substitutions de F, combi-

nées avec celles de F, ne formeraient pas un groupe primitif.

Considérons deux lettres quelconques appartenant à un même système, et

soient respectivement x^, x^, x'^,...-, x^-k- d^, ^o"*" ^'-o» ^o~^ «o'--- ^^^ ^'^~

leurs des indices qui les caractérisent : F contient la substitution

S, =
I
^, j/, x",. . . ^ + a„ J?' 4- a,, x" -^- x\,. . .

j

,

qui remplace la première de ces lettres par la seconde. Cela posé, la substi-

tution Sq remplace une lettre quelconque j7,, x^, x\,.. par une lettre
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07, -h «0, a?', -f-a'^), a7'+«o,..., laquelle appartiendra nécessairement au

même système.

En effet, considérons la substitution

^
I

i!_iL_ i^y^yXy**' oc ~T~ 30
1 OC(i y ^ . JO

y
3u ^y 3C ~r* OC

^
^ ^ , . . . |

.

Elle remplace les deux lettres a?o, x^^, x^,... ^ix^-^- a^, Xq-{-oIq, ^o+ ^'o^---

respectivement par ^r, , x\ , x\,. . . et a?, -4- a^, a?', + a'„, a?" -h a^, . .
. , et

comme les deux premières lettres appartiennent à un même système, il en

est de même, par hypothèse, de celles qui leur succèdent.

Donc F contient des substitutions telles que Sq, qui ne déplacent pas les sys-

tèmes et sont différentes de Vanité.

145. Soit

So =
I

.r, x' , x" ,.. . . X 4- «0, x' -\- oî^, x" -\- a[, . . .
\

une de ces substitutions : Tune au moins des constantes «<,, a'^, «é,... dif-

fère de o (mod.p); soit par exemple ao^o (mod./?). Prenons pour indices

indépendants, au lieu de x, x\ x",..., les suivants :

r^— X, v'^x'——x, r -^x — '—X,... (mod.p).

La substitution Sq prendra la forme

et celles de F prendront la forme générale

Ir, r', r".--- r + ;3, j' + p', r" + (3",... |.

Les puissances de S^ ne déplacent pas les systèmes : si F contient une sub-

stitution nouvelle

S. = Lnr'. r".--- r + (3o, r'-f-(3;,r" + ;3':,... |,

différente de celles-là et qui ne déplace pas les systèmes, la substitution

S. S7?« =
1 r, y, r\. . . y, y' + p;, y" + (s;,. . .

|

ne les déplacera pas non plus, et comme par hypothèse elle ne se réduit pas

à l'unité, l'un au moins des coefficients jS'^,, Po,... sera différent de o(mod./?).

Soit par exemple jS'o^o (mod.p). Prenons pour indices indépendants, au
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lieu de y, r', j"..-» les suivants :

Pô Po

On aura

>.= \Z,Z',Z",... Z-M, 2', Z",... I, S.= |Z, 2', 2",... 2, Z'H-I, 2",...|,

les substitutions de F prenant-la forme

I
2, 2', 2", . . . 2 -t- y, 2' -H /, 2" + /',...!.

Les substitutions de la forme S^S* ne déplacent pas les systèmes : si F

contient une substitution nouvelle Sj, différente de celles-là, et qui ne les

déplace pas non plus, on pourra déterminer comme précédemment une

transformation d'indices qui mette Sq, S,, Sa sous les formes suivantes :

So =
I

M, u\ a",... M-f-l, it', u",... |,

s, =
j
M, u' , u" ,. . . u, u' -\- i, u",. . . |,

Si =
I

M, u', u",... u, u', m" -+-!,... |,

les substitutions de F étant de la forme

I
u, u', u",. . . H -i- 0, u' -+- 6', u" -H ô",. . . j.

On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé le nombre des substitu-

tions qui ne déplacent pas les systèmes : on atteindra toujours ce résultat

avant d'avoir épuisé le nombre total des substitutions de F; car ce groupe,

étant transitif, contient des substitutions qui permutent les systèmes entre

eux.

146. Supposons donc, pour fixer les idées, que les substitutions So, S,

et leurs dérivées S^ S% soient les seules dans F qui ne déplacent pas les sys-

tèmes, et soit

1=\Z, 2', 2",. . . f(z, 2', 2",. ,. .), f'{z, 2', 2",. . . ), f"{z, Z' , z" , . . .),...
|

une quelcoffque des substitutions de T. Les transformées de S^, S, par 1 ne

doivent pas déplacer les systèmes, et d'autre part elles doivent faire partie

de F : elles sont donc de la forme SqS^ Soient donc

2-'S,2 = S«S*, 2-'S.I = S«'S^.

Ces relations, pour être satisfaites, exigeront, entre autres conditions, les

i5
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suivantes :

f"{Z-rX, Z', Z",...)^f"{z, Z', Z",...),

f"{z, 2'+i, z\...)^f"{z, z', z",...),

Les fonctions/",... sont donc indépendantes de z et de z'. Donc 1 rem-

place les indices z",... par des fonctions de ces seuls indices. Donc la con-

dition indiquée au théorème n'est pas remplie.

§ V. — Forme canonique des substitutions linéaires.

147. Soient G un groupe linéaire de degré/?" {p étant premier);

A =
\
X, x',. . . ax -\- bx' -<-..., a' X -{- b' x' -^ . . . ,. . .'\

l'une de ses substitutions. Proposons-nous de la ramener, par une transfor-

mation d'indices, à une forme aussi simple que possible.

A remplace la fonction linéaire

J^ IXX + ^x' -t- . . .

par

(n[ax + bx' -\-. . .)-\-^{a' X -\- b'
x'

-A- . ..)-k-. . .,.

expression qui se réduit à Kj si l'on a

(2) aa-j- |3a' + ... = Ka, a6 + (36' 4- . . . =K(3, . . . (mod./;).

Ces relations détermineront sans difficulté les rapports des quantités a, |3,.,.

si la constante K satisfait à la congruence

a - K a!

b 6'-K o (mod./;).

Cette congruence, que nous appellerons congruence caractéristique de A,

est du degré n, et peut avoir jusqu'à «solutions différentes, Kq, K,,...,

K„_,. Soient dans ce cas a„, jS^,...; a,, /Sj,...;... les systèmes de valeurs cor-

respondantes des a, |S,..., on verrait aisément que les fonctions

j, ^=«0^ -r (3o^' -f . . ., j, s^a.JC -1- j3, ar' H-. .,...
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sont distinctes. En les prenant pour indices indépendants, on ramènerait

la substitution A à la forme simple

Mais le nombre des racines réelles de la congruence en K peut être infé-

rieur à n : on se trouve donc naturellement conduit, pour généraliser les

résultats, à introduire les racines imaginaires dont il a déjà été question

au Livre I". -

148. Décomposons le premier membre de la congruence en facteurs irré-

ductibles. Soient F un de ces facteurs, / son degré : F éfant égalé à o (mod./?)
y-i

donnera /racines imaginaires distinctes. Ko, K^= K,,..., KJ =K/_,, satis-

faisant toutes à la congruence

K'''=K {moA.p).

A chaque valeur de K, telle que K^, correspondront un ou plusieurs sys-

tèmes de valeurs pour les rapports des quantités a,,, |3o,..., en vertu des re-

lations (2). Si ces rapports sont complètement déterminés, les diverses fonc-

tions j» 0= «o ^ +/3o a:'-i- ...... . correspondantes à la valeur K— K,, sont toutes

des multiples de l'une quelconque d'entre elles : mais il peut arriver que le

système des relations (2) présente quelque indétermination; même en ce

cas, il est clair que les diverses fonctions v relatives à cette valeur de K
seront toutes des fonctions linéaires d'un certain nombre d'entre elles, y^,

/'(),... qui soient distinctes, c'est-à-dire ne soient liées entre elles par aucune

relation linéaire

/•. X* -+- ''.
r'. + • •• = o ( mod.y? ),

Tq, r'^,... étant des entiers réels ou complexes formés avec l'imaginaire qui a

été introduite.

Les coefficients a^, po,... de chacune de ces fonctions étant des fonctions

rationnelles de Ko, qui ne sont déterminées que par leurs rapports, on peut

les supposer entières, et réduites au degré / — i au plus au moyeu de la

congruence du degré / à laquelle Ko satisfait.

149. Soit Uq =/(a?, a/,.... Ko) une fonction linéaire quelconque de x,

x\... dont les coefficients soient des entiers complexes formés avec l'imagi-

naire Kq. La substitution A remplacera évidemment Uo par une autre fonc-

tion de même forme Vo= ^[x, a;',..., Kp).

i5.
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Cela posé, A remplacera chacune desfonctions Up— /(a?, a?',..., Kp), (onju-

guées de U„, par lesfonctions Vp = 9 {x, x\... , Kp), conjuguées de Vq.

En effet, ordonnons les divers termes de Uq et de V,, suivant les puissances

de Ko. et soient

U„ = a -I- ï<, Ko 4- . . . H- ui._^ K'-', Vo = t» -^ f , Ko -f- . . . H- f/_, K|î>,

/<, M,,..., W/_, , V, ç',,..., ^'/_, étant des fonctions réelles de x, x'

,

Pour que la substitution réelle A remplace U^ par Vq, il faut évidemment

qu'elle remplace séparément m, w,,... par v, v^ Donc elle remplacera

Up = w + M, Kp -f- . . . -h M^_, K^~* par Vp = t^ + ç^, Kp + . . . H- i^/_, YJ~\

En particulier, les fonctions que A multiplie par Kp sont les conjuguées

de celles quelle multiplie par Kg. Celles-ci s'exprimant linéairement au moyen

de jo, j'o,..., leurs conjuguées s'exprimeront linéairement au moyen de

y9* y? *—
1 50. Les fonctions y^, j'^, ,...;... ; y^, y'^ ,...;... sont toutes distinctes. Car

supposons qu'on ait entre elles une relation linéaire telle que

(3) r, j, + r\ /, -f- s^y, -4- t^y,= o,

/,, r\, S2, ts étant des entiers réels ou imaginaires.

La substitution A transformera r< j, + r\y\ + 53 Va + hys en

K, { r, j, + r', _>', ) -i- K, «2 Ji -h K3 <3 J3.

Cette expression doit être identiquement congrue à o {moà.p). Si on en re-

tranche le premier membre de la congruence initiale multiplié par K3, il

viendra

(K. - K3)(r. j. 4- r',/,) + (K. - K.,)s.y,^o.

La substitution A transforme cette congruence en

(K, — K3)K,{r,7, -+- r', /,) -f-(K,— K,)K2S,y,= o.

Si de celte dernière relation on retranche la précédente multipliée par Ka,

il vient

^ {K,-K0{K,-K3)(r,j,-hr',/,)^o,

identité qui peut être mise sous la forme

m.j, -+- m\y\ =0,

^4, m', ,... étant des fonctions de l'imaginaire K,. Remplaçant K, par sa con-
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juguée Ko, ce qui ne trouble pas l'identité, il viendrait

fl7

Les fonctions jo. y'o "^ seraient donc pas distinctes, comme nous l'avons

supposé.

151. Les fonctions Vo, j',,,...;...; jp. j'^ ,...;... étant distinctes, peuvent

être prises pour indices indépendants à la place d'un nombre égal des in-

dices primitifs x, x',..., x"~* (14-3) (*). Cela fait, et m étant Iç nombre de

ces fonctions, la substitution A se trouvera réduite à la forme

A =
7'

Ko Vo

K.r;

K.r.

x" afx"" -hb'^x"-^' -h . .
. -h c^ X"-' -hd'^y-t H- «T j'e h-

^n-l ^^ ^/i-l ^pm+.
-f. . . , _<_ " I jo Xi fr\r^

Cette forme est compliquée d'imaginaires; mais il serait facile de les faire

disparaître. En effet, groupons ensemble dans l'expression de cbacun des

indices y,,, j'o»-" '^^ termes qui sont multipliés par la même puissance

de Ko- Soit

j. = Y. -h Ko Y, -4- ... -f- K'r» Y/_„ r'o = y; -^ k^y', -h . . . + k;-' y;_„ ... ;

on aura, en changeant K en Kp,

r, = Y, + K, Y, -+-... H- K^-' Y/_„ /^= Y' + K, Y'. -^ . . . + K^-» Y^., ....

Les fonctions distinctes Vo, Jq,...;...; jp, j'^ ,...;... peuvent donc s'expri-

mer en fonction d'un nombre égal de fonctions réelles Y'^, Y,,..., Y/_,, Y'^^,

Y',,..., Y'/_i,...; ces dernières fonctions seront donc elles-mêmes distinctes,

et pourront réciproquement s'exprimer en fonction de y^, y'^,. ..;...; Vp,

j'j, ,...;... par l'inversion des relations linéaires qui les lient à ces dernières

quantités. Prenons Y„, Y,,..., YVi. Y',,,..., Y^/_,,... pour indices indépen-

l'f',^^) Il semble à peine nécessaire de faire remarquer ^que les indices supérieurs dont plusieurs

lettres sont affectées dans ce passage ne sont pas des exposants.
/•r
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danls à la place de jo' fo^'--'^-"' Jp» fi »•••;•••• Lf> subslitution A, rem-

plaçant j^.yj,,...;...; Jp. j'p '•••î--- P^f ^^6S fonctions de ces seules quantités,

remplacera chacun des nouveaux indices ¥„, Y,,..., Y/_,, Y'^, Y'j,..., Y',_,,...

par une fonction de Y<,, Y,,..., Y/_,, Y'q, Y\ Y/_,,... seulement. Elle

remplacera en outre oc"* par la fonction

aT 07" +- b'C x"'+' -+-...-+- c'I'
^"-' -f- ô Yo ^- £ Y, -f- . . . H- (5' Y', + . . .

,

en désignant par ^Y„-f-£Y, H- .. -i- (J^'Y'o+... ce que devient la quantité

<Jo-+-<yo-+----+/"'7. -^••- lorsqu'on y substitue pour jo'7o'---' /<"••

leurs valeurs en Y^, Y,,..., Y',,,.... Cette fonction doit être réelle, et comme

les indices a?'", a?'"'*"',..., oc''-\ Y^, Y,,..., Y'^,... sont tous indépendants les

uns des autres, il faudra que chacun des coefficients a'", b"\..., c^, cî', s,.. ,

(?',... soit réel. On verrait de même que chacun des coefficients a^"^*,..., c"~'

sera nécessairement réel.

152. Soit X le nombre des fonctions distinctes Jo» Jo ^^ substitu-

tion A a pour congruence caractéristique

K„ K)MK,-K)-V

af—K b'I'

af

b"r' cr -K

D'ailleurs la transformation d'indices n'a pas altéré le premier membre de

cette congruence (126) : donc son premier membre était divisible par

(Ko — K)^(K, — K)^... = F^, et le produit de ses autres facteurs irréduc-

tibles était égal au déterminant

«7— K ôT»

«"" 6"-' .-. cr'-

K

Soit F' un quelconque de ces facteurs (si le déterminant est encore divisible

par F, nous choisirons de préférence ce dernier facteur). Soient K'o»-- les

racines de la congruence F'^o, la substitution

C =
X'" a",' x" + 6™ x"'^' +

.

oTW+l r-"—

•

X"
**»
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pourrait, d'après ce qui précède, se mettre sous la forme

j

Z» K',2o '

i .

-

i
z, K', 2,

I

j^m+m' ^m+m- ^m+m' _;_,__;_ c'^+'n' ^,^. _^_ foncl. lin. dC {Zo, z'„, . . . , 2., . . .
)

i , '

I

• • •

i
x"-' a'i-^x"'+'' -h . .

. -h c^-^ X"-' -h foncl. lin. de (z», 2',,.,., z,,...)

aj'^'"',..., Cj~' étant des coefficients réels, et Zo,-o,...; z,,2'j,. ..;... étant les

fonctions linéaires distinctes que la substitution C multiplie respectivement

par K'(,, K, ,...; fonctions dont les coefficients sont des fonctions entières .

de K'o, K'i,... et des coefficients a^",..., c"~*.

Si l'on applique la même transformation d'indices à la substitution A,

elle deviendra évidemment

j

r» K.j.

z, K'.z, -h foncl. (J., /„..., 7,,...)

z; K>;-+-fbnci. (7,, /,,..., J,,...;

z, K'.z, -f-fonct.{7„/.,. .., J,,...)

x'T*-"' a^+'"'j;"+'»'+...4-c'«+'"'^'>--f- fonci. (J., /.,..., J,,..., z„ 2'.,. . ., z„. . .) j

j;»-' ar'^"-^""' +.. . + c^-'^"-' -4- foncl.(^.,r'„...,j.,...,2„z'„...,z.,...)
I

On pourra maintenant lui appliquer la transformation qui simplifie la sub-

stitution

f
.37""'''"' fj^/n-i-m j^m+in' _i_ i ^yn-+-/"' >pn— i |

*.

L

Continuant ainsi, on arrivera finalement à ramener la substitution A à la
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T" / K.j,, K,/.,...

fo,.

où, pour plus de netteté, nous avons mis sur une même ligne les indices

analogues.

153. La réduction ne s'arrête pas là. Supposons en effet, pour fixer les

idées, que les deux facteurs F', F" soient égaux à F, mais que le suivant F"

diffère de F. On aura Ko = K'o= Ko : au contraire, les racines de F"'^o

seront essentiellement distinctes de celles de F^o. Remplaçons chacun

des indices Vf,,... par un nouvel indice (^^ de la forme suivante :

«'o = l'o -H Po Mo -+- . . . + (T„ Ze + . . . H- (7, Z, + . . . + To/o -f- t'o j'o H- . . . + T, Ji-+- . . . .

il est clair que A remplacera Wf^ par une fonction de la forme

K-'ô"^« -+- X'(r«' ïo-y •• -y /•> • • ,
Zo,

. • .
,
Zi,

.
• . ,

W«,
. . . )•

Cela posé, il existe une manière et une seule de choisir les indéterminées

|5„,..., (7o,..., c,,..., T,,, t'(j,..., T,,..., de telle sorte que la fonction /' s'éva-

nouisse. En effet, les coefficients respectifs de m,,, . . . , z^, . .. , z, , . .
. , y„,

r'n,..., jo'-- dans cette fonction ont les formes suivantes :

(K:-lJ)p„ + a, (K:-I^o)(7o-f-6po+c, (K:-K,)cr,-hrfpo-f-e,...,

et, en les égalant à o(mod.^), on déterminera successivement les valeurs

de Po"-» <7o,..., (7,,... sans impossibilité ni ambiguïté, les multiplicateurs

Ko— Ko, Kp— K,,... étant tous différents deo(mod./?).

154-. Les nouveaux indices w^„,..., ainsi substitués aux v^,..., dépendent

de t'o»---» "o'---' z^,...,z^,..., jo, j'o,..., Jo---» qui sont eux-mêmes liés

aux indices primitifs par des relations contenant les deux imaginaires Ko
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et Kq. Il semble donc au premier abord que les expressions de Wo,... en

fonction des indices primitifs puissent contenir à la fois ces deux ima-

ginaires : mais on voit aisément qu'elles ne contiennent d'autre imaginaire

que K .

En effet, nous avons vu (151
)
que les indices imaginaires j„, j'o,..., j,,

y\,.'. dépendent d'un nombre égal de fonctions réelles Y^jY',,,..., Y,, Y'^,...,

et réciproquement. De même les Zo,..., z^,...\ u^,... dépendent d'un nombre

égal de fonctions réelles Z^t.... Z,,...; Uo,.., et réciproquement. Enfin

v^,..., v^,... dépendront de même de certaines fonctions réelles Vo,...,V,,—
Soient v^^^f(y^,..., V,,...),..., v,=/; (Vo,..., V,,. ..),... ces relations;

Vo^/'(^o'--» Vi,. ..),..., V, eee/'j ((;„,..., v^,. ..),... les mêmes relations

renversées. Prenons pour indices indépendants les fonctions réelles ci-des-

sus : il est clair que la substitution A remplace Yo, Y'q,..., Y,, Y'^...;

Z, ,Z,,...; Uo,... par des fonctions de Yq, Yo,...,Y,, Y\...; Zq,..., Z,,...;

Uo,... seulement et V^,..., V,,... par des fonctions de la forme

a V. -f . . . + 6 V, -f- . . . + fond. ( Y„ Y'., . .
.
, Y„ Y', , . . . ; Z., . .

. , Z„ . . . ; U„ . . . ).

Les imaginaires ayant été éliminées, les coefficients de ces fonctions seront

tous réels.

On peut maintenant se proposer de remplacer Vo,..., V,,... par d'autres

indices Wo,..., VV,,..., de la forme

W,= V. + foncl.(Y., Y'.,..., Y„ Y',,.. .;Z.,...,Z„.. .;U.,. ..),...,

et choisis de telle sorte que les fonctions par lesquelles A les remplace se

réduisent simplement à la forme

aWo -h. . .-h 6W, -+-....

Ce problème comporte toujours un système de solutions et un seul. En

effet, on y satisfait évidemment en remplaçant

Vo=/'(f.,..., v„... ),..., v,=/;(f„. .., f,,...),...

par

W.^/'^tv,,. . ., u'„. . .),..., W,=/; (iv„. . ., w„. . .),

Réciproquement, soit [W© ,..., [W,],... un système quelconque de so-

lutions de ce problème : prenons pour indices indépendants y„,j'(),...,

j,,y,,...; ^0,..., z^,...; M„,... avec [«^J =/(rWo] ,..., [W, J,...) ,...,

[w,j ^y^frWo ],..., !^W, ],...),.... Il est clair que la substitution A rem-

i6



; 2o, . .
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Zof', Uo,... par de nouveaux indices

[z,[=Zt-h pj, -f- p'r, H- ....... , [ut] = u,-h (7Z,~ . . .
— r/, -i- r'r', -4- ...... . :

A remplace ces nouveaux indices par des fonctions de la forme

K,[2,]+(p'(r., /.,..., r., /..-•)»•••» K.[M.]-f-iP'{7., /„..., T",, /,,...; z.,..., 2;,...],...,

et on pourra profiter des constantes arbitraires 0, 0',..., c,..., r, r',..., de

manière à faire disparaître yf,y\,..., z,,... de ces nouvelles fonctions. On
aura pour cela à résoudre des congruences linéaires des formes suivantes :

(K.— K,)p-f-aso, (K.— K,)p' -»-«'= o,. ..,

(K.— K,)ff + 6= o,..., {K,— K,)r-hcp-hd= o, (K,- K,)t' + c'p + rf' = o,

4

A=

qui détermineront sans difficulté p, />',..., <7,.-., puis t, t',... (K^ étant dif-

férent de K, ); d'ailleurs K,, a, a',..., bf...,c, d,(f,d\... étant des nombres

complexes formés avec la seule imaginaire Kot il en sera de même de

f>,
p',..., (7,..., T, t',— Les nouveaux indices jz»],..., [m^^,... sont donc

des fonctions des indices primitifs ne contenant que l'imaginaire Ko. Pre-

nons maintenant pour indices indépendants, à la place de z,,..., «i,..., les

fonctions T^jj,..., u,^,... respectivement conjuguées de [zo],..., lu^],... :

A, les remplaçant par les fonctions conjuguées de celles par lesquelles elle

remplace [z^j,..., [mo]»--- (1*9), prendra la forme suivante(en supprimant

les crocbets désormais inutiles qui entourent les indices [z^],..., [m,],...,

[z, ],..., [«<],... et changeant l'ordre des indices de manière k grouper

ensemble ceux qui correspondent à la même racine Ko) :

z., z',,... K. z,-i-<p(j^.,^',,...), K* 2', -h <î>'(j„ /.'•••).-•

a., m',,... K,a,H-vj;{z., z'„...)+ x(r«' /.'—). K.a',+ 4^'(z„ z'.,...)+ x'(7'«»r'..— )»•

tv„.

On voit que les indices du système considéré se partagent ici en / séries

conjuguées, 7o.y«.---.«o.---. "«»•••; J'i»yi»---»z,,...,w, ,...;..., respective-

ment correspondantes k chacune des /racines K», K,,... du facteur irréduc-

tible F.

16.
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156. On peut encore opérer une dernière simplification. Remarquons

dans ce but que les diverses fonctions ^{z^^, z'^,...), tj;'(zo» z'^,...),... rela-

tives aux indices u^, u\,... sout essentiellement distinctes. Car si l'on avait

une relation de la forme

r^{z,, z',,. . .) + /•'i/'(2o, z\,. . .) 4-. . . = o,

A remplacerait la fonction \] =: ru^ -^ r'

u

q-\- . . . par Ko U plus des termes en

jo.j'o" •• Mais, par hypothèse, les fonctions qui jouissent de cette pro-

priété sont celles qui résultent de la combinaison de ^o» ^o'- •• Jo. Jo» ••'

ce qui n'a pas lieu pour U. A fortiori, les fonctions Zq, Z,,,..., définies par

les relations

K„Zo= 4;(zo,2'.,...) + x(r'"r'o>---). k„z',=ij;'(2o, 2;,...) + x'(ro,/., •..)-'•,

seront distinctes. D'ailleurs A remplace une quelconque de ces fonctions,

telle que Z, par Ko Z plus des termes en jo. j'o» Si donc on prend pour

indices indépendants Zo.Z'^,.. à la place d'un nombre égal des indices

So5.--,la forme générale de la substitution Ane sera pas changée, etM„, w'^,,...

seront simplement remplacés par Ko(mo + Zo), Ko (m'^, -f- Z'^, ),....

On pourra ensuite opérer une transformation analogue, remplaçant tout

ou partie des indices jo> Jo»--- P^^ ^^ nouveaux indices Yo, Y'„,..., choisis

de telle sorte que A remplace les indices Zo, Z'^,..., z^^\... respectivement

parKo(Zo-+-Yo),Ko(Z'o-+-Y'o),....

Continuant cette réduction, on finira par amener A à la forme suivante

(nous n'écrivons que les indices de la première série) :

A =

ïo, * 0» • •
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Pour simplifier de même l'expression des altérations que A fait subir à

une autre série quelconque y,, y\,-.. conjuguée de celle-là, il suffira de

prendre pour indices indépendants, à la place de j, , j', , . . . , les fonctions Y,

,

Z,, M,,...; Y\, Z'i,. ..;... conjuguées de Y», Zo, Mq. ••; Y',,, Z'<,,..i:.. :

A les remplacera respectivement par les fonctions K, Y,, K4(Z, +Y, ),

K,(m, -h Z,),...;... conjuguées de Ko Y'o, Ko'Zo -hY'o), Ko(wo+ Zo),. ..;....

157. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

Théorème. — Soit

A=
j
x,x',... ax -\- bx' -k- . . . , a'X -\- b'

x'
-k- ...... . \

une substitution linéaire quelconque à coefficients entiers entre n indices va-

riables chacun de o à p — i ;

Soient F, F',... les facteurs irréductibles d^ la congruence de degré n

b b'-K o (inod. p);

/, /',... leurs degrés respectifs; m, m',... leurs degrés de multiplicité;

On pourra remplacer les n indices indépendants x, x' ,... par d^autres indices

jouissant des propriétés suivantes :

1** Ces indices se partagent en systèmes correspondants aux divers facteurs

F, F',... et contenant respectivement Im, l'm' ,... indices;

2** Soient Kq. K ,,-••» K/_, les racines de la congruence irréductible Fib^o

( mod. /?; ; les Im indices du système correspondant à F se partagent en l séries

coirespondantes aux racines Ko, K,,..., K/_, ;

3" Les indices de la première série de ce système sont desfonctions linéaires

des indices primitifs, dont les coefficients sont des entiers complexes formés

avec Vimaginaire Ko ; ils constituent une ou plusieurs suites yf^, 2o, Wo»-.-;

.? 0' ^o'-'-î--- [*
) tcUes, que A remplace les indices yf^, z„, Wo.--- d'une même

suite respectivementpar Ko Ve, Ko Zo + Jo;» Ko («o + 2„), ... . ;

4** Les indices de la rn- i'""^ série sont les fonctions yr, Zj., m^,...;

JKr » 2,. ,...;... , respectivement conjuguées des précédentes, que Vonforme en y

(*) Nous désignons ici par )\, -„... les indices qui étaient appelés Y„ Z, dans le cours

de la démonstration (lo6).
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remplaçant Ko par K^; A les remplace respectivement par K^j^., Kr(2r -^ Jr)»

Cette forme simple

Je, Z«, Mo, . • . , /,, • . . Ko/«, Ko( Zo 4- Jo ), Ko ( M» -4- Z« ), . . . , Ko/, , . .

.r„ Zy, u,. . .,/,,.. . K,j„ K,(z,4-j,), K,(a, -4-2,),. . ., K, /,,.

.

fo,... K>o,.

à laquelle on peut ramener la substitution A par un choix d'indices conve-

nable, sera pour nous sa forme canonique.

§ VI. — Questions diverses.

Ordre des substitutions linéaires.

158. Problème I. — Former à priori la puissance À d'une substitution

donnée A.

Ramenons la substitution A à sa forme canonique, comme il est indiqué

au théorème précédent. On voit, par une induction immédiate et facile à

vérifier de proche en proche, que A^ est égal à

jo, z^, Mo,..., /,," ^'or^, K;(z«-i-Xjo), K"d uo-hlzo+-—^—^:>'« '••, K'o/„,..

r., z„ M,,...,/,,... K'';j,,K'';(2.+Xj,), K';rM,4->.z,4- ^-^\r. ],..., Ky,,-.

et cette substitution pourra être aisément exprimée au moyen des indices

primitifs a?, a?',.... En effe-t, jo,-Zo» "o.^-.. j'o Ji» z,, m,,...,^'^,..., t^o»--

étant donnés en fonction de oc, x' ,..., on aura, en renversant ces relations,

^= X(r«' -20, Mo,..., /,,. .., J,, 2„ M,,. ..,/,,..., V„,. ..),

^'— X'(jo, 2„, Mo, . . ., /,,.. ., J,, Z,, M„. . ., /,,.. ., V^,. ..),

A^ remplacera donc x, x\... respectivement par xTKoJo. Kof^o+^Jo).--]»
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X'^Ko^o» 1^0(^0 -^- ^.Xo)'-- »••• '• substituant dans ces dernières fonctions à

h place de^o» ^o,... leurs valeurs en a?, x',..., on aura l'expression de la sub-

stitution A^ rapportée aux indices primitifs a?, af,—
159. Problème II. — Trouver Tordre de la substitution A.

L'ordre de la substitution A est, par définition, la plus petite valeur de X

telle, que A' se réduise à l'unité. Pour que cela ait lieu, il faut qu'on ait

simultanément

(4) Ki^K-^^...^!. k;x^o, k;M1^)^o...., k;^^.,... (mod. p

Soit p le nombre d'indices contenu dans la plus nombreuse des suites

yo, Zq, Wo,...; j'o'--î J«' ^i» "i»---i j'i,. ••;...; Vo,... : on aura ainsi

,r, ^ /.{À — i) >.(/.
— r)(À — p-i--:>.) . .

(5) >.^o, ___^o,...,
^,,, ,(p_,)

(mod.;,).

Supposons, pour tixer les idées, que p'' soit la plus haute puissance de p
inférieure à p : les relations (5) montrent que X est divisible par/?*"^' ; et ré-

ciproquement, tout nombre divisible parp^^', mis à la place de X, satisfera

à ces relations.

En effet, la première de ces relations montre que X est divisible par p.

Soit /?* la plus haute puissance de p qui divise X : a ne peut être << ^ -h 1 :

en effet, si cela avait lieu, parmi les relations (5), on aurait la suivante :

^ X(X%-i)...(X-/>«+i)
, . ^-^—i-

—

^ !- ^ o mod. p ).

,, 1 . 2 . . . p* m •'^

Or, X étant divisible par /?*, il est clair que, pour tout nombre /u. inférieur à

p*, X — ,a et |x seront divisibles par la même puissance de p : donc les deux

produits (X — 1)... (X — />* -h i) et 1.2... (/>' — i) contiennent le facteur/?

le même nombre de fois. Donc X(X — 1)... (X — /?*+ 1) et i.a..,/)* contien-

draient le facteur o le même nombre de fois, et par suite——L/niL

—

P L'
' '^ 1.2. .. p"

ne pourrait être divisible par/?.

Réciproquement, si X est divisible par />*^', toutes les relations (5) sont

satisfaites; car soit
—';•••( ~^"'"'^ =:o (mod.p) l'une d'elles; r étant

1.2. .. r ^ '^

'

moindre que p^^* , contiendra le facteur p à une moins haute puissance

que X; d'autre part (X — i)...(X — r-\- i) sera divisible par la même puis-

sance de p que 1. 2...(r — i) : donc la relation sera satisfaite.
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Pour que A^ se réduise à l'unité, il faudra en outre satisfaire aux relations

l^^K^j ^...^ I , K(J^ I ,.... Soient respectivement â, â\... les plus petits

nombres qui, mis à la place de X, satisfont séparément à ces diverses rela-

tions, d le plus petit multiple de â, â',... : X devra être divisible par d.

Or d est premier à p; car si Ko, K',,,... sont respectivement des imagi-

naires d'ordre v, v',..., on aura K^'-^^i, K^'~*^i, Désignons par p.

le plus petitmultiple de v, v',...
:
p^— i sera un multiple de//— i,p^'—i,...:

ce sera donc un multiple de chacune des quantités â, â',..., et par suite un

multiple de d. Mais il est premier à p : donc d l'est également.

Le nombre X devant être un multiple de chacun des deux nombres d et

p'^'^*, premiers entre eux, sera un multiple de dp'^^\ Réciproquement, il est

clair que A"'''''*'' se réduit à l'unité : donc X = dp'^"^^

.

160. Remarque. — Si la substitution A se réduisait à la forme

I r«'/o'- • -^Ji» /,>•. ^0,- • . K«j„, K,/„,.. ., K, r,, K,/, . .., K>„,. . .
I,

où chaque indice est multiplié par un simple facteur constant, les rela-

tions (4) se réduiraient aux suivantes :

K «^ K.^ ^s . . .^ I , K „'• ^H I , . .
.

,

et X se réduirait à d.

^ P
161. Corollaire. — Si l'ordre de A est égal à /T on auraK^^i, d'où

K^^ I . Mais on a d'autre part kÇ"' e^ i , d'où Ko^ K^^ i . On a de même
K,^ I,..., K'„^i,.... Donc la congruence caractéristique de toute substitu-

tion linéaire d'ordre /jfa ses racines réelles et égales à l'unité. Cette sub-

stitution peut donc être ramenée à la forme canonique par une transfor-

mation d'indices réelle.

Substitutions échangeables à une substitution donnée.

162. Problème III. — Déterminer la forme générale et le nombre des sub-

stitutions linéaires échangeables à une substitution linéaire donnée A.

Supposons A ramenée à la forme canonique, et soit, pour fixer les idées,

A=:
I j„, z,, y\, 2„ V, Kojo, Ko(zo-+-jo), K,r,, K,(2,-j-r.). K'c |.
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Pour qu'une autre substitution linéaire

B =
I Jb, Zo, 7',, . . . ay\ -+ bzo -4- cj, -h dz, -h ef , a'je -+- h' z»-\- . ., a")\ -i- ...... . |

soit échangeable à A, il faudra que les deux substitutions AB et BA rem-

placent chaque indice par des fonctions respectivement identiques; d'où les

relations de condition

a K,j, -i- 6K«( z, -(- j, ) -+- c K, /, -h rfK, ( z, -f- r. ) + e K'

f

^ Ko { a)\ -+- bZf, H- cy\ -i- dz, + ev),

a' K.7. -r- 6' K.( Zo -f- J. ) + C K, j. + c?' K. ( z, + j. ) -+- ^' K'

f

^ K,(a'j,H- 6'Zo-f- c'jiH- </'z, -h e'c H- an-f- 6z,h- c>-, -4- rfz, -;J- ev ),

Égalant les coefficients de chaque indice dans les deux membres de chacune

de ces relations, il vient, entre autres relation», les suivantes :

eK'= K,e, rfK,= K.£/, cK,-f-rfK,= K.e,

e'K'= K.e'4-K,e, </'K.= K. ^' -h K. ^, c'K.-f- rf'K.= K, c' -i- K.c,

et comme K, et K' ne sont pas congrus à Ko, on en conclura nécessairement

e^o, d^o, puis c^o, d'^o, e'^^o, et enfin c'^o.

Donc, pour que la substitution B soit échangeable à A, i7 e^/ nécessaire

quelle remplace les indices Vo, Zo d'une même série par des fonctions de ces

seuls indices.

163. Soit donc

B =
1 n, z«, j„ z„ V, a«^-,+ 6,z„ a', n+ 6', z„ a.^^'.-t- 6, z,, «', j, + 6', z,, cf |.

On sait que les indices imaginaires jo, Zo,y,, z, peuvent s'exprimer en

fonction d'un nombre égal d'indices réels Y», Y,, Zo, Z,, el réciproquement.

Cela posé, B sera le produit de deux substitutions distinctes

B' =
I
y», Zoi r,, z,, f, «o^'o-f- ^oZ„ rt', 7-0-4- 6', z„ a, j, -f- 6, z,, a', j,-|-6', z„ c

|,

B"=
I
r., Zo, r,, 2„ c, 7o, Zo, j„ z,, et/ |,

dont la première remplace Yo, Y,, Zq, Z, (fonctions linéaires de v„, z^, j, , z^)

par des fonctions linéaires de Vo, Zo, v,, z,, ou, ce qui revient au même, par

'7
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des fonctions linéaires de Y», Y,, Zo, Z,, sans altérer s^, tandis que la seconde

altère au contraire l'indice v, sans altérer y^, z^, y,, z,, et, par suite, sans

altérer Y„, Y,, Zo, Z,.

La substitution A est de même le produit de deux autres, A' et A", alté-

rant, l'une les indices Yo, Y,, Zo, Z,, l'autre l'indice v.

Pour que B représente une substitution réelle, dont le déterminant ne soit

pas congru à zéro et qui soit échangeable à A, il est clair qu'il est néces-

saire et suffisant que B' et B" soient séparément des substitutions réelles,

dont les déterminants ne soient pas congrus à zéro, et qui soient respecti-

vement échangeables à A' et à A".

164. Cherchons donc comment B' doit être déterminé pour satisfaire aux,

conditions ci-dessus.

f^ Soientjo-Yo+KoY,, Zo-=Zo+ KoZ,, j^ = Yo+ K^^, z, ==Zo + K,^
les relations qui existent entre les indices imaginaires jo> ^o» Ji» ^t et les

indices réels Yo, Y,, Zo, Z). ta substitution B', pour être réelle, devra rem-

placer ces derniers indices par des fonctions réelles : elle remplacera donc

en particulier les indices jo = Yo H- KoY,,... par des fonctions de Yo, Y,,

Zo, Z, et de Ko. Remplaçant dans ces fonctions Yo, Y,, Zo, Z, par leurs va-

leurs en fonction de jo> ^o» Ji» ^i» on voit que B' j^emplace chacun des in-

dices y^, Zo» y» > ^1 P<^^ unefonction de ces mêmes indices, dont les coefficients

ne contiennent d'autre imaginaire que Ko-

D'ailleurs les fonctions a^y, +6, z, , a\ y^ -\- b\ z, , par lesquelles elle rem-

place yf, z,, sont conjuguées des fonctions «o/o + ^o^o» ^oJo + ^'o^o» P<^^

lesquelles elle remplace yq, Zf^[\h'^).

En second lieu, le déterminant de B' est évidemment égal au produit des

: donc pour qu'il ne soit pas congru à zéro, ildéterminants

sera nécessaire que

«1 6,

a\ b\

Oo bo

a. b\
ne soit pas congru a zéro.

Enfin, la substitution réelle B' est le produit de deux opérations imagi-

naires

^'o = I Jo, Zo, Ji, Z., V aojoH- ^oZo, a\y\+b\ z«, r., z,, v |,

B'i =
i
Jo, Zo,j,, z,, V jo, z„, a,j, 4-6>z,, a', r. -f- ^', z,, v |,

dont l'une altère les indices y^ et Zo seulement, et l'autre les indices j<

et z, ; A' peut être de même décomposée en deux opérations imaginaires,

Aq et A'j, altérant respectivement les indices jo» ^o et les indices y,, z,.
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Pour que l'on ail B' A' == A'B', il faut que ces deux substitutions fassent subir

la même altération aux indices Vo, -o- ^ïa's ces altérations sont respective-

ment représentées par B'^ A'„ et par A'^B^ : il faut donc que Kq et B'^ soient

échangeables entre elles.

165. Réciproquement, toute substitution B' satisfaisant aux conditions qui

viennent d'être trouvées est réelle; son déterminant n'est pas congru à zéro;

enfin elle est échangeable à k'

.

En effet, soit

fl.r.+ ^.2. = lY.j-^K.[Y,], d'où a,j,-4-/>,2, = [¥,] + K, [Y.],

[Yo]- el [Y,] étant des fonctions réelles. La substitution B' remplaçant

v„ = Yo+KoY, par[Yo]-hK„[Y."]et j.-Y„H-K.Y, par [Y„] -f-K, TY, j.

remplacera Yo et Y, par [Yo] el [Y,], qui sont des fonctions réelles; de

même, elle remplacera Zo, Z, par des fonctions réelles.

En second lieu, le déterminant de B' ne sera pas congru à zéro; car il

est égal à

a, bt

«. àt

<K
fli b,

a\ b\

a, 6.

a'. h.
; mais le déterminant

, .,
I

en y remplaçant Ko par K, = KJ, est congru à

, qui se déduit de

«'. ^'.
(mod./>). Le

déterminant de B' se réduit donc à (mod,/>), quantité non con-

grue a zéro.

Enfin B' sera échangeable à A'; car B'A' el A'B' font subir les mêmes al-

térations aux indices ^0» ^o» «t font en outre subir à y,, z^ des altérations

conjuguées de celles-là, et par suite identiques.

166. Les considérations qui viennent d'être développées sur un exemple

particulier sont évidemment applicables à tous les cas, et permettent d'é-

noncer le ihéorèîiie suivant : •

Thkorème. — L'ne substitution linéaire A, étant ramenée à saforme cano-

nique, peut être considérée comme étant le produit d'un certain nombre d'opé-

rations partielles A « , A ,,..., A'^ , ... , consistant chacuneà altérer les indices d'une

seule série, en les remplaçant respectivement par certaines fonctions linéaires de

ces mêmes séries.

Toute substitution linéaire B échangeable à A sera de même le produit d'o-

pérations partielles, altérant chacune les indices d'une seule série, quelle rem-

place par des fonctions linéaires de ces mêmes indices.

Soient y^, i;», ... ; y, , s ,,...:... ; >'/_, , S/_
, , . . . / 'ensemble des séries qui consti-
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tuent un même système , correspondant à un facteur irréductible dont les racines

sont Ko, K, , . . . , K/_, • Soient A», A , , . . . , A/_, e^ Bo, B, , . . . , B/_, les altérations que

A et B/ont respectivement subir aux indices de ces diverses séries . L'opération Bo

consistera à remplacer les indices jo » ^o » • • P^^^'
desfonctions «o/o ^" ^o ^o H- • • •

,

a'(,j^o'+" ^0 ^0+ •••»••• de ces mêmes indices, dans lesquelles les coefficients

«0 . ^0 » • • • ; ^ » ^0 ' • • • ' • • • ^^^^ d^^ entiers complexesformés avec l'imaginaire Ko

.

Ces entiers complexes peuvent être quelconques, pourvu qu'ils satisfassent aux

deux conditions suivantes :

6„

est ^o (niod. p);I
*^ Le déterminant b'

2" Les opérations Aq et Bo sont échangeables entre elles.

Les opérations B , , . .
. , B/_, consisteront à remplacer les indices j, , s ,,...;... ;

//_,, 2/_,,... respectivement conjugués de jo» '^o»--- par les fondions respecti-

vement conjuguées de «„ Jo + ^o ^o -+-•••
> ^'o /o +-

^'o ^o + ...,...; elles seront

ainsi complètement déterminées.

On pourra construire de même les altérations que la substitution B fait subir

à chacun des autres systèmes d'indices.

On voit par là que le problème de construire les substitutions telles que

B, échangeables à A, revient à déterminer les opérations Bo échangeables

à Ao.

167. Poursuivons cette recherche, et supposons, pour fixer les idées,

A,=

r
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relation qui ne peut être idenlique que si les coefficients qui multiplient dans

la fonction /chacun des indices z^ u, z', u\ z" se réduisent à zéro; / se ré-

duit alors à /(j, /', j"). On voit de la même manière que les indices w, u!

doivent disparaître de chacune des fonctions /, ip, /', 9', / ', ç/". Soit

donc

j; = «M -h 6«' -f- ^,{y, z, y\ z\ y", z"), 4/' = «'m 4-6'"'+ f.(j, z, y', z', y", z"]:

le déterminant
a b

a' b'
entrera comme facteur dans celui de B», et, par

suite, devra différer de o (mod./?)

Posons maintenant

C =

a y + b y' -\- -l^^io, o, o, 0,0, o)

a z + b z' ->t-^,{o, y, o, y', o, y")

a u-h b u' -h'])^{y, z, y', z', y"

,

z")

a!y + b'
y'

->r ^\[o, o, o, o, o, o)

a'z-^b'z' ^ f,{o, y, o, y', o, y")

a'u -4- 6'a'+ .y.{j, z, y\ z\ y", z")

y"

z"

(les termes identiquement nuls <];, (o, o, o, o, o, o), tj''i(o, o, o, o, o, o) étant

écrits dans le but de faire mieux ressortir la loi suivie dans la coostruction

deC).

Le déterminant de cette opération est au signe près une puissance de

, ,, ; il est donc différent de o (mod. p). En outre, on vérifie immédiate-

ment qu'elle est échangeable à Ao- Posons maintenant Bo = CD. L'opération

D = C~' Bo a son déterminant non congru à zéro; elle est échangeable à Ao,

et de même forme que Bq; mais en outre elle n'altère ni u ni a'. Les fonc-

tions '^ et i{>' s'y réduisent donc à m et m'.

Egalons maintenant les fonctions que DAo et AoD font succéder à m : il

vient, en supprimant le facteur commun K,

M -h «^ M -1- 9.

Donc la fonction 9 se réduit à z. De même, 9' se réduira à z' , f eif 2Ly

et /'. Aucun indice des suites y, z, u, y', z\ u ne sera donc altéré.

Égalons de même les fonctions que DAo et Ao D font succéder aux indices

z" et j" : on voit immédiatement que la fonction 9" ne C(èntient pas m, a', et
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qu'en la mettant sous la forme mz"-\-ny"'\-(^\{y, z, y\ z'), f" sera de la

forme my"-Jf 9", (o. r, o, y' )

.

Cela posé, l'opération D est le produit de deux autres, dont l'une, E, rem-

place les indices z" et y" par mz" -{- ny" et my", tandis que l'autre, F, accroît

ru'spectivement ces indices de 9", (j, z,y', z') et (p\{o, y, o, y'), aucune de

ces deux opérations n'altérant j, z, u, y', z', u'. L'opération F a pour déter-

minant l'unité, et elle est échangeable à Aq : donc E aura son déterminant

> o fmod. p) et sera échangeable h Ao- Le problème de déterminer E d'après

ces conditions est identique à ce qu'aurait été le problème initial de déter-

miner Bo, si la série des indices que Bo altère n'avait pas contenu les suites

y, z, u et y', z\ u'

.

Les considérations précédentes s'appliquent immédiatement à un cas

quelconque, et montrent que la détermination de Bo se ramène en général

au problème analogue que Von aurait en effaçant de la série que Bo altère tous

les indices qui appartiennent aux suites les plus longues.

168. Cherchons maintenant à déterminer le nombre des substitutions

échangeables à une substitution quelconque A.

Supposons que A étant ramenée à la forme canonique, les indices y for-

ment plusieurs systèmes. Soient respectivement N, N',... les nombres de

manières dont on peut déterminer les altérations Bo, B'„,... que la substitu-

tion cherchée B fait subir respectivement aux premières séries de chacun de

ces systèmes : le nombre des substitutions distinctes obtenues en combinant

ensemble ces altérations est évidemment égal à NN'

Pour déterminer chacun de ces nombres, N par exemple, supposons que

Ko soit imaginaire de l'ordre /, et que la série que B» altère contienne q in-

dices, formant m suites de n indices, //*' de n' indices, etc., les nombres

n, n'y... allant en décroissant.

Soient respectivement L, M les nombres de manières de déterminer les

opérations partielles C et D : il y aura LM manières de déterminer B. En

effet, soient C^ Ca,.., Cl_i et D,,..., D„_i les diverses substitutions qu'on

peut prendre pour C et D : tous les produits de la forme C» Dp sont distincts.

Soit en effet CaDp= Ca'Dp- : ces deux opérations doivent altérer de même les

indices des suites les plus longues; mais Dp et Dp' ne les altèrent pas : donc

Ca el Ca' les altèrent de même : donc elles sont identiques : donc Dp= Dp/.

On voit de même que le nombre M est lui-même égal au produit des

nombres P et Q de manières dont on peut déterminer les opérations par-

tielles E et F dont le produit constitue D. On aura donc enfin N = LPQ
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169. Pour déterminer L, remarquons que les coefficients de C sont en

nombre qm, parmi lesquels ceux des fonctions ^^, ^^,... en nombre

m[mn + ni ri^m"n"+ ...— m) sont entièrement arbitraires et peuvent être

choisis chacun de p^ manières différentes, tandis que les autres a, b,...\

a' , b' ,...;... en nombre m^, doivent être tels, que leur déterminant soit

Jo (mod. p). Soit L' le nombre de manières de les choisir : on aura

Pour déterminer L', imaginons un système de/?^'" choses, représentées par

le symbole général -'«j-.x.,. .,a™_,» chacun des indices indépendants Xff,x^,...

prenantsuccessivement/^Saleurscomplexesdela forme a-f-Ko]3-!-...+Kj~*Ç

(mod. p)\ et considérons les opérations qui remplacent =^^x„x„ ...x„_. P^'*

*^ax„+6x,+ ,a'x.+6'x.+ » «» ^»---; a', b\. ..;... étant des entiers complexes.

Pour que ces opérations, que nous pouvons désigner par le symbole

I

^0, ^1, • • . a^o -+- bxi H- . .
.

, a! Xt-\- b'xy H- ...... .
|

,

représentent des substitutions, il est nécessaire et suffisant qu'elles fassent

succéder chacune des choses -A,^ ^ _ à une autre, et à une seule; donc,

étant donnés les indices ax^-^ bx,-h..., a'x^-h b'Xf-h..., , on devra pou-

voir en déduire sans ambiguïté x^, a?,,..., ce qui exige que le déterminant

des quantités a,b,...; a', b', ...;... ne soit pas congru à zéro. Le nombre V
des systèmes de valeurs de ces quantités qui n'annulent pas le déterminant

est donc précisément égal au nombre des substitutions linéaires

I
Xo, X,,... axt-\- bx,-\- . . ., a' Xo+ b' Xi-h. . .,. . . |,

qu'un raisonnement entièrement analogue à celui des n*^* 123 et 124 montre

égal à

(/?"'— i){p^— p')' ..[p"'— p^"-"'].

170. Passons à la détermination de Q : elle n'offre aucune difficulté. En
effet, la substitution F accroît les derniers indices de chacune des m' suites

de n' indices d'une fonction linéaire des n' derniers indices de chacune des

m premières suites; elle accroît les derniers indices de chacune des m" suites

de n" indices d'une fonction linéaire des n" derniers indices de chacune des

m premières suites, etc. Ces fonctions étant déterminées, F le sera. D'ailleurs

les coefficients qu'elles contiennent, en nombre/w'n'm-i-m' n'w-h,.., sont

tous entièrement arbitraires, et peuvent être choisis chacun de />' manières :
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d'où

171. Réunissant les résultats qui précèdent, il vient

D'ailleurs P est ce que deviendrait N si le nombre des indices de la série

était seulement m'n'-^m"n"-Jr..., au lieu de mn -\- m'n -h m" n"
-i- . . . : on

aura donc de même

P, étant ce que deviendrait N si la série ne contenait que m"n"-i-... in-

dices, etc.

172. Problème IV. — Déterminer les substitutions linéaires qui se ramè-

nent à une forme canonique donnée, et trouver leur nombre.

Soient k. A',... les substitutions cherchées : elles ne sont autres que les

transformées de A par les diverses substitutions linéaires.

En effet, supposons pour plus de généralité que la réduction de A à la

forme canonique exige l'introduction d'imaginaires. Soient X -!-«¥+ ... l'un

des indices imaginaires introduits, X --h i^Y+ . ...... ses conjugués. On

peut prendre pour indices indépendants, au lieu de ces indices, les quan-

tités réelles X, Y, Soit B la forme que prend la substitution A rapportée

à ces indices : on pourra, par une transformation d'indices réelle, donner

à A la forme B. On pourra de même, par une transformation d'indices réelle,

donner à A' la forme B, et réciproquement. Donc, par une transformation

d'indices réelle, on pourra donner à A la forme A'.

Mais soient

A =
1
X, x' ,. . . ax -^ bx' -\- . . ., a'x -1- b' x' -h . . .,. . .

|

,

A'rzz
I

X, x',. . . (XX H- (3^'H-. . ., a'x -f ^' x' -{- . ...... |,

et soient

ç —- mx -+- nx' 4- . • . , |' =^ m' x -+ n' .r' -f- ...... .

les nouveaux indices auxquels il faut rapporter A pour lui donner la

forme

\l,i:,... «^ + (3^4-.. ., a'^H-f3'r-i-. -.,...
I
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identique à celle de A'. Il est clair que A' sera la transformée de A par la

substitution

X, X ,. . . mx + nx -{-..., m x -{- n x

Réciproquemenl, si A' est la transformée de A par la substitution ei-des-

sus, il est clair qu'en prenant pour indices indépendants ^ = mœ -+ nx'-h ...,

S,'= m'a:-{-n'x'-h...t..., on donnera à A une forme identique à A'. Par une

transformation d'indices inverse de celle-là , on pourra donner à A' la

forme A. Cela fait, par une iiouvelle transformation d'indices, analogue à

celle qui ramène A à sa forme canonique, on ramènera A' à la même forme

canonique.'

Cela posé, soient M le nombre total des substitutions linéaires; N le

nombre de celles qui sont échangeables à A, et que nous désignerons par

C, C,— Si une substitution linéaire D transforme A en A', les N substitu-

tions CD, CD,... produisent cette même transformation. Le nombre des

transformées dislioctes A, A',... sera donc :^-

Remarque. — On vient de voir que si deux substitutions A, A' sont trans-

formées l'une de l'autre par une substitution linéaire, on peut donner à

l'une d'elles la forme de l'autre par une transformation d'indices convenable.

Mais cette transformation n'altère pas son caractéristique (126). Donc deua;

substitutions dont l'une est la transformée de l'autre par une substitution

linéaire ont même caractéristique.

Faisceaux dont les substitutions sont échanseables entre elles.

173. Problème V. — Trouver la forme générale des faisceaux contenus

dans le groupe linéaire et dont les substitutions sont échangeables entre elles.

Soient G l'un des faisceaux cherchés. S, S,,... ses substitutions, dp'^.

d,p^',... leurs ordres respectifs [d, d,,... étant premiers à/?). Le fais-

ceau G contient évidemment les deux groupes partiels F = ^S^*'^, Sf ''',...)

et £ = (8**, Sf',...). Réciproquement, les substitutions de ces deux fais-

ceaux, combinées ensemble, reproduisent G; car la substitution S, par

exemple; dérive de S'''" et S'' (31).

Les substitutions de F sont toutes d'ordre premier à p. Soit, en effet,

A = S^'Sf'' l'une d'entre elles; on aura A'''''=r S'^'^'^'^'S'Î'''^''' = i. Donc
l'ordre de A divise c?c?, ; donc il est premier à/>.

i8



ia« LIVRE DEUXIÈME.

De même, les substitutions de E ont toutes pour ordre une puissance de p.

Déterminons successivement les deux faisceaux partiels F et E.

174. Commençons par F. Soit A une de ses substitutions : ramenée à la

forme canonique, elle deviendra

A =
I

X, Xi,. . ., :r„_,, j, . . . , 2, . . . ax, ax„ . .
. , aXm-^, by,. . . , cz,. . .

|

,

a, h, c, . . . étant les racines distinctes de sa congruence caractéristique,

X, ^,,..., a7,„_,; j,...; z,...;... les indices des séries respectivement cor-

respondantes à ces racines.

Soit A' une autre substitution de F : étant échangeable à AN elle doit

remplacer x,..., a7,„_, par des fonctions linéaires de ces seuls indices; de

même pour les autres séries. Soit donc

A' = r,
•

.
•

2, ...

(XX + ...-+- yXm-i , • . • , «m-i ^ + . . . -i- y^-i X,n-

ez -+-...,...

On pourra canoniser cette substitution sans altérer la forme de A, qui

est déjà canonique. En effet, considérons spécialement les m indices a?,...,

^„j_,. Pour canoniser A' en ce qui les concerne, on aura à résoudre la con-

gruence de degré m :

?(K):

K

K
^o (mod./>).

Les indices x,..., ^,„_, étant liés aux indices primitifs par des relations

linéaires dont les coefficients sont fonctions de la quantité a (157), qui

peut être imaginaire, les coefficients a,..., y,n~^, peuvent contenir cette

même imaginaire. Mais, dans tous les cas, a sera racine d'une congruence

irréductible \ coefficients réels. Soient / le degré de cette congruence, a,,

«2»---' «/-< ses autres racines. Désignons par ^,(K),..., 9/_,(K) ce que

devient ^(K) lorsqu'on y remplace a successivement par a,,---» ^/-i- '^^

congruence

9(K)9,(K)...9/_,(K)= o imod.p)

aura pour coefficients des fonctions symétriques de a, a,,..., «/_(. Ces coef-

ficients seront donc des entiers réels. D'ailleurs cette congruence, étant de
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degré rnl,^ a w/ racines réelles ou imaginaires. Le facteur 'p(K), égalé à o

(mod. p) donnera donc m racines égales ou inégales, et dont le degré d'ima-

ginarité sera au plus Im.

Soient a', a\,..., a'^_^ ces racines, m', w', ,..., m]^_, leurs degrés de mul-

tiplicité respectifs. On pourra remplacer les indices x,..., oc,„-, par d'au-

tres indices ce',..., x'^_^ choisis de manière à ramener la substitution

I

X,. . ., x„_, a^ + . . . -f- y:r«_,, . . . , a„,_, a: H- ... + y„_, :«:,_,
|

à la forme canonique

I

X ,..., Xm — 1> ^iTi'j"»'» '*'m'+m'— !»••• 0,X ,,.., U X „,— |, U^X „,,..., fl
i
.* /r'-(-//i"— !>••• |

Des transformations analogues peuvent. être effectuées sur chacune des

autres séries d'indices j,...; z, ...;... En effectuant simultanément toutes

ces transformations, on ramènera A' à Ja forme canonique. D'ailleurs, la

forme de A n'aura pas été altérée; car A, multipliant par a chacun des

indices x,..., x^-i, multipliera par la même quantité chacun des indices

x',..., x'„_y, qui en sont des fonctions linéaires; de même pour les autres

séries. On aura donc

A =
\
x',..., x'„,^i, X',... ax',..., a x'„_t, b}',.. . |,

A'=
I
x',.. ., x'^-^i, x'„;. .., j',... a'x,..., a'x'„._„ a\x'„..,. .., b'y',. . . |.

Chacun des nouveaux indices, tel que x' , est une fonction linéaire des

indices primitifs, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des

quantités a et a' , par lesquelles le multiplient respectivement les substi-

tutions A et A'. En effet, x' est une fonction linéaire de x,..., ir,„_,, dont

les coefficients sont rationnels en a', a,..., 7,„_,. Mais a,..., 7ot_, sont des

fonctions rationnelles de a, et x^,.., ic^_, sont des fonctions des indices

primitifs, dont les coefficients sont rationnels en a.

175. Le faisceau F contient toutes les substitutions A'^A"^, dérivées de A
et A'. S'il en contient encore d'autres, soit A" l'une d'elles; elle est échan-

geable à A; elle remplacera donc les indices a;',..., a? '„._,, que A multiplie

tous par a et A' par a, par des fonctions linéaires des seuls indices x',...,

^',„-i, que A multiplie par a. D'ailleurs A" est échangeable à A'; donc tous

les indices x'^.,..., x'^_^ que A' ne multiplie pas par a' disparaîtront de ces

fonctions, qui ne contiendront plus que les indices a;',..., a; '^._,. Si donc

on répartit les indices en séries, en groupant ensemble ceux qui sont tous

i8.
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multipliés par un même nombre dans A et par un même nombre dans A',

A" fera succéder aux indices de cbaque série des fonctions linéaires de ces

seuls indices.

Soit donc

On pourra trouver une transformation qui ramène A" à la forme cano-

nique en ce qui concerne les indicés de la série ^',..., cc'^._^, si l'on peut

résoudre la congruence

4;(K)

K

«/n'-l y'^_,—

K

^o (mod. p).

Les indices £1?',..., ^',„_j étant liés aux indices primitifs par des relations

linéaires dont les coefficients sont fonctions de deux quantités a, a', qui

peuvent être imaginaires, les coefficients cl',..., 7',..., «',„,_!,..., 7',„_i pour-

ront contenir ces mêmes imaginaires; mais, dans tous les cas, a satisfera

à une congruence irréductible du degré /, dont les racines seront a, «,,...,

«/_,, et a' satisfera à une congruence irréductible du degré /', dont les

racines seront a', a\,..., di,_^.

Si l'on désigne par tj^jj^ [jl'(K) ce que devient
^J^
(K) lorsqu'on y remplace

respectivement a par une autre racine a^ de la suite a,..., ai_^, et a! par

une racine «p/ de la suite a! ,..., ài_^, la congruence

4^(K)^l;o.,(K)...^,,,'(K)...^}>/_.,/._,(K) = o (mod./>)

aura pour coefficients des fonctions symétriques en a, a,,* » (^i-\ d'une

part, en a', d^,..., di._^ d'autre part. Ils seront donc réels. D'ailleurs cette

congruence étant du degré //'m'aura ll'm' racines réelles ou imaginaires.

Le facteur <]> (K) de degré m' , égalé à o (mod. p), donnera donc m' racines

de la même forme.

Opérant maintenant comme au numéro précédent, on pourra ramener A"

à la forme canonique sans altérer la forme de A ni de A'.

176. En continuant ce système d'opérations jusqu'à ce qu'on ait épuisé

les substitutions de H, on arrive à ce théorème :

Théorf.me. — Les substitutions A, A', A", . . .
, d'où dérivent toutes celles de F,

peuvent être ramenées simultanément à leurs formes canoniques respectives par
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une transformation d'indices réelle ou imaginaire. Chacun des nouveaux in-

dices, tel que x, est une fonction linéaire des indices primitifs, dont les coeffi-

cients sont des fonctions rationnelles des quantités réelles ou imaginaires a, a'

,

a",..., par lesquelles A, A', A",... le multiplient respectivement.

177. On peut supposer que l'ordre de chacune des substitutions A,

A', A",... dont F est dérivé est une puissance d'un nombre premier; car

toute substitution résulte de la combinaison de celles de ses puissances

qui ont pour ordre une puissance de nombre premier (31). Soient donc

n^ l'ordre de A, k'^' celui de A',..., tt, ;:',... étant premiers : a^'\ a'~'\...

seront congrus à i (mod. p).

Formons donc la suite a, a-, à^,... des puissances de a; soit o'' la pre-

mière de ces puissances qui soit congrue k l'unité, et à partir de laquelle

elles se reproduisent périodiquement : p devra être un diviseur de n^. On
aura donc p = n^-, X étant au plus égal à ^i. Si p'—i est la première des

quantités de la suite p — i, p^ — i,..., />'— i,..- qui soit divisible par ti',

a sera racine d'une congruence irréductible de degré /. En effet, parmi les

quantités de la suite

aP-', aP'-',. . ., aP'-\.

.

.,

aucun^e sera congrue à l'unité avant fl^'~'.

De même, la première des puissances successives de a' qui soit congrue

à l'unité suivant le module p sera une puissance tt'* de n' égale ou infé-

rieure à 7r'"; et si p' — i est la première des quantités de la suite p — i,

p'^ — i,..., p^'—i,... qui soit divisible par n'\ a' sera racine d'une con-

gruence irréductible de degré /'.

Cela posé, considérons isolément, parmi les substitutions de la suite A,

A', A",.., toutes celles dont l'ordre est une puissance d'un même nombre

premier tt. Les coefficients «, a', a",... correspondants à ces substitutions

sont des fondions entières d'un seul d'entre eux. En effet, à^', a'"^,... sont

congrus à i (mod./?). Soit À le plus grand des nombres X, X',... ; on aura

= œ- =1,

et aucune puissance de à^' * inférieure à celle-là ne sera congrue à i.

Donc «"""'
sera, comme a', une racine d'une congruence irréductible de

degré /', en fonction entière de laquelle on pourra exprimer a' '20;.

Ainsi a' sera une fonction entière de a; de même pour a",
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Considérons de même les substitutions de F dont l'ordre est une j)uis-

sance d'un autre nombre premier ;:, : les eoefficients correspondants «,,

a\,... seront tous des fonctions entières de l'un d'entre eux, a^. De même
pour un autre nombre premier tto, etc.

Considérons maintenant ces coefficients a, a,, «o,..., satisfaisant respec-

tivement à des congruences

Ils s'expriment tous par les puissances d'une seule imaginaire aa^a,...r=^i,

satisfaisant à la congruence

En effet, V<'<'--" se réduit à «'^<''^^--- (mod./?); mais tt,, t....... étant

premiers à tt, on pourra (2) déterminer deux entiers r et r' de telle sorte

que l'on ait rrr^TTg-... = r'?:^ -t- i ; on aura alors

Donc a s'exprime rationnellement en fonction de i \ de même pour «,,

«2»---; de même pour les autres coefficients a\ a",...; a\, a\,...T^.. qui

sont des fonctions entières de a, de a', etc.

Il existe une substitution dans F qui multiplie l'indice x pari. En effet,

soient respectivement A, A,, Ao,..- celles qui multiplient x par a, a,,

a^,..; la substitution A A, Ag... le multipliera par aa,a2... = i-

178. Les considérations qui précèdent permettraient, ainsi que nous

allons le voir, de ramener aisément à une forme réelle toutes les substitu-

tions de F.

Nous pouvons grouper tojis les indices en séries distinctes, en convenant

de réunir en une seule série tous ceux que chacune des substitutions de F

multiplie par un même facteur constant; il se pourra d'ailleurs que toutes

ces séries ou quelques-unes d'entre elles ne contiennent qu'un seul indice.

Soient x, x',...; r, y',...; z, z',...;... ces diverses séries.

Les indices x, x',..., qui appartiennent à la même série S que x, sont

liés aux indices primitifs par des relations linéaires dont les coefficients

sont des fonctions rationnelles de i. On peut supposer ces fonctions entières

et du degré v — i, en désignant par v le degré de la congruence irréduc-

tible dont i est racine. Si l'on ordonne les termes suivant les puissances
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(le i, on aura

X, Y,..., Z; X', Y',..., Z';... étant des fonctions linéaires réelles des indices

primitifs.

Une substitution quelconque A prise dans F, multipliant x, x',... par

un même facteur constant a^^f{i), multipliera leurs conjugués

^^ = X + //-¥+... + /('-' )/'fZ, x'f= X'-f- iP'Y'-h . . . -f- iC'-'^f^Z',

.

.

.

parap=/(.>0(U9).

Si l'on exprime Xç, x\,... en fonction des indices x, x',...\ y, y',...;

z, z',. ..;..., leurs expressions ne devront contenir que les indices d'une

' même série. En effet, pour que la substitution A, par exemple, multiplie Xç„

xl,... par flp, il faut évidemment que le facteur par lequel elle multiplie

chacun des indices qui entrent dans ces expressions soit précisément a^.

Tous ces indices sont donc multipliés par un même facteur dans chacune

des substitutions de F; ils appartiennent donc à une même série.

Cette série Sp est essentiellement différente de la série S; car la substi-

tution qui multiplie x, x',... par / multipliera x^, xl,... par iP\ qui diffère

essentiellement de i.

Les fonctions x, x',..., que nous supposerons en nombre /a, étant dis-

tinctes par hypothèse, les |ui fonctions o^p, a?;,,... le seront évidemment; car,

si l'on avait entre elles une relation linéaire

i\ x^ + /'^ ^'p -f- . . . H^ o ( mod. p),

dans laquelle Tp, r'^,.. seraient des entiers complexes fonctions de i^', cette

relation devrait subsister en changeant i^^ en i, racine de la même con-

gruence irréductible; ce qui donnerait entre x, x',... une relation de la

forme

rx -h r'x'-h . . .^o (moà. p),

ce qui ne peut être. r

Les indices de la xacine Sp s'expriment tous linéairement en fonction

de Xp, x'f,..., que l'on pourra prendre pour indices indépendants. En effet,

soit

2, = X, 4- iV y, + . .
. _K /(v-op?z,
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un indice quelconque de cette série. Les substitutions A, A',..., le multi-

pliant respectivement par «p, «^,..., multiplieront la fonction conjuguée

2 = X, -h I Y, -f- . . . + <>-')Z,

respectivement par a, a',— Donc z est une fonction linéaire des indices x,

œ\ Soit

z^ rx -\- r'x'-h. . . .

Cette relation devra subsister en changeant i en iP\ ce qui donne

Zf~r^x^-hr'^x'^-{-

Cela posé, associons ensemble les v séries conjuguées S,..., Sp,...; on

obtiendra un système de v séries conjuguées, contenant chacune fx in-

dices, qui dépendent des fonctions linéaires réelles X, Y,..., Z;...; X^f^~",

Y^^~*K..., Z^^~*\ en nombre fj-v. On pourrait prendre ces fonctions pour

indices indépendants à la })lace des p-v indices imaginaires correspondants.

Les substitutions de F prendraient une forme encore assez simple, mais

qui ne serait plus canonique. 11 vaut donc mieux conserver la forme ima-

ginaire; mais il était essentiel de montrer le moyen de la faire disparaître.

179. Passons à la détermination du faisceau E.

Soient B, B',... ses substitutions, B l'une d'elles : elle appartient à G,

ainsi que A, A',...; elle leur est donc échangeable par définition. Elle rem-

place donc les indices de chaque série par des fonctions linéaires de ces

mêmes indices (166). Donc elle remplace les indices de chaque système par

des fonctions linéaires de ces seuls indices. On aura donc B = B,B2,...,

BoBo,... étant des substitutions partielles qui altèrent respectivement les in-

dices du premier système, du second, etc. Soient de mêmeB'= B\B'.^...,...,

A = A, Ao..., A' = A'j A'2..., Pour que B, .B',... soient échangeables

entre elles et à A, A',..., il faut et il suffit évidemment que B,, B'^,... soient

échangeables entre elles et à Ai, A',,..., que B2, B'g,... soient échangeables

entre elles et à A2, A'2,..., etc.

D'ailleurs, chacune des substitutions B,, B'^,...; Bo, B'2, ...;... a pour

ordre une puissance de p. Car, soit p^ l'ordre de B, B^ laisse invariables

tous les indices, et notamment ceux du premier système. Mais l'altération

qu'elle leur fait subir est représentée par B^ : donc B^ = i . Donc l'ordre

de B, divise ^^ : donc il est une puissance de p.
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La recherche dufaisceau E = (B, B',...) revient donc à celle desfaisceaux

analogues E, = (B,, B', ,...), E2 = (Bo, B',, ...),... dont chacun n altère que

les indices d'un seul système.

180. Cherchons à déterminer l'un de ces faisceaux, tel que E,. Soit

B,=

ax -i-(3x' +..., a!X +^' x' +,

a,x, H- (3,0:', -f-..., a',:r + ;3',x, +.

une de ses substitutions : le premier membre de sa congruence caractéris-

tique est évidemment divisible par le déterminant

A =
K p

{3'-K

Mais son ordre étant une puissance de /?, sa congruence caractéristique a

toutes ses racines égales à l'unité (161). Donc A, égalé à o (mod./?), a

toutes ses racines égales à l'unité.

Cherchons à déterminer des fonctions des indices x, x\...^ ay^»*-*) que B,

multiplie par un facteur constant : ce facteur s'qjjtiendra en résolvant la

congruence A^o (147). Il se réduit donc à l'unité : les fonctions cherchées

ne seront donc pas altérées par la substitution B,. Soit u! le nombre des

fonctions distinctes des indices x, a?',..., x^"^^^ que cette substitution laisse

inaltérées : on peut supposer qu'elles aient été prises pour indices indépen-

dants et se confondent respectivement avec a?,..., a;^'^'"'^

181. Cela posé, soit B\ une autre substitution de E, : étant échangeable

aux substitutions A, A',..., elle remplacera a?,..., a;^'*~*^ et en particulier

a?,..., x^^~^^ par des fonctions des seuls indices a?,..., xPf-~^^, D'ailleurs on

doit avoir l'égalité B,B'i = B'iB,, et pour oela il faut évidemment que B',

remplace a?,..., a?'!^'"'^ que B, n'altère pas, par des fonctions que B, n'altère

pas non plus, c'est-à-dire par des fonctions des seuls indices a?,..., a?^'*'-'^

Soient «a? -+-... -t- 'ya;<^*^'""'^ . . . , a^i*'"'^ x -\- ... + y«^'-*J a?^»*'-') ces fonctions.

La congruence caractéristique de B'j contiendra évidemment en facteur le

déterminant

a-K ... y

A' =
a(i»'-') yCS''-.)_ K

'9
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Mais ses racines sont toutes égales à l'unité. Donc ce déterminant, égalé

à o (mo(\.p), aura toutes ses racines égales à l'unité.

Cherchons à déterminer les fonctions de a;,..., œ^^'"*^ que B', multiplie

par un facteur constant. Ce facteur s'obtiendra en résolvant la congruence

A'^o. Il se réduit donc à l'unité. Soit/j." le nombre des fonctions distinctes

de ce,..., x'-^'-*^ que B'j laisse ainsi inaltérées : on peut supposer qu'elles ont

été prises pour indices indépendants et se confondent avec x,..., x^^"~*K

182. Soit maintenant B" une autre substitution de E, : elle remplacera

X,..., x^^'~*^ par des fonctions de ces seuls indices. En outre, étant échan-

geable à B'j, elle remplacera x,..., x^^"~*\ que B\ n'altère pas, par des

fonctions que B\ n'altère pas, c'est-à-dire par des fonctions de ces seuls

indices.

On voit ensuite qu'il existe des fonctions de x,..., x^^"~*^ que B\ n'altère

pas, etc. Poursuivant ce raisonnement, on arrive à ce résultat :

Il existe certainesfonctions des indices x,..., x^^~^^ qui ne sont altérées par

aucune des substitutions B< , B'^ , . . . du faisceau E,

.

Soit y.i le nombre de celles de ces fonctions qui sont distinctes : on peut

admettre qu'elles se confondent avec x,..., x^^'~^\ Cela posé, chacune des

substitutions de E,, telle que B<, remplace respectivement les indices de la

première série x,..., x^i'~^\ ir'^»',..., x^^~*^ par des fonctions de la forme

suivante :

X,.. ., a:^>.-'), a(i"'> x'^v-,) _i_ . . . _i_ y(i-,) ^(1^-1)
_f- (p(!-,), . . .

,

9^f*'',..., ç)^t^-'^ étant des fonctions de ir,..., x'-^^'^K

183. Posons maintenant B< =CD, C .étant la substitution qui remplace

les indices x^^''\..., x^^~^^ par

cd^i) .r(i^i) 4- ... -h y(i^i) jcCiV", • .
.

, a^i*-'^ ^(i^i' -+-... -f- y(;^-') x^^-'\

et leurs conjugués par les fonctions conjuguées, sans altérer aucun des

autres indices. Décomposons de même chacune des substitutions B'^, B" ,...

en un produit de deux facteurs, et soit B'i = CD', B"j=C"D" Les sub-

stitutions C, C, C",... sont échangeables entre elles. Car si C n'était pas échan-

geable à C, il est clair que B^ ne le serait pas à B'j. En outre, chacune de

ces substitutions a pour ordre une puissance de p. Car pour qu'une puissance

de B, se réduise à l'unité, il faut évidemment que la puissance correspon-
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daute de C se réduise à l'unité. Donc l'ordre de C est égal à celui de B,, ou

le divise : donc il est une puissance de p.

Appliquant au groupe (C, C, C",...) les raisonnements faits pour le

groupe (B,, B'j, B",,...) (180-182), on voit qu'il existe des fonctions des

indices x^^'\..., x^^-*^ que C, C, C",... n'altèrent pas, et que, par suite, B,,

B\, B' .... accroîtront simplement de certaines fonctions de x,..., a^^'~*K

Soit juta le nombre de ces fonctions, on pourra supposer qu'elles se con-

fondent avec a;^^'\..., œ^^''*'^^~*K

184. Poursuivant ce raisonnement, on obtient le résultat suivant :

Les indices de la série x,..., ûo^^~*'' peuvent être choisis de manière à se ré-

partir en classes telles, que chacune des substitutions de E, laisse invanables les

indices de la première classe, et, plus généralement, n'ait d'autre effet que

d'ajouter aux divers indices de'chaque classe certaines fonctions des indices

des classes précédentes.

Dans les séries conjuguées de la série x,..., x^^^*^ on prendra pour in-

dices indépendants ceux qui sont conjugués de a?,..., x^^~^K Cbaque substi-

tution de E, les remplaçant par les fonctions conjuguées de celles par les-

quelles elle remplace x,..., x^* (149), ils se trouveront tout naturellement

répartis en classes, conjuguées de celles de la première série.

185. Si les indices x,..., x^^-*^ ne forment que deux classes, il est clair

que toutes les substitutions définies par la propriété précédente sont échan-

geables entre elles, et peuvent être contenues simultanément dans E,. S'il y

a plus de deux classes, il n'en est plus ainsi, et de nouvelles recherches

seraient nécessaires pour préciser la forme de ce faisceau : mais nous remet-

trons cette étude à une autre occasion, les résultats déjà démontrés étant

suffisants pour les applications qu'on trouvera dans cet ouvrage.

Voici pourtant quelques résultats particuliers dont on retrouvera aisé-

ment la démonstration, et qui donneront quelque idée de la grande variété

de formes dont le faisceau E, est susceptible :

1° Si chaque classe ne contient qu'un seul indice, les substitutions de E,

peuvent être mises sous la forme

I

X, x',..., x^'-"-'^ X -h ax' -h bx" -h...-\- ex'-''-'^ x' -\- ax" -^ bx'" -kr...,..., xC-"-'^ |.

Réciproquement, les substitutions de cette forme sont toutes échangeables

entre elles et peuvent être simultanément contenues dans E,.

2° Si les fi, indices x, x',..., x^~*^ se partagent en trois classes, conte-

19.
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nant respectivement i, /ut, — 2, i indices, désignons par x l'indice unique

qui forme la troisième classe, par j,,..., j^_2 ceux qui forment la seconde,

par z celui qui forme là première : les substitutions de E, pourront être

réduites à la fois à la forme générale suivante :

I

X, Tr ^ -f- «1 Jl + . . . + ttry,- +. . .-^ aCZ,. . ., fr-^hrZ,. . .,-Z
| ,

les coefficients «,,..., a,,..., « étant quelconques, elles coefficients b,. déter-

minés par les relations

(6)
iflip-, cl 62p-i^«25>, lorsque p<^/nH-i,

b„ ^a„ lorsque (7^2 m.

m étant un entier constant nul ou positif, mais dont le double ne surpasse

pas jUL — 2.

Réciproquement, toutes les substitutions de cette forme sont échangeables

entre elles, et peuvent appartenir à la fois à E<. On aura ainsi pour ce fais-

ceau autant de types généraux distincts qu'il y a de manières de déter-

miner m.

3° Si, au lieu de fx indices, on en avait fx + i, x, x', /,,-••» Jix-a» ^» ï*é-

partis en trois classes, qui contiennent respectivement 2, fji
— 2, i indices,

on obtiendrait pour E^ des types variés. Nous en citerons quelques-uns, qui

se rattachent immédiatement à ceux que nous venons d'examiner. Leurs

substitutions sont les suivantes :

(7)

X a: -t- a, j, H-. . . + «r Jr -+-. .
. -f- a2

x' .r' -f- . . . H- («, C,,r-f- . . . -I- Clr' t'r'.r + •

r. r.
-+- 6,

2

(3z

z z

où«,,...,a„...,«,|3 sont quelconques ; b,,..., b^.^ sont déterminés par les

relations (6); et les coefficients c^,;. sont liés entre eux par les relations sui-

vantes, où p, p' sont supposés <m-i-i, et c, a' >2m :

(8)
•2^,2/— I C2f',2ji_i, f2j_,,y C2f'—:,-2f, Cif/i^' C*2f— l,?f'— I,

^20. (T ^ <T,2p+l) -2f-t-l,(r '<I>2p>

Pour avoir Tordre du faisceau ainsi déterminé, on remarquera que le nombre

des coefficients qui restent indéterminés dans l'expression (7) après qu'on
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a tenu compte des relations (6) et (8) est de fx H- '-^ —m. Cha-

cun d'eux est d'ailleurs susceptible de^"* valeurs distinctes, v étant le nombre

des séries conjuguées à celle que l'on considère.

186. Théorème. — Soient G un faisceau dont les substitutions soient

linéaires et échangeables entre elles ; Y et E les deux faisceaux partiels dans

lesquels il se partage ; û l'ordre de F. Parmi les substitutions qui accroissent

les indices de nombres constants, il en existe plus de Q. qui sont échangeables

à toutes les substitutions de E.

Cette proposition, qui sert de lemme essentiel à des démonstrations impor-

tantes, découle très-naturellement de ce qui précède.

Réduisons en effet les substitutions de F à leur forme canonique (176-178) ;

et supposons que les nouveaux indices se partagent en systèmes, contenant

respectivement av, [l'v\... indices, respectivement répartis en v, v',... séries.

Les substitutions de F, multipliant chacune tous les indices de la première

j'érie du premier système par une même puissance de i (177), sont toutes

de la forme S*S,, S étant la substitution qui multiplie ces indices par i, et

S, une substitution de F qui laisse invariables ces indices, et, par suite,

leurs conjugués.

Cela posé, soit q\e degré de la première des puissances successives de i

qui se réduit à i (mod./)); ce nombre divise/»"— i; cari étant racine d'une

congruence irréductible du degré v, on aura iP'-^^i. Soient d'autre part

S',, S' .... celles des substitutions de F qui laissent invariables les indices

du premier système; Q! le nombre de ces substitutions. Les diverses substi-

tutions de F s'obtiendront évidemment en posant successivement a^o,
I,..., q — \ et S, =S',, S' ,... dans l'expression S*S,; et leur nombre usera

égal à qQ.'

.

On verra de même que Çï' = q'Q.", q' étant un diviseur de /?'' — i, et Q."

l'ordre du groupe partiel formé par celles des substitutions de F qui laissent

invariables les indices des deux premiers systèmes. Poursuivant ainsi, on

trouvera enfin que Q. est un diviseur de [p^—i)[p^—i)

Cela posé, chaque substitution de E résulte de substitutions partielles

exécutées sur les indices des divers systèmes (179). Supposons les indices

choisis dans chacun de ces systèmes de manière à se répartir en classes,

comme il est indiqué (184). Soient ar, y,... les indices, en nombre X, de la

dernière classe de la première série du premier système; a?,, y,,...;...;

a;.,-,, y.^,,... ceux des classes conjuguées de celle-là. Soient de même
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x' y y',... les indices en nombre >.' de la dernière classe de la première série

du second système; iv\, y\, .,.;...; x[,_^, j',_,,... ceux des classes conju-

guées, etc. On aura ainsi >v4-X'v'-i-... indices appartenant aux dernières

classes de leurs séries respectives. Chaque substitution de E accroîtra sim-

plement ces indices de fonctions linéaires des indices u, ^,... appartenant

aux classes précédentes, et remplacera ces derniers par des fonctions

linéaires de u, v,... (184).

Il résulte évidemment de là que les substitutions de E sont échangeables

à toute substitution 2 qui accroît respectivement a?, y,. ..;...; a^v-o Xv-<.---;

x', y',...;...; x\,_^, /',,_,,...;... de constantes a, jS, ...;...; a^-.» jSv-o---;

a', /3',. ..;...; a',,_i, p^,_j, ...;... sans altérer m, v, Or si l'on prend pour

«, /3,... des fonctions entières quelconques de i\ pour «p, jSp,... leurs conju-

guées; pour a', P',... des fonctions entières quelconques de l'imaginaire i\

analogue à i, etc., il est clair que 2 ne sera imaginaire qu'en apparence, et

prendra la forme réelle lorsqu'on remplacera les indices imaginaires

^==X-i-iY-}-...-4-2''~'Z,... parles indices réels X, Y,,..,Z,.... Mais a,|3,...

peuvent être choisis chacun de/?'^ manières; a', |S',... de/?''' manières, etc. :

donc les substitutions distinctes de la forme 2 sont en nombre p^''"^''''''^'",

nombre évidemment supérieur à O, même dans le cas le plus défavorable,

où l'on suppose X = X'= . . .= i

.

Substitutions permutables aux faisceaux précédents.

187. Soit, comme précédemment, G un faisceau de substitutions linéaires,

échangeables entre elles : et cherchons à déterminer les principales pro-

priétés du groupe I formé par les substitutions linéaires qui sont permu-

tables à G.

188. Théorème. — Si G contient des substitutions dont l'ordre ne soit pas

premier à p, I ne pourra être primaire.

En effet, soit E le faisceau partiel formé par celles des substitutions de G
dont l'ordre est une puissance de/? (173). Les transformées de ses substitu-

tions par une substitution quelconque de I appartiendront à G, par hypo-

thèse, et auront pour ordre une puissance de p. Donc elles appartiendront

à E : donc E est permutable aux substitutions de I.

D'ailleurs il existe certaines fonctions des indices que les substitutions

de E laissent invariables ( 179-1 82). Ces fonctions peuvent s'exprimer linéai-
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rement au moyen d'un certain nombre de fonctions distinctes, x, x',... que

l'on peut prendre pour indices indépendants, à la place d'un nombre égal

des indices primitifs (143). Soient r,... les indices restants : les substitu-

tions de E seront toutes de la forme générale

I

Xj X f
X , X , . . . , j ( X, Xf...,yf..)f.

Soit maintenant

S=
I
x,x',...,x,'-- (?ix,x',...,y,...), <f'{x,x',...,x,. ..),..., ^{x,x',..., y,...),...]

une quelconque des substitutions de I : les transformées par S des substitu-

tions E seront de la forme

9(^, x',..^., j,...) 9 [x, x',.. ., f{x, x',.. ., X,. ..),...]

(p'(ar, x',..., j,...) ^'[x, x',..., f{x, x',..., j,...),- ••]

^{^x, x\..., j,...) ^[j;, x\.. ., f{x, x',..., X,...),. .
.]

Mais ces transformées, appartenant à E, n'altèrent pas les premiers indices

on aura donc

<f{x, x',..., x,'--)^o[x, x',. .., f{x, x',..., r,-- ),•-]>

(p'{Xy x',..., x,..,)=(^'[x, x',,.., f{x, x',..., J,...),.. .],

Ces relations montrent que les fonctions 9, «p',... ne sont pas altérées par les

substitutions de E, et, par suite, sont des fonctions de x, x',... seulement.

Donc les substitutions de I remplacent x,x\... par des fonctions de ces seuls

indices : donc I n'est pas primaire (142).

189. Passons au cas où toutes les substitutions de G ayant leur ordre

premier à/?, G se confond avec le faisceau partiel F, étudié aux n°* 174-178.

Supposons les indices choisis de manière à ramener simultanément toutes

les substitutions de F à leur forme canonique; et soient a;, x' ,...\ y, j', ...;..,

les séries obtenues en groupant ensemble ceux des indices que chacune des

substitutions de F multiplie par un même facteur constant; ces substitu-

tions prendront la forme suivante :

k=
\
X, x'.. ., y, y', ....... ax, ax

,
. . . , by, by'.
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X f [x, x',..., jr, f,...)
x' f [x, x',..., X, /',...)

r
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OU, comme a^b (mocl./>),

Ainsi, tous les coefficients de/,/',... sont congrus à zéro, sauf les coeffi-

cients /5, /3,,...; |3', /5', ,...;... qui multiplient les indices v, y',.... Nous ob-

tenons donc ce premier résultat :

Proposition I. — Chaque substitution de I remplace les indices d'une

même série x, x\... par desfonctions linéaires des indices y, y',... d'une seule

et même série.

190. Les fonctions linéaires de j, j',... que S fait succéder à x, x\...

doivent être toutes distinctes, pour que le déterminant de S ne soit pas

congru à zéro : mais le nombre des fonctions distinctes que l'on peut former

avec les indices y, y',... est au plus égal au nombre de ces indices : donc

le nombre des indices y^ r',.-. est au moins égal à celui des x, x'

D'autre part, la substitution S~', qui fait partie de I, remplaçant certaines

fonctions de/, j',... respectivement par x, x' ,..., remplacera j, y',... par

des fonctions dans lesquelles entreront ces indices x, x\— D'ailleurs ces

fonctions ne doivent contenir les indices que d'une seule série (Proposition!).

Donc S~' remplace r, y',... par des fonctions des seuls indices a?, a/,...,

lesquels devront être en nombre au moins égal à celui des indices/, j% -.,

pour que le déterminant de S~* ne soit pas congru à zéro. On a donc le

résultat suivant :

Proposition W. — Le nombre des indices de la série y^ /'»••• ^^^ précisé-

ment égal à celui des indices de la série x, x',

191. La substitution A multipliant /,/',... par b, nous venons de voir

que sa transformée par S multiplie x, x\... par b. D'ailleurs elle fait partie

de F. La suite des coefficients b, 6',..., par lesquels les diverses substitu-

tions de F multiplient y, j',..., est donc identique, à l'ordre près, à la suite

des coefficients a, a',... par lesquels elles multiplient a?, x', Donc, si a,

a\... s'expriment au moyen d'une imaginaire i, de degré v, il en sera de

même de b, b',...; et le système qui contient la série y, y' ,... sera formé de

V sénés, comme celui qui contient la série x, x ,.... Ces deux systèmes peuvent

d'ailleurs être différents,, ou se confondre en un seul.

Soit d'ailleurs a7p, x\^ ,... l'une des séries conjuguées de la séries, x\
La substitution S, remplaçant x, x\... par des fonctions de y, j',..., rem-

20
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placera iCp, ^'j, ,... par les fonctions conjuguées de celles-là, c'est-à-<lire par

des fonctions de Xp.j'p ,i.., conjugués de j, j'

192. Nous obtenons donc la proposition suivante :

Théorème. — Choisissons les indices indépendants de manière à ramener

les substitutions de Y à laforme canonique : groupons- les en séries et ces séries

en systèmes, comme il est indiqué plus haut : enfin, groupons les systèmes en

classes, en réunissant ensemble ceux qui contiennent le même nombre d'indices,

répartis dans le même nombre de séries :

Chaque substitution de I remplacera les indices d'une même série par des

fonctions de ceux d'une même série : ceux d'un même système par des fonc-

tions de ceux d'un même système : ceux de chaque classe par desfonctions de

ceux de cette classe.

193. Prenons maintenant pour indices indépendants, dans chaque sys-

tème, au lieu des indices imaginaires considérés jusqu'à présent, les fonc-

tions réelles en nombre égal dont ils dépendent (178). 11 est clair qu'après

ce changement comme avant, les indices d'un même système seront remplacés

dans chaque substitution de I par des fonctions de ceux d'un même système,

et ceux de chaque classe par des fonctions de ceux de cette même classe.

Donc s'il existe plusieurs classes, 1 ne sera pas primaire (142).

194. Revenons maintenant aux indices imaginaires, et supposons, pour

plus de simplicité, qu'il n'y ait qu'une seule classe, contenant X systèmes

j'»» j'o • • • ' r^J'"''; • • • ; jv-, jU„ .
. • , r^L7*^

formés chacun de v séries, contenant chacune a indices. La substitution S,

remplaçant les indices de chaque système par des fonctions de ceux d'un

même système, est évidemment égale à TU, T étant une substitution qui

permute les systèmes entre eux de la même manière que S, mais en rempla-

çant les uns par les autres les indices correspondants, et U une substitution

qui ne déplace plus les systèmes. D'ailleurs S et T étant réelles, et rempla-

çant les indices d'une même série par des fonctions de ceux d'une même
série, U = T~' S jouira évidemment des mêmes propriétés. En outre, elle

sera le produit de substitutions partielles U,, Uo,..., altérant respectivement

les indices du premier système, ceux du second, etc.

Cherchons la forme de l'une de ces substitutions partielles, U, par
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exemple. Supposons que U, remplace a?^, a:'^,,..., x''^"*^' par des fonctions

de ojj,, x\^^..., x'-^~^^ '. on aura évidemment U, = Mi'N,, M, étant la substi-

tution qui remplace en général ^r-f^ para?^,, et N, une substitution qui rem-

place iTo, a?^,..., x^~^' par des fonctions de ces mêmes indices. D'ailleurs U,

et M, étant évidemment réelles, il en est de même de N, : donc N, rempla-

cera Xr, x',.,..., xf~^' par les fonctions conjuguées de celles par lesquelles

elle remplace a^o» i^'o"*-» ^o*"*^- Donc N, sera de la forme suivante :

N. =

•*'•> ^«3 , a'jT, +^'j:'. -^-'

Xr, x\, . . : aP^Xr +^P'x'^-\-.. ., a'p'xr H- '^'P'x'^ -f . .
.

,

On aura de même Uo^M^-Nj, Ma et Na étant analogues de forme à M,

et N,, etc. Donc enfin l'on aura

S = TMVN,MVN,....

195. Réciproquement, toute substitution de cette forme est permutable

au groupe dérivé des substitutions

A =
^•) ^ #> • • ' > •^ry ^/. > • • • O.X^j dX ^, . . . ,

Q*^ Xfj €1'^ ^/.>

car ses composantes T, M,, N,, Ma, Na,... le sont évidemment. Si donc F

contient toutes les substitutions de la forme A, I contiendra toutes celles de

la forme TIM-'N, M'^^Nj..., dont le nombre est égal à

comme on le verra aisément.

Si, au contraire, F ne contenait qu'une partie des substitutions de la

forme A, il se pourrait que I ne contint qu'une partie des précédentes.

§ VII. — Groupe orthogonal.

Généralités.

196. Une substitution linéaire

S=
I

JT,)', :;,... ax->t-br-\-cz-h..., a' x -k-b' r-\-d z -^,.,, a"x-\-b"j'-i- c" z +...,.

20.
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est dite orthogonale, si l'on a identiquement

x^-+- X^-\-z^-\-...^{ax -h 6j+ cz -h . ' .y + {a' X -h b'y + c' z +...)*
|

4-
(
a"x + b"y + c" z + ...y^- ... ^

(mod./>),'

d'où les relations

. j
«' +a" +a"' +...= />^ +6'=' +6"=* +...= c'+c'^ +c"^ -h ...= ...= i

,

'°^
i ab-¥a'b'+a"b"+ ...^ac+ a'c'-[-a"c"-^...~hc+ b'c'+b"c"-\-...~...= o.

Les substitutions orthogonales forment un groupe. Car soient S,, Sa deux

semblables substitutions : toutes deux laissant invariable la fonction

^2_l_j2_j_^2_^ (aux multiples près de/?), leur produit la laissera égale-

ment invariable : il sera donc orthoi^onal.

La substitution orthogonale S a pour réciproque la suivante

S, =
I

.r, /, 2,... ax+ a'y'-\-a" z-h..., bx-hb'j^-hb"z-\-..., cx-\-c'f -h c"z +...,...{:

car si l'on tient compte des relations (lo), on voit que SS, se réduit à l'u-

nité.

Les puissances d'une substitution orthogonale étant elles-mêmes orthogo-

nales, S, le sera : d'où le nouveau système de relations

; , (
a' -hb' -i-c' -f-...= a'^ +6'= +c" +..:^a"' +6"* -+-c"' -f-... = ... = i

,

(il) )

( oa'-hbb'-i-cc'-¥-...^aa"-hbb"-i- cc"-h...^a'a"-i-b'b"-Jrc'c"-^...^ ...^o.

Réciproquement, les relations (lo) peuvent se déduire des relations (ii);

car si S, est orthogonale, sa réciproque S le sera.

Les deux substitutions S, S, ont évidemment le même déterminant, â:

leur produit a pour déterminant â-. Mais il se réduit à l'unité : donc â^^i.
Donc toute substitution orthogonale a son déterminant congru à dz i

.

La recherche de l'ordre du groupe orthogonal se lie étroitement, comme

on va le voir, à la résolution des congruences du second degré à plusieurs

inconnues.

Congruences du second degré à plusieurs inconnues.

197. Problème. — Résoudre la congruence

, tti x\ -h tti x] ^ k {mod. p),

p étant un nombre premier impair, et a,, a^, k des entiers dont les deux

premiers soient non divisibles par p.



DES SUBSTITUTIONS. io7

Posons a, x, ^y : la congruence devient

(12) jr' -^ aiOjxl^atk,

et deux cas sont à distinguer :

i** Si — a, flj est un résidu quadratique de p, congru à un carré X',

nous poserons

d'où

f -4- M V — H

et la congruence deviendra

Si k^o (niod./j), on pourra prendre pour v l'un quelconque des en-

tiers I, 2,...,/? — i; et la congruence déterminera la valeur correspon-

dante de u : on aura donc p — i solutions.

Si k^o, on pourra prendre v^i^ 2,..., p — i avec m^o, ou v^o
avec u^o, i, 2,...,/?— i : total , q ^ — i solutions.

2° Si — a, ao est non résidu quadratique de />, soit i une racine de la

congruence irréductible i^^ — a, «a (mod. p), l'autre racine sera i^^ — 1,

et l'on aura

Posant j H- w^a^z, on se trouve conduit à chercher le nombre des

racines réelles, ou exprimables au moyen d'une imaginaire du second degré,

que comporte la congruence

z ''"*-'^ a, A- (mod./?).

Si ^^o, on n'aura évidemment qu'une seule solution, 2^0, d'où

Si ^' < o ( mod. p), soit u une racine primitive de la congruence w'''"*^ 1

et soit a^k^u^\ on a

u^{p-*)^[a,h)f-'= \ 'moû.p),

d'où

^(/> — i)= o (mod./>»— I),

ou enfin

P = /n(/> + i),
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m étant un entier. On peut poser d'autre part z^u'. Substituant, il vient

jiHp+x) = t<'"(/'+') ( mod. p),

d'où
/(/) -4- 1)^ w(/) -f-i) (mod. /?'— i),

congruence qui admet les racines suivantes : m, m-\-p — i , m + 2{p— i),

Parmi ces racines, il en existe évidemment p -+- i incongrues suivant le

module p"^—!. Les valeurs correspondantes de u^ e^ z^y -{- ix^ donne-

ront p + I systèmes distincts de solutions pour la congruence proposée.

198. Théorkme. — Soit ( -
j
un symbole égal à o, ô i ou à — i , suivant

que ce sera divisible par p, résidu ou non résidu quadratique de p. La suite

(~)' (")'"'' ( ) ' présentera variations de signe.

En effet, la congruence j- ^a;'^ + i (mod. p) a, d'après ce qui précède,

p — i solutions. Ces solutions sont de trois espèces : i° Celles où x^o,
j^±:i, au nombre de deux. 2° Celles où x-^a, j^^an-i, a étant

un résidu suivi d'un résidu dans la série des nombres naturels. Soit <p

le nombre des valeurs de a satisfaisant à ces conditions : chacune d'elles

donnera quatre solutions, les signes de x, y étant tous deux ambigus.

3" Enfin on pourra poserj^ o, o;-^ + i ^ o, ce qui donne deux solutions

si /> — [ ^ — I est résidu quadratique, et n'en donne point s'il n'est pas

résidu.

1° Soit d'abord (
—

^j = i. Le nombre des solutions de la congruence

j^ ^ JT^ -f- I sera 2 + 4ç + 2 = y9 — i, d'où 9 = '—
-; 1 . Le nombre

total des résidus quadratiques dans la série 1, 2,...,/?— i est ^-
-, nous

venons de voir que —. i d'entre eux sont suivis de résidus; le dernier,

p — i, n'est suivi d'aucun terme : il en reste donc ^—7— suivis de non

résidus. En d'autres termes, la suite ( -U---? (^—--) présente ^-7— pas-

sages du signe + au signe — . Mais le premier et le dernier terme ont le

signe -4- : le nombre des passages du signe — au signe -4- sera donc le

même que celui des passages du signe -h au signe — . Le nombre total des

variations sera donc
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2° Soit (
—^ )= — i.On a p — I = 2-\- 4<p, d'où 9 =

p-3
4

Le nombre

des résidus suivis de non résidus sera^ — m = E—.— Il v aura donc
1 ' 4

^
, passages du signe -+- au signe — dans la suite

(-J»-.'î
(^

J-

Mais le premier terme a le signe -f- et le dernier le signe — : le nombre

des passages du signe — au signe -h sera donc inférieur au précédent d'une

unité et égal à^-y i, et le nombre total des variations sera encore^-

199. Théorème. — Le nombre des systèmes de solutions de la congruence

axx] -If- a-iX\-\-. . .-^ a-oixln^k (niod. /?)

ou a,, «a»---' ^2n sont ^o (mod. p) est égal à p'-"~* — p"~' v ou à
p-2n-i _j_ (pTi— pti-i

^ y ^ suivant quon a k-^o ou k^o( mod . p), y désignant

pour abréger le symbole ( ^

—

'

]
•

La vérité de ces formules dans le cas où « = i résulte du n° 197. Nous

allons maintenant prouver que si elles sont vraies pour « z= / et n^=m,
elles sont vraies pour n ^= l + m.

La congruence

( 1 3
)

a, ^* + a, X* -4- ... H- a,(/+«) x\,j^m)^ ^

équivaut aux deux suivantes :

{i4) a,x\-^ a^x\-^. ..-{-a^ix\i^E;^y,

1 5
) «,/+, 3:|,^.^ 4- . . . + «!(/+») xlii^„i)^h— )'i

y étant une nouvelle indéterminée.

\° Soit d'abord k^o mod. p). Pour toute valeur de y différente de o et

de k (mod. p)^ la congruence (i4) a, par hypothèse, />-'' — /)^'X solutions,

et la congruence (1 5) en a/?^'""' — />'""' a, en posant, pour abréger,

Pour \'^o, elles ont respectivement^-'"'— l'^— p^~*) À e! /?-'"' —/>'""'

a

solutions. Enfin, pour v^A:, elles en ont />-'"' — //"' et/9-"'-'-J- p'" — p"'''*)p.*
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Le nombre total des substitutions cherchées sera donc

( y,
_ 2 )(

^î/-'— p/-' X )(/)»'"-' — Z?—' /!X
)

et, comme Xjut, = v (16), la formule se trouve démontrée.

2° Soit ^^o. Posons d'abord 7<o (mod. />), puis j^eo, et sommons

les solutions correspondantes à ces hypothèses : le nombre total obtenu

sera

[p — i)(p''-' — />'->)(/>""-' — p"-'fjt) + [/>^'-' + {p'— /-'
) y\ [/>""-' + (;?"— />"-'

)f/.]

200. Théorème. — Le nombre des systèmes de solutions de la congruence

(i6) a^x] + a-iX\ -^. . .-\-a:,n+ixln+\^k (mod. y>).

e^/ p^"— p"v, en posant pour abréger v = I
j

•

En effet, la congruence (i6) revient aux deux suivantes :

(17) a,x]=x,

(18) a,x\-^.., + a^n+^x\"^'^^k — x.

La congruence (17) admet la solution a?^o sij^o, et les deux solu-

tions ic^ ±: — si a< j est un résidu quadratique r^ ; elle n'en admet aucune

si a, j n'est pas résidu. D'autre part, le théorème précédent donnera le

nombre de solutions de la congruence (18) pour chaque valeur de j.

. Posons, pour abréger,

^^-'^"^-••^-)^v, (^)^.a;

on aura en tout

P/>'"-' -f-
(
/>"— />"-

' ) V -I- 2
(
p^"~'— /)"-' V

)

p^o-i— pn-xy
_l_ 2[/?'"-'-f- (/>"— /?"-') v] H- 2 (^^^ — I

j ip""'-' — p"-'y)y

OU

2 ^ [p-^"-' — p^'-'v)
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systèmes de solutions, suivant que /x sera égal à o, i ou — f . Dans les trois

cas, en opérant les réductions et remplaçant av par v', on tombera sur la

formule à démontrer.

Ordre du groupe orthogonal.

201. Théorème. — L'ordre du groupe orthogonal de degré p^ [p étant

premier impair) est égal à P„ P„_, . . . P, , P^ désignant le nombre de solutions

de ta congruence

x]^ xl-\-. .-\- xl^^ï (mod. ^).

En effet, soit Q„ le nombre des substitutions orthogonales S, S',... qui

laissent invariable l'un des n indices x, y, z,..., le premier par exemple,

et soit T une substitution orthogonale qui remplace œ par une certaine

fonction ax -h by ^ cz -h Les Q„ substitutions orthogonales TS, TS',...

remplacent x par aao -+- by -h cz -h Réciproquement, toute substitution

orthogonale U qui produit ce remplacement fait partie de la suite TS,

TS',...; car T~' U, laissant x invariable, fait partie de la suite S, S',

—

Soit donc R„ le nombre de fonctions différentes par lesquelles les diverses

substitutions orthogonales remplacent x : l'ordre Q.„ du groupe orthogonal

sera égal à R„Q„.

D'ailleurs, si l'on pose dans les relations (ii) a^i, b^c^^...^^o,
elles donnent a'^a"^...^o; et les autres coefRcients b', c',...; b'\

c", ...;... se trouveront liés entre eux précisément par les relations qui

caractérisent l'orthogonalité dans le cas de n — i indices. Donc Q„ est égal

O^ à û„_, : on atira donc

#
Q.„= R„ Qa—\ = Rn Rn— I Ha—7 =: . . .^ R„ R;^_i . . . Rj O,,

et, comme Ll, est évidemment égal à 2 = P<, le théorème sera établi si

l'on prouve qu'on a généralement R„ = P„.

Or, pour qu'une substitution qui remplace x par ax -i- by -\- cz -h . .

.

soit orthogonale, il faut, d'après les relations (11), qu'on ait ,

19) rt*4- 6^H-C'+ . . .^1.

Réciproquement, nous allons voir que a, fc, c,... étant un quelconque des

V„ systèmes de solutions de la congruence (19), on pourra déterminer une

21
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substitution orthogonale qui remplace x par a^ -\- hy -\- cz -\- ..., proposition

qui rendra manifeste l'identité R„ — P„.

202. Premier cas : /i = 2. — La proposition est évidente; car la sub-

stitution

S =
\
X, y ax -\- hy, — bx -\- ay

\

est orthogonale et remplace x par ax +- by.

203. Second cas : n = ?>. — La proposition est vraie, si quelqu'une des

quantités \ — a"^, i — 6^, i — c^ est résidu quadratique de p. Car soit, par

exemple,

i — b'-=t\

on tv, par hypothèse,

Donc il existe une substitution orthogonale

C = a c c a
X, y, z X, -y-h - z, ~ -y+ - z

t ''
t f t

qui n'altère pas x, et remplace y par 7/ + t ^- Cette substitution, com-

binée aux suivantes

^=
\
X, y, z y, X, z \, B=

\
x, y, z bx -h ty, — tx 4 by, z [,

qui sont également orthogonales, donne la substitution 'ACllr laquelle sera ^Ot
orthogonale, et remplacera x par ax -\- by -^ cz.

204. La proposition est vraie pour les nombres a, b, c, si elle l'est pour les

nombres a, b^ — cy^b', c^ -\- by^c', /3, y étant deux entiers quelconques

satisfaisant à la relation /5^ + 7^^ i . Car, s'il existe une substitution ortho-

gonale S qui remplace x par ax 4- b'y-\-c'z, cette substitution, combinée

à la suivante

D=\x,y,z X, ^y+yz, —yy-h^z \,

laquelle est orthogonale, donnera la substitution D~'S, laquelle remplace x
» [t^v ax -\- bj -^ cz

.
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205. Cela posé, admettons que chacune des quantités i — a*, i — b*,

I — c^ soit nulle (*) ou non résidu quadratique de p. Deux cas seroni à

distinguer, suivant l'hypothèse que l'on fera sur le signe de (— )•

Première hypothèse : (—
)
= — i. — On pourra choisir ]3 et y de telle

sorte que i — b'^ soit résidu ou nul.

En effet, supposons b' connu : on a

Ac k' A' ^ Q b'-hcy
bp — cy^ b , dou p^ —y—

' •

Substituant cette valeur dans la relation /5'H-y^^Ei, il vient une con-

gruence du second degré en y, qui ne peut avoir plus de deux racines.

Donc, parmi les systèmes de valeurs de |3, y, en nombre /> + i (197), qui

satisfont à la relation /5^ -i- y^^^ i, il en existe au plus deux qui donnent

la même valeur à b' . Si donc on fait varier |3 et y, b' prendra au moins

valeurs distinctes. Mais le nombre des valeurs distinctes de b' pour

lesquelles i — b'"^ est un non résidu est seulement — ; car i — 6'* et — i

étant non résidus, b'^ — i sera résidu. On devra donc prendre pour b'^ — i

l'un des ^-7— résidus suivis de résidus dans la série des nombres naturels :

4

à chacun d'eux correspondent d'ailleurs deux valeurs de b' . Donc, parmi

les^ valeurs distinctes de b', il en est une au moins lelie, que i — h'\

soit résidu ou nul.

206. Si i—b'- pouvait devenir résidu, la proposition serait démon-

trée (203-204y. Supposons donc qu'il devienne nul. On prouvera comme
tout à l'heure : i** que la proposition sera vraie pour a, b\ c' (et par suite

pour a, b, c), si elle l'est pour aa — c'â^^a\ b', ac? -f c'a^c",a. et <^

satisfaisant à la relation a- -\- ù-^i\ 2° que a, â peuvent être choisis de

telle sorte que i — a'- soit nul ou résidu. Mais on a

(*) Nous commettons ici, à dessein, et pour éviter les périphrases, une légère inexactitude de

langage. Ce que nous disons des quantités o, b, c, i — «*, i — è*, 1 — f% etc., doit s'entendre, non

de ces entiers eux-mêmes, mais du reste de leur division par p.

21.
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et, si l'on avait i — a"*^^i — b'^^o, il viendrait c"*=s— r, résultat ab-

surde, — I étant non résidu. Donc i — a'" sera résidu, et la proposition

sera vraie.

207. Seconde hypothèse : (—^
J

= i. — Les systèmes de valeurs de p, y

qui satisfont à la relation jS"* + y^^^ ' seront en nombre /? — i, et les va-

leurs correspondantes de b' en nombre ~—- au moins. Ce nombre est égal

à celui des valeurs de b' pour lesquelles i — b'^ (ou, ce qui revient au

même, b'^ — i) est non résidu; donc, en faisant varier jS, y, on donnera

à è' toute la suite de ces dernières valeurs, ou une valeur telle, que l'on ait

I — b'^^o, ou enfin une valeur telle, que i — b'^ soit résidu. Excluant ce

dernier cas, dans lequel la proposition serait démontrée, on pourra sup-

poser b' égal à ±. I ou à un entier d, choisi à volonté dans la suite de ceux

qui sont tels, que i — d'^ soit non résidu.

On voit de même : i° que la proposition sera vraie pour a, b', c' (et par

suite pour a, b, c) si elle l'est pour aa. — c'ù^a', b' , aè -^ dol^c" , a

et à satisfaisant à. la relation a^ H- c?- eee; i ; a" que a et d* peuvent être choisis

de telle sorte qu'on ait a'^ rt i ou a'^d', d' étant un entier choisi à

volonté dans la même suite que d.

208. Cela posé, trois cas sont à distinguer :

i^ Soit a'^Ezh I, 6'=E± i. La proposition sera vraie pour a', b', c" si elle

l'est pour a'^a'z — 6'Ç, 6"^a'Ç h- b' z, c" (s, Ç satisfaisant à la relation

s- H- Ç^^i). Or l'on pourra faire en sorte que i — a"'^ soit résidu. En effet,

a'*, 6'% £^-+-Ç^ se réduisant à l'unité, i — a"^ se réduit à la'b'z^. Soient

d'ailleurs X un entier tel que l'on ait X'^^s — i, et ç' un entier arbitraire :

on aura (197)

-H-^)' '-n(-0'
d'où

a b' i I \ a'b

expression qui sera résidu si —^ el v'^ — i sont à la fois résidus ou non

résidus. Mais Gauss a montré [Theoria residuorum biquadraticorum Commen-

latio prima, 16-21) que l'on peut déterminer v de telle sorte que v' — i soit

à volonté résidu ou non résidu. Donc on pourra toujours faire en sorte

que I — a"* soit résidu, ce qui démontre notre proposition.
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209. 1^ Soit a'^rti, h'^±d. La proposition sera vraie si

ï — c"'^a'^H- è'^^ I -H c?* est résidu. Mais d est l'un quelconque des

entiers tels, que i — d'^ soit non résidu; il pourra être choisi de telle sorte

que I -h û?' soit résidu. En effet, considérons la suite des nombres natu-

rels I, 2,...,/? — i; elle contiendra au moins un résidu qui soit à la fois

suivi d'un résidu et précédé d'un non résidu. Car si 2 est résidu, yo — 2 le

sera; /> — 3, ^ — 4»--- pourront l'être également; mais on finira par tomber

sur un nombre p' qui ne sera plus résidu : et le nombre p + 1 sera le

résidu cherché. Supposons, au contraire, que 2 soit non résidu : parmi

les ^—^ — I résidus supérieurs à 2, il en existe au moins un qui soit suivi

d'un résidu. Car si chacun d'eux, sauf le dernier, était compris entre deux

non résidus, la suite ( -|î (-)»•••» \- 1 présenterait /; — 3 variations,

tandis qu'elle n'en présente que— (*) (198). Soit //h-i le premier

résidu suivi d'un résidu; ce sera celui que nous cherchons.

Posons maintenant d^ ^= p' -\- 1\ d^ — 1 sera non résidu : donc, — i étant

résidu, i — d'- sera non résidu et i -t- ^^ résidu.

210. 3" Supposons enfin qu'il soit impossible de choisir |S, 7, «, â de

telle sorte que l'un des deux nombres a', b' se réduise à ± 1 : on pourra

faire en sorte qu'ils se réduisent à d' et à d, ces deux entiers étant quel-

conques, pourvu que \ — d"^, i — d''^ soient non résidus.

Remarquons, d'ailleurs, qu'en tenant compte.des relations •

on aura identiquenrent

Donc, de quelque manière qu'on choisisse d et d' , on pourra satisfaire

de deux manières à la relation

(20) ip+d''-\~ d"'^i\

car il sulFira de poser d"^ ± c".

(*) Si p = 5, on a =/>— 3, et la démonstration précédente est en défaut : mais alors on

peut poser d= 1, d'où c"'= i — «'' — i'^ = i . On aura donc à la fois «'= ± i , c '= ±: i , et l'on

retombe ainsi sur le cas discuté au n" 208, vu l'analogie du rôle joué par les coefficients b' et r".
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Cela posé, — i étant résidu et i — c?* ne l'élanl pas, d^ — r ne le sera

pas, et pour satisfaire à cette condition il suffit de poser d^± r, r^ étant

l'un quelconque des ^-^— résidus qui sont précédés de non résidus (198).

Donc d peut être choisi de manières; de même pour d'. Si donc on

choisit d et d', puis d" de toutes les manières possibles, on obtiendra

- (p — lY systèmes de solutions à la congruence (20). La proposition sera

vraie pour a, b, c, si elle l'est pour l'un quelconque de ces systèmes. Car

elle est vraie pour a, 6, c, si elle l'est pour d, d', c" ; mais elle le sera

pour d, d', c", si elle l'est pour d, d', — c" : car soient S la substitution

orthogonale qui remplace ao par dx -+- d'y ~ c" z, E la substitution

t
^' T' 2 ^> .r, — 2

i ;

la substitution orthogonale ES remplacera x par dx -h d'y -^ c" z.

Si donc la proposition n'était pas toujours vraie, elle serait* fausse pour

tous les -{p — lY systèmes de solutions de la congruence

dans lesquels i — «^ et \ — b^ seraient non résidus. Notre discussion a

montré qu'elle est Vraie pour tous les autres, en nombre/;^ -t-/; [p — if.

On aurait donc ici

^. = p'-r-p-'-{p-iy=\{f-+ ^p-i),

d'où

123 = R3O2 = (i?^ + 4/> - (/^ - »)•

Mais le groupe orthogonal étant contenu dans le groupe linéaire, ilg doit

diviser l'ordre ip'^
— i) {p^ — p) {p^ — p^) de ce dernier groupe. Donc

p^ -h Zip — 1, étant premier à p, divisera (/?* — 1
j

(/>^ — 1) ; il divisera

donc 6Sp— 12, reste de la division algébrique de (/>'— i) (/>^ — ' j
pj^»'

/>- 4- 4/? — ' . Mais, si /; > 6S, p- -\- /\p — i est plus grand que 6Sp — 1 2

et ne peut le diviser; on vérifie aisément qu'il ne le divise pas davantage

si /? < 68. Donc l'hypothèse faite est absurde, et la proposition est vrflie

dans tous les cas.
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211 Troisième cas : n> 3. — On verra, comme aux n*** 203 et 208, qu'il

existe unesubstitution orthogonale qui remplace ^r par a^r+ôy+cz+ û^w-h. ••

[a, b, c, d,... satisfaisant à la relation (ig)] : i^'si Tune des quantités i — a^,

i — b^,... est un résidu quadratique; 2" si deux des coefficients a, b,...

sont congrus à ± 1

.

Supposons qu'aucune de ces circonstances ne se présente. Parmi les

sommes de trois carrés a^ 4- è^ -h c*, ar -\-
b^ -h d'- , 6- + c^ +</*,..., il en

existe une au moins non congrue à zéro. Car s'il en était autrement, et que n

fut de la forme 3A-i- i, a, b, c,... seraient tous congrus à ± i. En effet, la

somme des 3^ H- i carrés a*, b^, c^,,.. serait congrue à i, et la somme

de 3^ quelconques d'entre eux le serait à zéro : le carré restant serait donc

congru à i. Si, au contraire, n était de la forme 3^ h- 2, la somme de deux

quelconques de ces carrés serait congrue à i : la somme de six carrés quel-

conqueî^serait donc congrue à 3. Mais d'autre part elle le serait à zéro. On

devrait donc supposer ^= 3 : mais alors on aura a'^6-^c^^...^ i si a^

b, c, ... ne sont pas nuls, et 1 — a^ égal à un résidu quadratique, si a^o.
On retombe donc nécessairement sur une des deux hypothèses pour les-

quelles le théorème est démontré.

212. Supposons donc

a* -t- 6' H- 6»^ m > o {moA.p),

Soit

l=^\x,y\z,u,... oix-^^y-^yz, o! x -^'^'y^y' z, x"x -^ ^"y -^ry" z, m,...
j

une substitution orthogonale quelconque entre les trois indices a:, y, z; po-

sons

aa -f- 6[3-4-ry^a', «a' -i- 6(3' -f- c/ ^6' «a" -1-6(3" -4- cy"^c'.

S'il existe une substitution orthogonale S qui remplace x par

a' X -^ b'y -{- c' z -h du -h •

,

ia substitution IS le remplacera par

ax -^ by -+- cz -h du -^- ....

Donc la proposition est vraie pour l'une de ces fonctions, si elle l'est pour

l'autre.

Mais a, p, 7 sont des entiers arbitraires parmi ceux qui satisfont à la re-
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lalion

(21) «'+[3'-+-y' = i,

et nous allons voir qu'on peut les choisir de telle sorte que l'on ait a'^o,

d'où I — a'^E^ I, auquel cas la fonction a'x^b'y -{- c'z-h du-\-... devient

l'une de celles pour lesquelles la proposition est démontrée.

En effet, a^-hb^-^c'^ étant Jo (mod./?), a, b, c ne sont pas tous congrus

à zéro. Soit a^o{moà.p) : la relation a'^o donnera

6û + cy
a^ '——— »

a

valeur qui, substituée dans (21), donnera

(22) (6'+ a')(3' + 26c(3y -l-(t'^-+-a^)y'= a^

Cela posé, si b"^ -+- d^ et c^ -+- a^ sont à la fois congrus à zéro, 6 et c ne le

seront pas; et la relation (22) se réduisant à

on pourra y satisfaire par des valeurs convenables de jS et de 7. Soit au con-

traire è^-h a'^^o (mod./?); posons

::23) (6' + «*)(3+ 6cy = j3'.

La relation (22) devient

et comme le coefficient

n'est pas congru à zéro, on pourra déterminer/? — (
)
systèmes de va-

leurs de y et de |3' qui satisfassent à cette relation. Les valeurs correspon-

dantes de ^ s'obtiendront par la congruence (23).

213. Théorème. — L'ordre un du groupe orthogonal de degré 2" est égal

à M„M„_, ... M2, M;, étant égal à i^"^ ou à 2''^^ — i, suivant que r est pair ou

impair.

En effet, on a, comme dans le cas où p est impair, Û„= R„n„_,, R„ étant



DES SUBSTITUTIONS. 169

le nombre de fonctions différentes ax -^ by -^- cz -\- . . . par lesquelles les

substitutions orthogonales permettent de remplacer x. Mais a, b, c,... satis-

font à la congruence

a'-f- 6*-t- c'-i- . . . ^i (niocl.2),

laquelle se réduit à

(24) « + 6 -h c + . . . ^i (mod.2),

à cause des identités a' ees a, b-'^b,..., et a 2""^ systèmes de solutions, les

n — i quantités b, c,... restant arbitraires, pourvu que a soit déterminé

par la congruence (24).

Soit a, b, c,... un quelconque de ces systèmes de solutions : si a, b, c,-...

ne sont pas à la fois congrus a i , il existe une substitution orthogonale qui

remplace x par ax + by -^ cz +- Car supposons par exemple /i = 5,

a^b^c^i, d^e^^o : les deux substitutions

I
X, y, z, u, V u, y, z, X, V \, -

I

X, y, z, u, V y -{- z --\~ u, z -^ u -\- x, u -\- x -\- y, u, v
\

sont orthogonales, et leur produit remplacer? par a? -h y+ z.

Au contraire, si a, b, c,... sont tous congrus à i, il n'existe aucune sub-

stitution orthogonale qui remplace x par ax-k- by-\-cz-h— Car les autres

coefficients a', b', c',... de cette substitution devraient satisfaire aux rela-

tions incompatibles

a'' -f- 6" + c'' -f- . . . ^ rt' -H 6' 4- c' -I- . . . ^ I , aa' + bb' -h ce' -h . . ^ o.

On aura donc R„= 2""*—
1 ou — 2"~'

, suivant que a^b^c^...^i
est ou non un système de solutions de la congruence (24), c'est-à-dire sui-

vant que n sera impair ou pair. Donc on aura dans tous les cas R„= M„, d'où

û„ = M„ 12„_. = M„ M,_. û„_, =.,.. = M„ M„_, . . . M..

214. L'ordre du groupe orthogonal de degré 2" s'obtient encore en re-

marquant que la fonction x- -{-y ^ -\- z^ -+-... que ses substitutions laissent

invariable se réduit à x -\-y -h z +... (mod. 2). Soit, pour abréger, X cette

dernière fonction; prenons pour indices indépendants X, y, z,.... Les sub-

stitutions orthogonales, laissant X invariable, prendront la forme suivante

|X, j, z,... X, fl'X -H 6' r H- c'z H-. .., a"X -H ô''^;' H-c"z-|-. . .,. . . |,

22
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OÙ les coefficients a', <z",... peuvent être quelconques, et où b' , c',...; b",

c'\...\... doivent être choisis de telle sorte, que leur déterminant ne soit pas

congru à zéro. Le nombre des substitutions orthogonales sera donc

2»-'
(
2"-« — I

) (
2"-' — 2 ) . . . (

2"-' — 2"-»
),

résultat qui s'accorde avec le précédent.

215. Le groupe orthogonal est évidemment contenu dans le groupe plus

général formé par les substitutions qui multiplient oj^+j^-h^^-f-... par un

facteur constant (abstraction faite des multiples de p).

Soit r une racine primitive de la congruence rP~^^ i , et soient a, /3 deux

entiers qui satisfassent à la congruence a'^ 4- jS'-*^ r. Le groupe cherché T

contient, si n est pair, la substitution

T =
I

X, y, z, u,. . . OCX H- j3j, ^x — a.y, xz -f- (3m, j3m — ocz,. . .

|

qui multiplie ^r^ -f-
j^

-t-
^^ -h . . . par /•. Soit maintenant S une substitution

de r, laquelle multiplie cette fonction par m^r^. On aura évidemment

S = TPU, U étant une substitution orthogonale. L'exposant p pouvant

prendre les valeurs o, i,..., /? — 2, l'ordre de P sera égal à/? — i fois celui

du groupe orthogonal.

216. Au contraire, si n est impair, il ne paraît exister aucune substitu-

tion qui multiplie x^ + y"^ -h z^ -h . . . par r. Nous allons le démontrer en

toute rigueur pour « = 3.

Soit

8=1^, y, z ax + by+ cz, a'x + b'y-\- c' z, a" x + b"y +- c" z
\

;t^

une substitution qui multiplie a:^+j^-t-s^ par m; et soient a, /3, 7 trois

entiers quelconques satisfaisant.à la relation a^+jS^+y^^ 1. Il existe une

substitution orthogonale 1 qui remplace x par aa? -t- ]Sj -h ys (203-210).

Sa réciproque 2"' S sera (196) de la forme

I

x,y,z ax-\-..., (3^ + .,., yX'^-... |.

Si l'on détermine a, |3, y de telle sorte que l'on ait aa H- 6|S 4- cy^o (212),

la substitution 2~' S sera de la forme

1~' S =^
\
X, y, z by -h cz, a' x -h b' y- + c' z, a" x -f- b"y -\- c" z \.



DES SUBSTITUTIONS. «74

Mais elle multiplie x^-hj^-h z' par m, d'où les relations :

a'» -h a"*= 6» H- b'^ -h ¥'= c» h- c'* -+- c"»= m,

a' 6'
-+- «" 6"= a' c' -h a" c'= 6c -^ 6V + 6" c"^ o.

D'ailleurs, 1~* S n'ayant pas son déterminant congru à zéro, a\ a" ne

peuvent être à la fois congrus à zéro. Soit, par exemple, a'^o (mod./?);

posons b"^xa\ d'^-^a! : il viendra successivement, en vertu des rela-

tions précédentes,

6'=— Tfl", c'= — T'a", o = 6c -h TT'(a" + a"»)=6cH-/nTT',

m= 6î-h t'(û" -+-«"'
)= **-+- /nT'=c» + T'*(a"-*-rf"»)= c'H- mr'».

On en déduit

6'c»= m»TV= m»(i — t*)(i — t^);

d'où

I— r' — t'»= o, 6'= /n(i — r*)= mT" c'= m(i — T^'j^/nT».

Mais le déterminant de 2~' S n'étant pas congru à zéro, l'un au moins des

entiers h, c ne sera pas congru à zéro. Soit, par exemple, 5^o(mod./i);

m^— sera un résidu quadratique de />, autrement dit, une puissance

paire de r.

Cela posé, r contient la substitution T' qui multiplie chaque indice par r:

car elle multipliera x--\-y--ir z^ par r^; et il est clair que toute substitu-

tion de r qui multiplie cette fonction par m^r^"^ sera de la forme T'^U,

U étant orthogonale.

§ VIII. — Groupe abélien.

Définition, ordre et facteurs de composition.

217. Dans ses importantes recherches sur la transformation des fonctions

abéliennes, M. Hermite a dû résoudre le problème suivant :

Soient a;,, Jm..., £>?„, y„; 2,, 17,,..., |„, r,n deux suites de in indices, ré-

partis en n couples dans chacune d'elles; et soit donnée la fonction

Trouver, parmi les substitutions du groupe linéaire du degré p-", celles qui,

étant opérées à la fois sur chacune des deux suites d'indices qui entrent dans

22.
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la Jonction (p, multiplieront cette fonction par un simple facteur constant [abs-

traction faite des multiples de p).

Il est clair que si deux substitutions S, S' multiplient respectivement^

par des entiers constants m, m', SS' multipliera 9 par l'entier constant mm'.

Donc les substitutions cherchées forment un groupe. Nous l'appellerons le

groupe abélien, et ses substitutions seront dites abéliennes.

Soit

S=r

^, a , ^, + c
, j, -i- ...-+- a '„ ar„ + c'„ y„

y\ h\ x,-^d\ y, -{-...-{- h'^Xn + d'^ y'„

Xn a^"^ X, -+- c\"^ j, H- ... + «(,"' j:„ -H c^") /„

une substitution abélienne. Exprimant qu'elle multiplie cp par m, on aura

le groupe de relations suivant :

(25) r^^

218. Cherchons à déterminer la substitution réciproque

S-' =
/, [3', :r, + ô', j, -h ,

Xn oc^r^ X, + y(,") 7, + . . . + a),") :r„ + y^,") _;•„

On obtient, par hypothèse, le même résultat en multipliant 9 par m, ou

en y exécutant la substitution S dans les deux systèmes de variables. On ne

troublera pas l'égalité de ces deux résultats en y opérant la substitution S~'

sur les variables x^, ^4,..., Xn, fn- Donc il est indifférent de multiplier cp

par m, et d'y opérer ensuite la substitution S~' sur les variables œ, y, ou

d'y opérer la substitution S sur les variables ^, yj. Identifiant ces deux ré-

sultats, il vient

=y x^{bi^^l-i-di^^-n^)~y^{ai^^l^ci^^-n.).
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d'où l'on déduit

Or S~', étant opérée sur les deux suites d'indices, multiplie évidemment 9

par — • Formons les relations qui expriment cette identité, puis substituDns-y

les valeurs trouvées pour les quantités a, ^, y, â : il viendra

(27.

( y «</) d^''^— bi<^^ c^i')= m
, y aii*' d^^'^ — 6i'*>

c^i^'^ = o , si ^' > /x (mod . /» ),

I y </(!*> ftC"*')— 6W rfCi^'^=0, y c'^^ a^yi — dv-) 4,(1^')= o

.

Ce nouveau système de relations est entièrement équivalent au sys-

tème (23). Car nous venons de voir qu'il s'en déduit; et réciproquement,

si les relations (27) sont satisfaites, S~' multipliera ç) par — : donc S le mul-

tipliera 4)ar m, et les relations (26) seront satisfaites.

219.- Soit r une racine primitive de la congrue'nce rP~'^i. Le groupe

D abélien Ç contient la substitution

qui multiplie «p par r. Soient S une substitution quelconque de ce groupe;

m^r^ l'entier par lequel elle multiplie <p : on aura évidemment S^U^T,
T étant une nouvelle substitution de Ç, qui n'altère pas ç. L'exposant p

pouvant prendre une quelconque des valeurs o, i,..., p — 2, l'ordre de Ç

sera égal h p — 1 fois l'.ôrdre û„ du groupe partiel H formé par les substitu-

tions de la forme T. Soient d'ailleurs a, |S,... les facteurs premiers dont le

produit donne/?— 1; Ç, <?„, ^a?,..., ?p_, = H les groupes respectivement for-

més par la combinaison des substitutions de H avec U, U*, U*^ . . . , U^' = i

,

Il est clair que ces groupes auront respectivement pour ordre {p— i)i2„,

* -—^-i\y o i^A,.--' ^n et que chacun d'eux sera permutable aux subsli-

tutions de ^. Donc ^ aura pour facteurs de composition a, |3,..., et les fac-

teurs de composition de H.

Cherchons donc l'ordre de H, et ses facteurs de composition.



M^ — 1
,
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place a?, par a'jX.-frC, j, H-c'a^^a — a'g jj-f-...; et la substitution S = MjS le

remplacera par/,.

La substitution S èjant ainsi déterminée dans tous les cas, on aura évi-

demment 2= S2', 1 étant une nouvelle substitution de H, qui n'altère plus

l'indice a:,.

Soit /[ =b\xt +(ïiyt + . . . -^h'„Xn-^d\y„ la fonction par laquelle

2' remplace j,. Si l'on pose dans les relations (26) msEï, d^^i,
c,^a'2^c,^...^o, elles donneront d\^\ Cette condition nécessaire

étant supposée remplie, la substitution

S' = l/' rt^î QTfl' • • • R;;f- Q;;/-

remplacera r, par/,' ; et l'on pourra poser 2'= S' 2,, 2, étant une nouvelle

substitution de H, qui n'altère plus ar,, /,.

Soit

2.=

^1
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L(jL, Mp,, N,i,v {[J- et V étant > i) qui remplace ja paï'y^(221); et l'on aura

2', = S'j22. ^3 étant une substitution de H, qui laisse invariables ^r,, J<»

^»» y^-

On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à une substitution !„ qui

laissera tous les indices invariables, et se réduira à l'unité.

223. L'ordre du groupe abélien résulte immédiatement de ce qui pré-

cède. En effet, les fonctions différentes, telles que/,, que les substitutions

de H permettent de faire succéder à oot, sont en nombre />''"— i, tous les

systèmes de valeurs de a^, c\,..., «'„ , c'„ étant admissibles, pourvu que ces

coefticienls ne soient pas tous congrus à zéro. L'ordre fi„ de H est égal à ce

nombre, multiplié par l'ordre du groupe partiel H' formé par celles de ses

substitutions qui n'altèrent pas a;, (123 ou 201).

Le nombre des fonctions différentes, telles que /,' , que les substitutions

de H' permettent de faire succéder à j est p^"~*, les coefficients def[ pou-

vant être choisis arbitrairement, sauf l'un d'eux, qui est congru à i. L'ordre

de H' sera donc égal à/>^"~' Û„_,, (}„_, étant l'ordre du groupe H, formé par

celles des substitutions de H' qui n'altèrent pas a?,, y,.

Continuant ainsi, on aura

iX„ = {p^"—l)p'''-'iàn-t = '-. = {p'"—l)p'"-' {p'"-'—l)p'"-K. . (/)»— l)p.

Remarque. ~ Les substitutions de H ont toutes leur déterminant égal

à I. Car les substitutions L^, M^, Njjl,v. dont elles dérivent, jouissent de cette

propriété.

224. Théorème. — Si p est impair, les facteurs de composition de H sont

1
Qn et 2.

La substitution qui multiplie tous les indices par — i fait partie de H,

et ses puissances forment un groupe K, d'ordre 2, et évidemment permu-

table aux substitutions de H. Donc 2 est l'un des facteurs de composition

cherchés; et pour prouver que les autres se réduisent à un seul, - il«, il

suffira d'établir que K est le seul groupe contenu dans H et permutable à

ses substitutions. A cet effet, nous allons montrer que tout groupe I, autre

que K, contenu dans H et permutable à ses substitutions, contient nécessaire-

ment toutes les substitutions de H.
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.225. Soit

S =

X, a, X, -+-C
, y\ +.

>•, b\ X, -+- d\ j\ -4- 4- b„ x„ -H d'„ Y„

x^ a\"''Xt-h c^^'j-, -h.

n b^"^ X, + d\"\r, -+- + fr^"^ Xu + rfL"^r«

une des substitutions de I, laquelle ne soit pas contenue dans K. Le groupe l

contient, par hypothèse, les transformées de S par les substitutions Lj^, L', :

il contiendra donc les suivantes : S~*.L~'SLpi, S~*.L'~*SL'^ . D'ailleurs on

peut admettre que ces substitutions ne se réduisent pas toutes à l'unité; car

on véritie aisément que pour que cela eût lieu, il faudrait que S multipliât

les deux indices de chacun des couples ar,, j,;...; oo„, r„ par un même fac-

teur, égal à I pour certains couples, tels que a?,, j,, et à — i pour d'autres,

tels que a^a, 72- Mais alors, la substitution N,,2 étant permutable à I, ce

groupe contiendrait la substitution N^^jSN.a. laquelle ne multiplie plus les

indices par des facteurs constants, et pourrait être prise pour point de dé-

part de notre raisonnement, à la place de S.

Admettons, pour fixer les idées, que S~'. L,"*SL, diffère de l'unité. Celte

substitution est évidemment de la forme

S,

X,, y, a, X, H- •/,>', -h . .
. -\- a„ x„ -¥- y„r„, y, — b\Y

^7, Xi X:, — a", Y, jj — b", Y

•* n 9 J n * n
' a(-) Y, X, - fc(") Y

Y étant la fonction par laquelle S~' remplace/,.

Cela posé, I contient une substitution, autre que l'unité, qui laisse inva-

riables 2« — 3 indices. En effet. S, serait cette substitution, si a', b\,...

étaient tous congrus à zéro. Supposons, au contraire, que a\, par exemple,

ne soit pas congru k zéro. Posons

«'
l.j, +- af ^ o, «' m.j, — b^--"' ^ o,

a\ r-\-b\~ b';h ^ < m, — ...— b," l„ ^a>' «'«= 0. •-*

Le groupe I contiendra S,, transformée de S, par Q8%R^|...Q1':îR"'"îL^;^, la- m
quelle laisse invariables jo. ^3» Js.--- Cette substitution, satisfaisant en

outre aux relations (aS), sera de la forme

JT,, j-, a', x^ -f- c\ y. H- c, j„ b, x, -f- d\ y, -+- d\ y
^î, n a" Xi -h c\ y, H- JT, -f- c" y->, /;

23
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Cela posé, I contient la substitution

S3=::N7> S,N.,,

X,
, y\ T, -f- ( 1 - a',

) y\, y\ — b\ y,

x„ y., fond. (^,, j,, x^, j,), j,

etsi i—«'j 5 o(mo(l./?), posons

{i-d,)t-\b\ = o;

I contiendra la transformée de Sj par L'S laquelle laisse j, et ja invariables,

accroît Xi d'un multiple de yj' et satisfait aux relations (25) : elle est donc

de la forme

S« =
I

Xy, y\, Xi, jî, . . . :r, -4- ixy\, y\, Xj -+- (xy\-+ [3/j, /j, . . .
|

.

Si au contraire i — a'^EEEo, I contiendra la substitution Mj'^Sa M,, la-

quelle est encore de la forme S4.

Les deu-x coefficients a, p ne peuvent s'annuler à la fois; car S^ se rédui-

sant à l'unité, il en serait de même de S3, Sa, S,, qui s'en déduisent par

une suite de transformations. Mais, par bypotbèse. S, diffère de l'unité.

226. Il reste à prouver que, quels que soient d'ailleurs les coefficients

a, |3, la substitution S4 et ses transformées reproduisent par leur combi-

naison toutes les substitutions L^, M^, N,j.,,,, dont H est dérivé.
1

Soit d'abord «e^o, d'où ^^o (mod.p). On a Si^^ELg. Donc I contient La*,

donc il contient Ma, qui est la transformée de L^' par Mj L7^ Il con-

tiendra L(j^ et MjA, transformées de La et Ma par -Pa.ix- Enfin il contiendra

<V;ji,v Lji, l^V V[X,V • Ljj^ L^ ^ î^fX.V

Soit maintenant cc^o [mod.p) : I contient la transformée de S par Qj^,

laquelle, élevée à la puissance -(mod./?), reproduit N, a- H contiendra la

—substitution ^* ^'

N,,, . M7» N, , M, . ( M, LO" ' N, , M, L, := L,.

fi
Ce point établi, on achève la démonstration comme précédemment.

227. Théorème. — Sip ^= 2 et n^ 2, le groupe H est simple.

Soit I un groupe contenu dans H et permutable à ses substitutions; on

démontre, comme au théorème précédent : i** que I contient une substitution
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de la forme

S« —
j
x,,jr\, xj, xu • • • ^i-^ «/i. .ri, ^î -+- v< "" ^X» Xu- I ;

2*" que si «seeo ou /5^o(mod.2), ï se confond avec H.

228. Admettons donc, comme dernière hypothèse, cc^^^^i, d'où

Sj = N, jL^; I contient les substitutions suivantes :

S„ t P,.j. P,,, r' S. P,.j. P.,. = X^.. L^ = L^N,,,., L^Nj..,. L. N^.,. = L^ L,,

M-' L^ L, M. . L.U = Lj. Mj„ f L,. M,.)'= M.^ L^, N,,., Lj. . L.^U = Nx,,U = U N.. ,,

Lji Lv . L^ Mji = L, Mx, Mji L^ . Lj^ Lv =r M^ L„

N^.. W .U M= = N.,, . M., M. U . L., L..,. = M, N^.,.

Donc I contient tous les produits deux à deux des substitutions L^,, Mji.

Nfi.v '• donc il contient la substitution

laquelle est le produit de ^4 facteurs des formes L^., M^, N^,v H contient sa

transformée par la substitution abélienne

j
^x, Ji .r'i

-+- iCj-t Xi, X,-{- Xj-\- X3

i

-a^i, rz ^ï. Xi+ x,-h y\ -If X-, -k- Xi
i

i
Xi, 7-3 JTj, ^'3 4- j:, -+- _^-, -h a:, + JTj

laquelle se réduit à L,. Donc il contient

et se confond avec H. Donc H est simple.

229. Il reste enfin à considérer le cas où l'on ay? = 2, avec /i = 2. Dans

ce cas, H a pour facteurs de composition 2 et - £î„. Mais il est inutile d'éta-

blir ici ce résultat, qui se présentera de lui-même plus loin (331).

Seconde définition du groupe abélien.

230. Le groupe abélien est susceptible d'une nouvelle définition, que

nous allons exposer. ^

23.
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Considérons le groupe ê dérivé des substitutions

A,=
I

2,, 2„... z,-f-i, z„... |, Aj=
I

z,, z-i,... Zy, Z;-\-\,... |,... (mod. />).

Les substitutions A,xAv et k^k^ sont évidemment identiques, quels que

soient p, et v; mais, afin de conserver la trace de l'inversion nécessaire

pour passer de l'une de ces formes à la suivante, on posera, au lieu de

l'égalité Ap. A^ = A^ A(j,, la suivante A,;. A^ = i^ =^*'^Av A^.

On aura, d'après cela,

(A^A^I (A^Av') + (Av A^') ('A,^A„')

A,A„ = /'* ^^A.A,= /'' '' ^' '''a,.A.., A,A^=:/=' '^^,A^,

d'où

{A,A.) + (A..A,) = o, (A,A,)=.o.

A cela près, les diverses quantités (Aj^ A^) sont arbitraires. Il nous con-

viendra de les supposer entières. Nous appellerons exposant d'échange des

substitutions \^, A^ l'entier (A^. A,,) (et plus généralement tout entier con-

gru à celui-là suivant le module />).

Soient S = Aï"' A^"-..
. , T = A"' A'^'-.

. . deux substitutions quelconques

de ^ : on aura

ST= A7'A7^...A'?'A«'... = i ' ^ ' ^^A^'A^'... A',"'A'^''... = i •'
'^

'^ '^TS,

le signe de sommationN s'étendant k toutes les valeurs de |x et de v. Donc

l'exposant d'échange (ST) de S et de T sera congru à\ /Wj^«,, (Aj^ A,,).

231. Soient maintenant

M,^ a, Zi+ ôiZaH-. . . , u-i^^aiZt ^ biZ-i-T-. . . , . .

.

des fonctions distinctes en nombre égal à celui des indices z,, Za»—
Les substitutions A,, Ao,... accroissent respectivement w, des quantités a,,

/>,,..., Ma des quantités Og» ^2.---> etc. Si donc on désigne par C,, Ga,... les

substitutions respectivement conespondantes à w,, Mo,... dans le système

d'indices Uiy u^,... (c'est-à-dire celles qui accroissent respectivement d'une

unité chacun de ces nouveaux indices, sans altérer les autres), on aura

A.=:C«'C«'..., A,=:(:^.C^. .,..., d'où AvAV.--=Q'Q'---»
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>î,, vj.,,... étant déterminés par les relations

(28) •/;.= «, Ëi-t- 6,^,+ ..
.

, /îj= «4, + 62 ^,+ ...,.. . (mod. />).

Soient

(29) H,= a.-/),-l-;3. 732-<-- . , ^j= a./]. H- (3î /;,-+-...,.. . (mod. />)

ces mêmes relations renversées : on aura évidemment

C. = A«-A?..., C2=:A?.A?^. .......

Le produit des deux déterminants

181

fl, 6, ...

fl^ 6, ...

H'

étant évidemment congru à l'unité, ce dernier ne sera pas congru à zéro.

Au lieu de se donner d'avance m,, Wa»--» ^^ P^ut se donner les substi-

tutions C,, Co,...; et de quelque manière que les entiers a.,, ^,,...; oco,

jSa,...;... soient choisis, pourvu que leur déterminant ne soit pas congru à

zéro, on pourra déterminer sans difficulté les entiers «,, a.,,...; b,, è,» •••;•••

en renversant les relations (29). Leur déterminant n'étant pas congru k

zéro, les fonctions m,, Wa»--- seront distinctes et pourront être prises pour

indices indépendants.

232. Supposons maintenant que les exposants d'échange (Aj^Av) soient

donnés arbitrairement, et proposons-nous de choisir C,, Ca,..., de telle

sorte que leurs exposants d'échange soient aussi simples que possible.

Soit c^, une substitution de ^, dont les exposants d'échange avec les

autres substitutions de ce groupe ne soient pas tous congrus à zéro. Soient S

une substitution de ^ telle que l'on ait (aA», S)ï^X^o (mod. /?), e un entier

tel que l'on ait eX^ 1 . Posons ub, = S^ : il viendra ( -A., ife, )^ eX ^e i

.

Cela posé, ^ résulte de la combinaison de -A,, in>, avec le groupe partiel -?,

formé par celles de ses substitutions dont les exposants d'échange avec -A,,

iib, sont tous congrus à zéro. Soit, en effet, T une substitution de -f dont les

exposants d'échange avec ^i,,, ifb, soient respectivement b, et — a, : on

aura évidemment T = <^l."'a)î>*'T', T' étant une substitution de ^",.

Si é, contient une substitution ,.^2 dont les exposants d'échange avec les

autres substitutions de ce groupe ne soient pas tous congrus à zéro, ^, con-
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tiendra de même une substitution 1)1^2 telle que l'on ait ( i^if^a) ^^ •; et ,f,

résultera de la combinaison de .1.2 et de dî,2 avec le groupe partiel .f, formé

par celles de ses substitutions dont les exposants d'écliange avec do et HJ),

sont congrus à zéro.

On pourra poursuivre ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à un groupe ^T,, qui

se réduise à la seule substitution i, ou dont les substitutions aient tous

leurs exposants d'échange mutuels congrus à zéro. Soit dans ce dernier

cas G, une des substitutions de #„; si #« contient des substitutions autres

que les puissances de G,, soit Gg l'une d'elles : ^„ contiendra toutes les sub-

stitutions de la forme G',' G';*. S'il en contient d'autres, soit G3 l'une d'elles,

il contiendra les substitutions G^G'j'G^,', etc.

Donc enfin les substitutions de i seront toutes de la forme

-.1.,, Db,,---> -^«» iii'/î» ^i» ^a,... étant des substitutions dont les exposants d'é-

change mutuelssont tous congrus à zéro, sauf ceux-ci : (r^ii^);?^:^— (iti'jx-V)»

qui sont congrus à r.

233. Les diverses substitutions obtenues en donnant à a,, b,,..., a,i,

b„, c,. Ci,... les divers -systèmes de valeurs inférieures à p étant évidem-

ment distinctes, l'ordre de ^ sera égal au nombre de ces systèmes de va-

leurs. Mais, d'autre part, il est égal au nombre des systèmes de valeurs

inférieures kp que l'on peut donner à a<, «2,... dans l'expression A"' A,'

Pour qu'il y ait identité entre ces deux nombres, il faut évidemment que

les substitutions .i,, oft,,,..., -A,,, iib^, G,, G2,,.. soient en même nombre que

les substitutions A,, A2,

—

Soient

.1,, = A«'A«'. .
. , ift,, = A^'AV". • • ,• • -,

d'où

Toute substitution de ^, telle que Al' A^- ..., pouvant être mise sous la

forme Xj' ift){ . .
. , on devra pouvoir déterminer x, r,... de telle sorte qu'on

ait

{3o) a, :r -+- (3, j-f- . . . ^^,, aja; 4- (3jj -+- . . ==l„...,

quels que soient ^,, I2,.... Il faut pour cela que le déterminant des quan-

tités «,, |3,,...; «2, Pa»---;--- ne soit pas congru à zéro. On pourra donc
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choisir un système d'indices indépendants tel, que les substitutions x,^

Dl,,... accroissent respectivement d'une unité chacun de ces indices, sans

altérer les autres (231).

Soient d'ailleurs

X fliH. j=6, u-h b,l.

les relations (3o) renversées. Il est évident que le déterminant de a,, a^,.

6,, 62,...;... n'est pas congru à zéro; et l'on aura

A, ^..L'j'ift,*'. .l,7'ilî>*'.

234. Pour éviter des longueurs inutiles, bornjjns-nous au cas, seul vrai-

ment intéressant, où ^ ne contient aucune substitution, autre que l'unité,

dont les exposants d'échange avec les autres substitutions de T soient tous

congrus à zéro. Cette condition sera exprimée par la relation

(A. A,) (A. A,)

(A,A.) (A,A,) ^o {moA. p).

Car soit Aj'Aj'.. . une substitution quelconque de ? : ses exposants d'é-

change avec A,, Aj,... sont respectivement

(A.A.)H, + (A.A,)H, (A,A.);,-+-(A.AO^+...,

et pour qu'ils puissent devenir à la fois congrus à zéro, sans qu'on ait

H,^|2^---^Oi il faut et il suffit évidemment que le déterminant

ci-dessus soit congru à zéro.

Le nombre des substitutions A,, Aa,--- est un nombre pair. En effet, il est

égal à celui des substitutions de la suite »l,,, ift),,..., laquelle se réduit ici

aux termes -i,,, i)i,,,..., x^ ui)„ : car si cette suite contenait une substi-

tution telle que S,, dont les exposants d'échange avec jw,, ife^,... fussent

tous congrus à zéro, ses exposants d'échange avec toutes les substitutions

de J, lesquelles dérivent de celles-là, seraient congrus à zéro, contre l'hy-

polhëse.

235. Soit maintenant (C,C,), (C, Cj),... (Cj^Con) un système quelconque

de 4 n^ nombres satisfaisant aux relations

(C,ÇJ-h(C,C,)= o, (C^C,j

(C.C.) (CC) ..

(CC) (CCO ..

) (niod. p).
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On pourra choisir un système d'indices indépendants tel, que les substitutions C,

,

(>2,..., qui correspondent respectivement à ces divers indices, aient leurs expo-

sants d'échange mutuels congrus à (C, C,), (C, Ca),.-., (C2„C2„).

En effet, si les substitutions A,, Aj,... avaient pour exposants d'échange

mutuels, au lieu de (A, A,),..., (Aa^Aa^), ceux-ci : (C,C, ),..., (Ca/îCa»),

on pourrait déterminer un système de substitutions ffi, = Aj' A*'.
. .

,

C^ = Aî' Aj'...,..., (©„, <!^„, dont les exposants d'échange mutuels fussent tous

congrus à zéro, sauf ceux-ci (®(A<î^{i) = — (t,A®|x) » qui seraient congrus

à I (232-234). On aurait d'ailleurs réciproquement

û?, , do,...; e,, 60,...;... étant des entiers dont le déterminant n'est pas con-

gru à zéro.

Cela posé, les substitutions x,, ift),,... ayant les mêmes exposants d'é-

change mutuels que (D,, C^,..., les substitutions

C, = X-f- ijl,^' . ..^A^'A'f'..., C2= JUf ' ift,^,' . . .=A'î'A"j«. ......

auront évidemment les mêmes exposants d'échange mutuels que ffif'Ci'.,.,

(©f'*:^?' , à savoir: (C, G,)...,.., (Ca^^Cs^). D'ailleurs le déterminant des

nombres m,, /i,,...; ma, Wa,...;... étant évidemment égal au produit des

deux déterminants formés avec a,, |3,,...; «a, Pa, ...;... et avec <^,, c,,--;

fl?2, 62,...;..., ne sera pas congru à zéro. Donc on pourra déterminer un

système d'indices indépendants qui correspondent respectivement aux sub-

stitutions Cf, Ca,... (231).

236. Convenons de désigner par A"' A^'... l'opération qui consiste à ac-

croître les indices 2,, z^,... respectivement de certains entiers complexes a,,

«a,... formés avec les racines d'une congruence irréductible. Étendons à

ces opérations la notion des exposants d'échange, en admettant que l'égalité

(A;:^Ar)^a,«v(A,AO,

laquelle est évidente lorsque a^,, a^ sont réels, subsiste lorsqu'ils sont ima-

ginaires. Il est évident que les démonstrations ci-dessus resteront appli-

cables, avec cette seule différence que les entiers qui figurent dans le calcul

seront complexes.
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237. Soient maintenant S,, Sj,... les diverses substitutions de 5",

T =
I

z„ Zj, . . . qiZ,-h q:iZ2-h . . . y r, z, -f- r, Zj + ...,.. .
]

une substitution linéaire telle, que les transformées T~' S, T, T^'S^T,... aient

leurs exposants d'échange mutuels congrus à ceux des substitutions corres-

pondantes S,, Sa,... respectivement multipliés par un- même entier con-

stante. L'ensemble des substitutions T,, To,... qui satisfont à cette con-

dition pour les diverses valeurs m,, m^,... de m forment un groupe. CarT,

étant permutable à #, T^^SiT-,, T^^SaT, appartiennent à ce groupe; leurs

transformées par To ont donc des exposants d'échange m^ fois plus consi-

dérables (abstraction faite des multiples de p) que T^'S, T,, T^^SaT,,...

ou mjmafois plus considérables que S,, Sa, Mais ce sont les transformées

de S,, Sa,... par T, Ta. Donc cette substitution, multipliant les exposants

d'échange par l'entier constant m^m^, appartient à la suite T, , Tj,. ..; et

cette suite formera un groupe.

238. Il est aisé d'écrire les relations auxquelles doivent satisfaire les coef-

ficients de T.

En effet, cette substitution transforme généralement A^en A'^= Af^^Aji". . . ;

et la condition (A'piA'J^m(A^Av) donnera

(3i) (A,A,)^^g,4-(A,A,)^ix''v-+-. . .-f-(AjA,)ri,^,H-. ..^m[k.^k,)

pour toutes les valeurs de ^ et de v. Réciproquement, si ces conditions sont

satisfaites, la transformation par T multipliera par m les exposants d'échange

mutuels de toutes les substitutions de ^. Car soient A|'A|'..., k^'PC^^.. deux

de ces substitutions, \ lu yjv(A^Av) leur exposant d'échange : celui de leurs

transformées A;^'A';'..., A'i^'A;"'... seray|j,riv(AL A',)= mV|(,y],, (A^A^).

239. Remplaçons z^, z^,... par de nouveaux indices indépendants ^,,

J<» ^2» Ji*"- tels, que les substitutions correspondantes -A,, u»,,, ^i,,, ido,...

aient leurs exposants d'échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux-ci / /Q
(J«^aft.j^)^ — ^'^t^j-tft^, qui soient congrus à i. Soit

X, , r. a', Xy H- c, j, -f- fl', x^ + c, jj -f- . .
. , 6>, -^ d\ y\ + b\ x^ + d\y\ -<-...

^2, j2 fl'x.-hc'j.-h^arjH-c'jî-h..., h\x,-^d\r,-^h\x^-^d%y\^ ,..

ce que devient T rapportée à ces indices. Les relations résumées dans la

24
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formule (3i) seront précisément les relations (27). Le groupe formé par

les substitutions T se confond donc avec le groupe abélien.

Faisceaux ahèliens.

240. Soit F un. faisceau de substitutions échangeables entre elles et

d'ordre premier à /?, qui soit contenu dans le groupe abélien. Suppo-

sons, en outre, que le groupe G formé par les substitutions abéliennes per-

mutables à F soit primaire. Le groupe fcTrmé par toutes les substitutions

linéaires permutables à F sera à fortiori primaire. On pourra donc choisir

les indices indépendants de manière à ramener à la fois toutes les substi-

tutions de F à leur forme canonique; cela fait, les nouveaux indices se

répartiront entre X systèmes, contenant chacun un même nombre il de séries,

dont chacune contient un même nombre v d'indices (178 et 193).

241. Cela posé, soient X, Y deux quelconques des nouveaux indices,

Cx et Cy les substitutions qui leur correspondent, (Cx Cy) leur exposant d'é-

change. Soient

8=
I

X, Y,... «X, ^Y,... 1

une des substitutions de F, m le facteur par lequel elle multiplie les expo-

sants d'échange des substitutions Cx, Cy,...; elle transforme Cx et Cy en Cx

et C^, dont l'exposant d'échange est ajS (C^Cy). On aura donc nécessairement

a(3(CxCv)= m(CxCY), d'où «(3 = w ou (CxCy)= o.

Or, quel que soit l'indice X, la substitution Cx ne peut avoir ses expo-

sants d'échange avec toutes les substitutions Cx, Cy,... congrus à zéro; car

il en serait de même de ses exposants d'échange avec toutes les substitu-

tions de §, qui dérivent de celles-là, et cela est contraire à notre hypothèse.

Soient donc X, X',... les indices d'une série quelconque; a, a',... les

facteurs par lesquels tous ces indices sont multipliés. par les substitutions S,

S',... du faisceau F, lesquelles multiplient respectivement les exposants d'é-

change par m, m\ 11 existera une série d'indices Y, Y',.., que ces mêmes

substitutions multiplieront par les facteurs jS^— » |S'^— »••• (mod./?).

Nous dirons que ces deux séries sont conjointes, et nous pourrons, d'après

ce qui précède, énoncer le théorème suivant :

Théorème. — Toute série a sa conjointe, et Vexposant d'échange de deux
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substitutions de la suite Cx . Cy, . . . sera congru à zéro, à moins que les indices

correspondants n'appartiennent à deux séries conjointes.

242. Théorème. — Soient X, X',... et Y, Y',... deux séries conjointes

quelconques ; X^., X'^,... et Y^, Y'^,... les séries conjuguées, obtenues en rempla-

çant l'imaginaire i qui entre dans Vexpression des indices de ces séries par sa

conjuguée i^' : ces deux nouvelles séries seront conjointes, et l'on aura la

relation {C^^ C^^)^ (Cx C^Y\

1° En effet, si S multiplie X par a et Y par /3, elle multipliera X^ par a^'

et Y;, par /3^', et de la relation supposée ajS^mon déduirai aP'^P'^mf^^

m

(m étant un entier réel).

2*» Soit d'ailleurs C:x=.i,( ift,"...; on aura C^^ = -xf^f .... En effet, for-

mons les relations qui expriment que <.i>îift)"... accroît d'une unité l'indice X
sans altérer les autres. Remplaçons dans ces relations l'imaginaire i par sa

conjuguée i^' : les nouvelles relations ainsi obtenues expriment évidemment

que e/^C '\S^f ... accroît d'une unité l'indice X^. sans altérer les autres.

Soit Cï = Jo^ ift);...; on.aura de même Cy^= -i^i'' nV/ ...; on en déduit

(Cx, Cï^)

^

iP'vP'— nP' )/ -1- . . . =( /v — nX -h . .
)'''= (Cx Cy)p".

Corollaire. —'Si les séries X, X',...; Y, Y',... appartiennent à des sys-

tèmes différents 1 et 1,, chaque série de 1 aura pour conjointe une série de 1,.

Nous dirons alors que ces deux systèmes sont conjoints.

Au contraire, si ces deux séries appartiennent à un même système 1, toutes

les séries de ce système sont conjointes deux à deux.

243. Théorème. — Soient X, X',... et Y, Y',... deux séries conjointes;

S une substitution de G, qid remplace ces indices par des fonctions linéaires

des indices de deux nouvelles séries, Z, T ,... et U, U' Ces nouvelles séries

seront conjointes.

Supposons, en effet, qu'elles ne le soient pas : F contiendra une sub-

stitution T qui multiplie les indices de ces deux séries par des facteurs y
et d qui ne satisfassent pas à la relation yâ^m, m étant le facteur par

lequel T multiplie les exposants d'échange. La substitution S~'TS, qui fait

partie de F, et multiplie les exposants d'échange par m, multipliera les

indices des deux séries X, X',... et Y, Y',... respectivement par y et o\ Ces

deux séries ne sont donc pas conjointes, comme on le suppose.

24.
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CoROLLA-iRE I. — Si uue substitution S ne déplace pas la série X, X', . . . , elle

ne déplacera pas sa conjointe. Car Z, Z',... se confondant ici avec X, X',...,

sa conjointe U, U',... se confondra avec Y, Y',....

Corollaire II. — Si deux séries conjointes appartiennent à un même sys-

tème 2, deux séries conjointes quelconques appartiennent à un même système.

Car G étant primaire, ses substitutions permutent transitivement les sys-

tèmes (142). Donc il contient au moins une substitution S qui remplace les

séries de 2 par celles d'un autre système quelconque, 2,. Mais les séries

de 2 sont conjointes deux à deux (242); donc celles de 2,, que S leur fait

succéder, le sont également.

Corollaire III. — Si deux séries conjointes appartiennent à deux systèmes

différents [auquel cas ces systèmes sont conjoints), chaque système aura son

conjoint, et chaque substitution de G fera succéder aux indices de deux sys-

tèmes conjoints desfonctions des indices de deux nouveaux systèmes également

conjoints. Car si les deux séries conjointes X, X',...; Y, Y',... appartiennent

à des systèmes différents 2, 2,, soit 2' un autre système quelconque. II

existe dans G une substitution au moins, S, qui remplace X, X',... par des

fonctions des indices Z, Z',... de l'une des séries'de 2'. La même substi-

tution remplacera Y, Y' par des fonctions des indices U, U',. . . d'une série

d'un système 2'^, évidemment autre que 2'; les deux séries Z, Z', et U,

U',... seront conjointes : donc 2' et 2'j seront conjoints.

Corollaire IV. — Si une série se confond avec sa conjointej il en sera

de même de toutes les séries. Car les deux corollaires précédents montrent

que si une série quelconque avait une conjointe autre qu'elle-même, soit

dans le même système, soit dans un autre, les séries pourraient toutes se

partager en couples de séries conjointes l'une à l'autre. Donc aucune série

ne serait sa propre conjointe.

244. Conclusion. — Les faisceaux tels que F se répartissent en trois caté-

gories, correspondant aux trois cas suivants :

Premier cas. — Chaque série fait partie d'un autre système que sa con-

jointe.

Deuxième cas. — Chaque série diffère de sa conjointe, mais fait partie

du même système.

Troisième cas. — Chaque série est sa propre conjointe.
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245. Soient maintenant a?, j,... les divers indices d'une même série.

Chacune des substitutions de F, les multipliant par un même facteur, mul-

tipliera évidemment par le même facteur toute fonction de ces indices. On

pourra donc, sans altérer la forme de ces substitutions, prendre pour indices

indépendants, à la place de a^, r, ...» des fonctions quelconques de ces

indices.

On pourra faire de même dans chacune des autres séries. Nous convien-

drons toutefois, lorsque plusieurs séries seront conjuguées, d'y prendre

pour indices indépendants des fonctions conjuguées. Tout en observant cette

règle, il existera dans le choix des indices indépendants une latitude dont

on pourra profiter pour simplifier l'expression des exposants d'échange

mutuels des substitutions correspondantes.

246. Premier cas: Faisceaux de première catégorie. — Supposons que F

appartienne à la première catégorie. Soient x^ v,... les indices de la pre-

mière série d'un système quelconque; |, yj,... ceux de la première série

du système conjoint; C^, C^,..., Q, C,,... les substitutions respectivement

correspondantes à ces indices.

Le déterminant

A =

ne peut être congru à o. Car s'il l'était, on pourrait déterminer une substi-

tution CfCj... dont les exposants d'échange

«(C.CO -h ft (CC,) -F. . -, «(C,Cr} + fr (Ç^C,) -H ......

.

avec C^, Cy,... fussent tous congrus à zéro. Mais les exposants d'échange

de Cç, Cr,,... et, par suite, ceux de C?C^... avec les substitutions correspon-

dantes à tous les indices autres que x, y,... sont congrus à zéro. Donc

QC*... aurait ses exposants d'échange avec toutes les substitutions de i

congrus à zéro; ce que nous supposons impossible.

Cela posé, on pourra déterminer des substitutions

D = C?c;..., D.^crcJ'. ......

telles, que leurs exposants d'échange avec C^, C^,... soient tous congrus à

zéro, sauf ceux-ci (C;fD), (C,.D,),. . ., qui seront congrus à i. En effet, pour

déterminer D, par exemple, il suffira de choisir a, /3,... de manière à satis-
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faire aux congruences linéaires

(32^ a(CxC0-4-(3(aC,)H-...= i, a(C^Cr)+ (3(C^C0+...=o,...

dont le déterminant n'est pas congru à zéro.

Le déterminant des quantités a, a,,...; /3, jS, ,...;... n'est pas congru à

zéro. Car, d'après les relations (32), son produit par le déterminant A est

congru à i. Donc on peut remplacer ^, y],..- par de nouveaux indices ^',

yj',... qui correspondent respectivement aux substitutions D, D,,... (231).

On peut opérer de même sur les premières séries de chacun des couples"

de systèmes conjoints. Si l'on prend en même temps, comme nous en sommes

convenus, pour indices indépendants, dans les autres séries de chaque sys-

tème, les indices respectivement conjugués de ceux de la première série, les

exposants d'échange mutuels des substitutions correspondantes seront im-

médiatement donnés par le théorème du n** 242.

247. Second cas : Faisceaux de seconde catégorie. — Dans tout faisceau

de seconde catégorie, le nombre des séries de chaque système est un nombre

pair, 2v. En effet, si la première série d'un système est conjointe à la

y^j/ème^
la seconde le sera à la v + 2"^'"^, etc. La v-l-i"^'"^ l'est à -la

2v H- i'^'"^; donc la 2v H- i'^'"^ se confond avec la première; donc le nombre

des séries distinctes est 2v.

Soient œ, a;',... a?^f^'^ les indices de la première série du système 1 que

l'on considère; x^, x[ ,..., x^J-~^^ leurs conjugués de la série conjointe; C,

C',..., C't^~'^; Cv, Cl ,..., C^^ *^ les substitutions correspondantes à ces divers

indices. Nous allons montrer qu'on peut choisir les indices indépendants

de telle sorte, que chacune des substitutions C, C',..., O^^"'^ ait ses expo-

sants d'échange avec C^, C ,..., Oj'~^^ tous congrus à zéro, à Vexception d'un

seul.

248. Admettons en effet que l'on puisse choisir les [i! derniers indices de

la suite x, x' ,..., x^^^^\ de telle sorte que les exposants d'échange de C''^'*'^

O'^"'^'^ ",..., Ot^~'> avec chacune des substitutions C^, C, ,..., Cl^~*^ soient tous

congrus à zéro, sauf ceux-ci : (Ç^^^'^C^^-^'^), ^ç^(\^v.'^^)çi^-^'+^))^ [O^^^Or'^),

mais qu'on ne puisse choisir plus de [i' indices jouissant d'une propriété

analogue. Si l'on avait ii.'=ii, notre proposition serait prouvée. Supposons

donc |x' nul ou positif, mais moindre que /jl.

Les relations ainsi établies entre les exposants d'échange subsisteront

si l'on remplace les indices x,..., x^^^^'~*\ par des fonctions linéaires de
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ces mêmes indices, sans altérer x^^-^'\..., x^^*K Car soient, par exemple,

y^aa^ + ... -h /to?'»*^'"'^ et y^^a^' x^-{- . . .-h k^" x^^^~^'~''^ un de ces nou-

veaux indices et son v'**"" conjugué : la substitution D,,, correspondante

à jv» étant dérivée des substitutions C,,..., 0:if'~'^'~^\ dont les exposants d'é-

change avec C'^*^'\..., C^*' sont congrus à zéro, ses exposants d'échange

avec ces dernières substitutions sont eux-mêmes congrus à zéro.

Il existe donc dans le choix des indices a?,..., a?"*"*^'"*' une indétermi-

nation dont on pourra tâcher de profiter pour simplifier l'expression des

exposants d'échange restants.

249. SoitD = eC'"'C"»"... une substitution dérivée de C, C',..., Ç}v^^'-'>'.

on aura identiquement, lorsque 5> ju. — /z' ,— i

,

On peut en outre déterminer a, a', a",... de telle sorte qu'on ait

(Dc:)=o,..., {Dcr'-'')^o.

En effet les relations

(l)C:)= a (ce:) -+ a'(C'C;) -H d'iCC) + ...=0,

(DC)= a (ce;) 4- a'(C'C;) + a''{C''C) + . . . =0, •

déterminent les rapports de a, 9.', (x.'\...\ ce qui ne souffre aucune dilfi-

culté, ces rapports pouvant êtrje sans inconvénient infinis ou indéterminés.

Le coefficient a est congru à zéro. Car s'il ne l'était pas, ^n pourrait

prendre pour indices indépendants, à la place de x, x' x'-^-"^'-^' ceux v,

j',..., j<t*-f^'-«) auxquels correspondent respectivement les substitutions D,

C, C,..., C'f^-^'-*^; et ce choix d'indices permettrait, contrairement à l'hv-

pothèse, d'avoir à la fois

(DC:)=o, (DC:)^o,..., (DCi'-'O^o.

De la relation «^eo on conclut (00^)^0. Car D étant de la forme

C*'C"*"..., on aura

D.= cr"''c:""''. . ., d'où DD„;= a'/''(DC:) H- «"''^(DC:) -h . . . = 0.

D'ailleurs l'un au moins des coefficients a', a",... sera Jo^mod./?). Soit
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a'Jo {mod.p). Nous prendrons pour indices indépendants à la place de x,

x',..., x^^-~^'~*^ ce\ixy,j\...,y^^^'~*^ qui correspondent respectivement aux

substitutions C, D,.... Ov^v-'-*),

Déterminons maintenant une substitution E = C^D^'C^"... telle, que l'on

ait (EC,)= o, (EC:)= o,..., (EU'^-'^'-'^)= o. Nous venons de voir que cela

est toujoiirs possible; et de plus que le coefficient |3' sera congru à zéro,

d'où Ton conclut la relation (EEv)^o.
Le coefficient /3 ne peut être congru à zéro; car, s'il l'était, E se réduirait

à la forme C"^"..., et l'on aurait, par suite, (EDv)^o. On a en outre, si

5>^— p.'— I,

Enfin on a évidemment, si r diffère de v,

(EC.)= (ED.)= (EC;.)= . . . = o.

La substitution E aurait donc tous ses exposants d'écbange congrus à zéro,

ce qui est supposé impossible.

Cela posé, prenons pour indices indépendants, au lieu de y, y, y",.,,

ceux z, z\ z" ,... qui correspondent respectivement aux substitutions E, D,

C",...: on aura déjà les relations

(DDO^o, (EE,)= o, (Ed)= (D(;') = ...=o;

d'où l'on déduit réciproquement

^(C"E.)^-(EC:K^o, (C"DO^-(DC:K^o,....

250. On peut opérer sur les pi — ]ul'— 2 indices z" ,... comme nous l'avons

fait sur les indices x, x' , x" ,... et les remplacer par de nouveaux indices

m", m'", u^^\... tels, que les substitutions correspondantes E', D', O*^... et

celles qui correspondent aux indices conjugués satisfassent aux relations

(d'd;)=o, (e'e;j=o,

(E' Cl*^) = (D' d*0= . . . = o, (C(*' e;) = (C(^) Dl) = . . . = o.

En poursuivant ces opérations jusqu'à ce qu'on ait épuisé le nombre

jx — a/, on conclut enfin : i*» que /j,
— p/ est un nombre pair 2a"; 2" que les
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indices de la première série de 1 peuvent être choisis de telle sorte que les

substitutions correspondantes

E, D,..., Ec"-'), D(i^"-'>, Ci^-'^'U..., CC^-'J,

et les substitutions

> E., D.,..., Ei'^"-*-, T)f-'\ dr^'K-.-, dr""

qui correspondent à leurs v'**"" conjugués, aient tous leurs exposants d'é-

change congrus à zéro, sauf ceux-ci :

{D(')Éf'), (EWDl^^), (O')^'),

ce qui démontre notre proposition.

251. Il reste encore dans le choix des indices un peu d'indétermination,

dont on plBut profiter pour faire en sorte que l'on ait

(D(^) E^'^) = - (EM D^^^)= I, {C(0 d'^) = e,

e étant une racine arbitrairement choisie de la congruence

e/*'-'^— I.

En effet, (O^^C^*^) doit être une racine de cette congruence; car on a

(c(') d'Y= {df^ di>)= id'^ cw)= - (a*) d'^).

D'autre part, prenons pour indices indépendants, au lieu des indices ac-

tuels u^^\ ul'\ correspondants à G^\ Q*\ ceux-ci ; b~* u^^\ b~P^u[^\ auxquels

correspondent respectivement les substitutions K = [C^]* et Kv = [CJ*^]*'

.

On aura

(KK.)= (C(')Cl*^)A^''+'.

Or on peut déterminer b de sorte que cette expression se réduise à e :

car la congruence

élevée à la puissance/?'— i devient

25
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ce qui montre que ses racines sont des fonctions réelles de l'imaginaire i de

degré 2v qu'on a déjà introduite pour réduire F à sa forme canonique.

D'autre part, remplaçons l'indice ç> correspondant à D'*' par un nouvel

indice ]3~V. La substitution correspondante sera [D^^'j^; son exposant

d'échange avec E^ sera |3(D'*'Ei*^) et se réduira à l'unité si l'on prend

/3-'= (DWEi^^).

On peut donc admettre que {G'^Cf^) soit égal à e et (D^'^El'^) à i . On

aura alors

Les exposants d'échange des substitutions correspondantes aux indices

de la première série de 2 étant ainsi déterminés, on aura, en les élevant à

la puissance p'^, ceux des substitutions correspondantes aux indices de la

/-l-i''^"'^ série (242).

252. Considérons maintenant un autre système quelconque 1'. Le

groupe G, formé par les substitutions abéliennes permutables à F, étant

primaire, contient au moins une substitution qui remplace les indices de 1

par des fonctions linéaires des indices de 1'. Soit S une substitution de G,

choisie à volonté parmi celles qui jouissent de cette propriété.

Prenons pour indices indépendants dans 2' les fonctions par lesquelles S

remplace les indices de 1. Les transformées par S des substitutions qui cor-

respondent aux indices de 1' seront les substitutions qui correspondent

aux indices de 1; elles ont donc mêmes exposants d'échange mutuels que

ces dernières.

253. Troisième cas : Faisceaux de troisième catégorie.

Considérons spécialement les indices de la première série d'un système

quelconque. On verra comme (232-234) : i° que ces indices sont en nombre

pair; n^ qu'ils peuvent être choisis de telle sorte que les substitutions cor-

respondantes, Ji<» '^1» <^2» i<^02,... aient tous leurs exposants d'échange con-

grus à zéro, sauf les («a.jjlDIj^j^e — (^^p. x^), qui seront congrus à i.
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§ IX. — Groupes hypoabéliens.

Définition de ces groupes.

254. Considérons, comme au n** 230, le groupe ^ dérivé, des substitutions

k,=
\
Z„ Z2,. . . 2, -t- I , ^2, • . . 1 . A2 =

I

Z,, 2„ . . . 2,, Z, H- I , . . .
I
,

Soient (A, A,), (A, A2),... leurs exposants d'échange mutuels, dont nous

supposerons, pour plus de simplicité, que le déterminant ne soit pas con-

gru à zéro. On sait que dans ce cas le nombre des indices z^, z^,... est pair :

soit un ce nombre. Supposons en outre />= 2.

Soit maintenant A^' A^-... l'une quelconque des substitutions de ^; nous

dirons qu'elle a pour caractère l'expression

il=I v= ix

où 5,,..., s^,... sont des entiers constants, que l'on peut fixer à volonté.

255. De cette définition résulte la proposition suivante :

Théorème. — Le caractère d'un produit est congru (mod. 2^ à la somme

des caractères des facteurs et de leurs exposants d'échange mutuels.

Soient en effet

S = AT" AT'- . . . , S, = A"' A'^ . .
.
, d'où SS, = AT'-^"- A^"-^"^

Cette dernière substitution a pour caractère

\ \ i A;xAv) [m^ + n.^1 [m, -f- w," -f- \ s.^[in.j. -\- n.^]

ract.S-H caraci.S, -h \ \ {k.^k^){m.^n..-\- m..n^].

Mais on a

(A;,A.^)^o, (A^ A,)^ — A, A.J^ A,Aa) (mod.?. ';

25.
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d'où

V y (A^Av)[m^n, -4- mvn^] = y V (A,^ A,.) m^n,= (88,).

1*=! V=I

Le théorème est donc établi. On le démontrerait de même s'il y avait plus

de deux facteurs.

256. Proposons-nous maintenant de déterminer les substitutions linéaires

qui transforment chaque substitution de § en une autre ayant même carac-

tère. Ces substitutions forment évidemment un groupe ^.

Ce groupe est contenu dans le groupe abélien. Car soient T une de ses sub-

stitutions; S, S, deux substitutions de ^; S', S', leurs transformées par T :

on aura, par hypothèse,

car. S' ^ car. S, car. S', ^ car. S,, car. S' S', ^ car. SS, ;

d'où

(8' 8',)= car. S' S', — car. S' - car. S',= car. 88, — car. 8 — car. 8, = (88.).

t)onc la transformation par T n'altère pas les exposants d'échange mutuels

des substitutions de ^ : donc T est une substitution abélienne.

257. Soit

Il est aisé de déterminer les relations auxquelles satisfont ses coefficients.

En effet, les substitutions

A'.=:A?'A','..., A',= A'(--A?...,...

transformées de A,, Aa,... par T devant avoir mêmes exposants d'échange

mutuels que A,, Aa,..., on aura, pour toutes les valeurs de |x et de v,

(33) (A, A,)g^ç, -f- (A, A,)^i,n-h.. .+ (Aj A,)r;.gv-l-- • .^(A^A,).

Elles ont en outre les mêmes caractères, d'où pour chaque valeur de ,«, la

relation

(34) (A,A,)^^^^H- {kxk,)q^r^-h. . . + «, ^^ -f- *,/> 4- . . . =5i».

Les conditions ci-dessus sont d'ailleurs suffisantes. Car, si elles sont rem-
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plies, soient A^'-A^-... une substitution quelconque de i, Ai'"'A','"'... sa

transformée : ces deux substitutions, étant respectivement le produit de

facteurs qui ont mêmes caractères et mêmes exposants d'échange, auront

mêmes caractères.

258. Cherchons à simplifier l'expression des conditions ci-dessus par un

changement d'indices convenable.

Nous avons vu (232-234) que le groupe ^ peut être considéré comme
dérivé de n couples de substitutions

( 35) -^„ ift,, ; ^l>„ TJb,; . . . ; --i.„, ilb»

telles, que tous leurs exposants d'échange mutuels soient congrus à zéro,

sauf ceux-ci ;

(,l.,ift„)= —(lft„^V,, ),..., (-A.,ift,„)= — (iJÎ„.V.,)

qui seront congrus à i. On peut d'ailleurs supposer que les deux substitu-

tions d'un même couple ont le même caractère; car, si »^, et ifc,, par

exemple, avaient respectivement pour caractère o et i, S pourrait être con-

sidéré comme dérivé des substitutions de la double suite

lesquelles ont mêmes exposants d'échange et mêmes caractères que les sub-

stitutions correspondantes de la suite (35), sauf uî,, ^^>^y qui a pour caractère

zéro.

Cela posé, soit p le nombre des couples de la suite dont les substitutions

ont le caractère i : si p >> i, on pourra l'abaisser de deux unités. En effet,

soient -i, , '^^\ -A,, iJba deux couples dont les substitutions aienl le carac-

tère i; on pourra considérer ^ comme dérivé de la double suite

-A-, -!.^, Uî), iV,ï; A, T(Î>, Xi ifc,, -A, iJi), ifcj; . . . ; ^ny l>î>ii

analogue à la double suite (35), sauf que ses deux premiers couples ont le

caractère o au lieu du caractère i.

Si donc on suppose o réduit à son minimum par le procédé ci-dessus, on

aura p=o ou p= i . Ces deux cas sont d'ailleurs essentiellement différents,

comme le montre le théorème suivant, qui donne au nombre p sa véritable

signification, dégagée de tout arbitraire ;

l
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259. Théorème. — La majorité des substitutions de § a pour caractère p.

1° Soit d'abord p=o. Les substitutions .i.,, iib,,... ayant toutes pour carac-

tère zéro, une quelconque des substitutions de r^, telle que 'A"'i)i,f'.A.,;'»'U>4''...,

aura pour caractère a, /y, -h «0^2 -+-•••• I-e nombre des substitutions de ^

ayant pour caractère zéro sera donc égal au nombre 'i\, des solutions de la

congruence
a, ^1 -h «3 Z>j -f- . . . ^ o.

Or on peut satisfaire à cette congruence en posant

a, 6,^0, a, 6, 4-...^o, ou «,/>, ^i, «, />2 + . . . ^ i.

Dans le premier cas, on aura pour a,, 5, les trois systèmes de solu-

tions o, o; o, i; 1,0; et l'on aura ^J?„_, manières de choisiras, b.^,.... Dans

I le second cas, on devra poser a^^Eib^^\\ et a^, b^,..., pourront être

choisis de 2*'""'^ — ^\,_, manières. Sommant toutes ces solutions, il vient la

relation

qui permet de calculer successivement ^2» ^3»-". ^< étant égal à 3. On vé-

rifie aisément que l'on aura en général

tP„ := 2^"-' 4- -î"-',

nombre supérieur à la moitié de 2^", nombre total des substitutions de §,

260. 2° Soit au contraire jo = i; et supposons, pour fixer les idées, que

celui des couples de la suite ^^, ifi,; Aj, ilba;*-- dont les substitutions ont le

caractère i soit le premier, ^l^,, nb,. La substitution 4.'i'aft)f'.A^'i)b2'-... aura

pour caractère a, + 6, -t- a, Z>, h- «2^2+ Leliombre ^„ des substitutions

de cf qui ont pour caractère zéro sera égal au nombre des solutions de la

congruence

«, + 6, + <î, 6| + «2 62 -t- . . . ^E o, ou ( a, -1- I
; ( 6, -f- 1 ) 4- «2 62 -t- . . . ^ I .

Mais cette congruence est satisfaite par 2^" — ^„ systèmes de valeurs de

«,-+-1, 64+1, «2. ^2.'--> auxquels correspondent autant de systèmes de

valeurs de «,, è,, «2. ^2» On aura donc

^„ — 22" — Çf„ =r 2^"-' — 2"-',

nombre inférieur à - 2-".
2
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261. Cela posé, on peut déterminer un système d'indices indépendants

Xt, y,;...; x„, y„ qui correspondent respectivement aux substitutions =v,,

•u!»,:...: » „, Tft'„. Soit maintenant

S =
r- ^'. •^'

+

d\ X,

H- «„ a:, 4- c„ /.

une substitution du groupe cbercbé. Les conditions auxquelles ses coeffi-

cients doivent satisfaire s'obtiennent en substituant dans les relations (33j

et (34) les valeurs particulières qu'ont les exposants d'écbange et les carac-

tères des substitutions correspondantes aux nouveaux indices. Elles seront

donc différentes suivant»«ue l'on aura p = o ou p = i . On obtiendra ainsi

deux groupes différents, 5o 6t 5i. que nous appellerons ^row^e* hypoahéliens

.

Premier groupe hypoabélien.

262. Supposons (j=o. Les relations (33) se réduiront à la forme (27) (en

remarquant d'ailleurs que, dans le cas actuel, p étant égal à 2, on aura tou-

jours /TZE^i); et les relations (34) deviendront

^36) d b' a'"' b;"^ o, ç!, É^'j, -+ • • • + c[/> d'^^^ o.

formules où u. prendra successivement toutes les valeurs i, 2,..., n.

Mais si S appartient à 5o» S~' lui appartiendra, et réciproquement. On
aura donc un nouveau système de relations équivalent au précédent, en

exprimant que S~' est hypoabélienne. Pour cela, on remplacera dans les

relations (27) et (36) les divers coefficients a\,..., d^"^ par les coefficients

correspondants de la substitution S~S que donnent les formules (26). On

obtiendra ainsi les relations (26) et les suivantes :

(37) b'f'd^'^^ n n y i i
ad») eCi»)^ o.

263. Théorème. — Le groupe 5o (^st dérivé des seules substitutions M^, N^,.,

{définies comme au n° 220) ; et son ordre est égal à

&^.= ($,-l)2"'-»... (^,-1)2». 2.

En effet, les substitutions des deux formes ci-dessus, satisfaisant aux re-
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lalions (26) et (Sy), appartiendront à ^o- Réciproquement, toute subslilu-

tion hypoabélienne, 1, dérive de celles-là.

En effet, supposons que 2 remplace a?, par la fonction

/= a\ X, H- c', j, + . . . + à„x„ + c'„j„ :

les coefficients a'j,..., c'„ ne seront pas tous congrus à zéro, et l'on aura,

d'après les relations (Sy),

(38) «',c', +... + «'„ <= o.

264. Cela posé, on pourra déterminer une substitution S, dérivée des sub--

stitutions M^ et Nj^ v> qui remplace x^ parf^ .

En effet, soit d'abord a'j^ i : la substitution

remplace x^ par/,

.

Si a'^^o, mais c'^^i , il existe, d'après ce qui précède, une substitution S,

dérivée des substitutions Mj^ et N,j,,v» qui remplace x^ par

c', ^, H- «'j 372 + c'2 72 H- . . . ;

et la substitution

S = M, s

remplace x^ par/,.

Soit enfin a'^^Cj^o, mais a'^, ou c^^^x. D'après ce qui précède, il

existe une substitution s, dérivée des substitutions Mjj,, et N,j.,v qui rem-

place x^ pai*/ ; et la substitution

remplacera x^ par /,

.

265. Ce point établi, posons 2 = SI' : 2 et S étant hypoabéliennes, 2' le

sera également; mais de plus, elle laissera x^ invariable. Soit

/; ^ V, X, -+- c/', j, -f- . . . + 6'„ Xn + d'„y„

la fonction par laquelle elle remplace j, : les relations (25) et (37) don-

neront

(39) <= i, b\-hb',d\^...-^b'„d'^^o.
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Cela posé, la substitution

remplace y, par// , sans altérer a:, ; et l'on pourra poser 1' = S'1^, d'où

2 = SS'2,, 2, étant une nouvelle substitution hypoabélienne, qui laisse x^,

Yf invariables.

266. Les relations (27) et (36) montrent que 2, se réduit à la forme

1,=

X,
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ficients b\,..., d\, restant arbitraires. On aura w',, = 2^" ''*oo«..,» w„_, étant

l'ordre du groupe partiel formé gar celles des substitutions de 5o qui n'al-

tèrent pas X,, y,.

Poursuivant ainsi, on obtient la formule énoncée au tbéorème.

268. Problème. — Trouver les facteurs de composition de i)».

Soit I un groupe contenu dans 5o» et permutable à ses substitutions; nous

allons rechercher ses propriétés.

Proposition I : I contient une substitution différente de l'unité, et qui

n'altère pas a?,. — Soient en effet S une substitution quelconque de I;

fi ^ d^ X, -+- c\ jf -h a'2 a^a 4- «^'2 J2 -+- • • • la fonction qu'elle fait succéder

h-Xf. Si y, ne se réduit pas àa?,, l'une au moins des quantités c'^, a\, c\,...

sera ^o (mod. 2).

I** Si Cj^o(mod.2), 5o contient une substitution T qui laisse a?, inva-

riable, et remplace y, par/, (265) : I contiendra S,, transformée de S par T,

laquelle remplace x^ par j,.

Cela posé, si S, laisse x^ invariable, I contiendra sa transformée par P, 2»

laquelle laissera a?, invariable. Si au contraire S, altère X2, on voit aisément

que parmi les substitutions des formes N(i.,v» Q|x,v» Rjjl.v qui laissent x^, j, in-

variables, il en existe une au moins, T,, non échangeable à S,. Le groupe I

contiendra la substitution S^^T^* S, T,, laquelle laisse a?, invariable et diffère

de l'unité.

2° Soitc, s^o, mais «'^eeeei, par exemple. On a

«j f'j -f- . . . s^ a\ c\ -+ a\ c', + . . . ^ o.

Cela posé, ^o contient la substitution

T = Q«'« Q"' N^v . .
Q"'" N^» ,

2,1 ^2,3 2,3 ^l,n 2,n '

laquelle remplace x.^ par/,, sans altérera?,; eti contiendra S,, transformée

de S par T, laquelle remplace a:, par Xo. Or on voit aisément que parmi

celles des substitutions de ij^, qui n'altèrent pas a?,, x^, il en est une au

moins, T,, non échangeable à S, : et I contiendra S7*.Tr'S, T,, laquelle

laisse x, invariable, et diffère de l'unité.

269. Proposition II : I contient une substitution différente de Vujiité, et qui

n'altère ni Xt niy^. — Car soit S une substitution de I qui n'altère pas a?, :
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elle remplacera r, par une fonction/,' ^^b\x,-\- d\y,-h...-h b'„ x„-\- d'„yn,

dont les coefficient? satisfont aux relations (Sg).

1° Si b\^o, d'où b^d'^-\-...^o, 5„ contiept une substitution T qui vem-

place ara par ôj^;. H- «s^'a Js ->-••• sans altérera?, ,j, (266); et I contient S,,

transformée de S par T, laquelle remplace y, par y^ -+- ac^. Cela posé, si S,

se réduit à R, 2, I contiendra sa transformée par P,,3, laquelle n'altère pas

a?,, j, . Dans le cas contraire, parmi les substitutions de 5o ^^^ n'altèrent

pas X,, y,, X2 il en existe une, T,, non échangeable à S, : I contiendra

S7"'Tr*S, T,, qui laisse x,, y, invariables, et diffère de l'unité.

2** Si b\^i, les relations (Sg) montrent que l'un au moins des produits

b'^d'^t... sera ^o(mod.2). Soit, pour fixer les idées, b'^d'^^i, d'où

b'^^d'^^i. On aura b\d'^-h ...^o; et 5o contiendra une substitution T

qui laissea?, , j,, a^a invariables, et remplace ja par ^^^Ja -+-^3^3+ ^3/3+
Le groupe I contiendra S,, transformée de S par T, laquelle remplace j,

pSiT x,-{-y,-\-x2-\- y^, et n'altère pas x,. Cela posé, si S, laisse x^, .73,...

invariables, I contiendra sa transformée par P,_3, laquelle laisser?,, j, in-

variables. Dans le cas contraire, parmi celles des substitutions de 5o qui

laissent invariables a?,, y,, x^-hy^, il en existe une, T,, non échangeable

à S, ; et I contiendra S^'Tt'SjT,, qui laisse a?,, y, invariables, et diffère de

l'unité.

270. Proposition III : I contient une substitution qui n altère que les quatre

indices a?,, j, , x^, y^. — Car, en poursuivant le raisonnement qui précède,

on voit que I contient une substitution qui laisse invariables les indices a;,.

j,, a^a, puis les indices a?,, j,, a^j. y^* etc. On pourra continuer ainsi jusqu'à

ce qu'on arrive à une substitution qui n'altère plus que les quatre derniers

indices, a7„_,, j«_,, x„^ y„. Sa transformée par P,,^-, Po,^, laquelle appar-

tient à I, n'altérera que x^, j,, x^, ja- D'ailleurs elle satisfait aux rela-

tions (27) et (36), et, par suite, sera de la forme

S =
X, , ri a', ar, -f- c\ j, 4- a'j Xt -+ c\ r». ^'1 *i + à\ j>-, -h b\ x, -f- d\ yi

x„ j, a\ x, -h c\ r. -h < X, -f- c^, j„ h\ Xs + rf' J. + h\ X, -h d\ j,

^3> Xi J^31 Xî

271. Proposition IV : 5i n > 2, I contient une des substitutions N,^v»

Premier cas. — Si c'j^i, I contient S,, transformée de S par Q^'* R"^, qui

est de la même forme que S, mais remplace a;, par y,. Si S, est échangeable

26.



20

i

LIVRE DEUXIÈME.

à Ma, elle se réduit à M, ou à M.Ma. Mais si I contient M,, il contient par

^à même M, .P,~1M, Pi^ = MiMj. Enfin il contiendra sa transformée par

N,.2Qi,2. liiquelle laisse x, invariable. Si, au contraire. S, n'est pas échan-

geable à M?, I contiendra Sr'.Mr'S.Mo, qui diffère de l'unité, et laisse en-

core o^t invariable. On retombe ainsi sur le troisième cas qui sera discuté

plus loin (273).

272. Second cas. — Si c\^o, on aura d^c'^^o. Mais supposons qu'on

n'ait pas à la fois d^^^o, c\^o : Bo contient une substitution T qui rem-

place iT, par d^x^ + d^X2-\-c^y2, sans altérer rr< : et I contient S,, trans-

formée de S par T, laquelle remplace ^< par ^Tj.

i'' Si S, est échangeable à R, 2, elle a l'une des quatre formes suivantes ;

Or, si Si est égale à P,,2 ou à P,,2R),2» sa transformée par Q,_2 appar-

tient à I et laisse a?, invariable. On* retombe ainsi sur le troisième cas. Si

î^i =Pi,2Q2,4» I contient les transformées S2 et S3 de S, par P2,3Pi,2 et

(P2,3P|,2)^- Il contiendra donc S^'SgSaS,, et sa transformée par Q,,2» la-

quelle se réduit à Qg,. Si S, = P,,2Q2,i Ri,2» I contiendra S^, qui se réduit

àR,,2.

2** Si S, n'est pas échangeable à R,2> I contiendra Sf'.RT^^Si R,,2» qui

laisse x, invariable, sans se réduire à l'unité; et l'on retombe sur le troi-

sième cas.

273. Troisième cas. — Si l'on a à la fois c\ ^d^^c'^^o, d'où a', ^ i,

S laissera a?, invariable. Quant à /<, elle le remplacera par une des quatre

fonctions j^ y^-hx^, /< +JK2» ^« +y< + ^2+ J2.

Si S laisse j, invariable, elle se réduit à M2 : I contiendra

M2 . R^2 Mj R,,2 = R1.2 Qm,

puis la substitution

Pi,3^1,2 Qi.i Pf,3.Ri,2 Qi.i «Qi,» Ri, 2 Qï.i Q(,3>

laquelle se réduit à R, 3. Si S remplace y, par j, + X2, elle se réduit à R, 2

ou à Rj^Ma- Dans ce dernier cas I contiendra S^ = R,,2Q2,i. et, par suite, il

contiendra R,3. Si S remplace J^ par j^+jo» I contient sa transformée

par Ma, qui remplace j< par j, 4-a;a; on retombe ainsi sur le cas qu'on

vient d'examiner. Enfin, si S remplace j< par x, + ji -\-0c2-\-y2, elle sera
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égale à R,,2Q2,). auquel cas on vient de voir que I contiendra R,,3, ou à

ï^i,2Q^4jM2- Mais dans ce dernier cas, I contient M,, transformée de S par

R,,2 : on retombe ainsi sur un cas déjà examiné.

274. Propositiom V : I contient la moitié au moins des substitutions de ^o-

En effet, I contenant une des substitutions Npi,v» Q|i.v» Rji.v» les contiendra

toutes; car on a les relations évidentes

N,.,= ( P,.^ P.,)- ' N..P P,.? P..„ Q,,v = M7' N,., M„ R„,= (M^ M,)- N,, M., M„

qui montrent que toutes ces substitutions sont transformées les unes dans

les autres par des substitutions de ^^.

Donc I contient le groupe 5 dérivé des substitutions Nf^^v» 0(i,v» Rji.v et de

leurs transformées. iVIais toutes les substitutions de 5o sont (266)- de la

forme SS'... S„_2S'„_j2„_, , S, S',..., S„_2, S'„_j étant des substitutions de -),

et 2„_, l'une des deux substitutions i, M„.

Donc, si M„ était contenue dans 3, ce groupe, et, par suite, J se confon-

drait avec 5o. qui serait simple (nous verrons plus loin que cette bypothèse

ne se vérifie pas). Si au contraire 5 ne contient pas M„, son ordre sera

moitié de celui de ^oî et si I est moindre que ^o» il se confondra avec 3.

275. Propositiow VI : ^^ a pourfacteurs de composition i et - (^„.

Il suftit évidemment pour le prouver de faire voir que 3 est simple. Or,

si l'on pouvait déterminer des groupes contenus dans 3 et permutables à

ses substitutions, soit K l'un de ces groupes, choisi de manière que son

ordre soit minimum. L'ordre - w„ de 3 serait une puissance exacte de

(39). Mais - (ù„ n'est pas une puissance exacte, du moins pour // = 3, 4. 5,

6, 7,....

Nous achèverons la démonstration en prouvant que la proposition étant

vraie pour n— i, le sera pour n.

Supposons en effet que le groupe K existe : on voit comme (268-269)

que l'une au moins de ses substitutions, S, laisse invariable l'un des couples

d'indices, tel que a?^, r,. Le groupe 3' formé par celles des substitutions

de 3 qui n'altèrent pas a?,, j, est précisément ce que serait 3, si au lieu de

n couples d'indices on n'en avait que n— i; donc il est simple, par hypo-

thèse. Donc les transformées de S par les substitutions de 3', combinées
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ensemble, reproduisent tout ce groupe, dont l'ordre est - w„_,. Donc est

au moins égal à - w„_,, nombre supérieur à la racine carrée de - w^,. Donc

- w„ ne peut être une puissance de 0, comme il le faudrait.

276. Nous avons laissé de côté le cas où n = 2. Pour mettre en évidence

dans ce cas particulier les facteurs de composition de ^o» remplaçons les

indices a?,, j,, x^, y^ par d'autres indices indépendants ^,, >3,, Sj, /ja res-

pectivement correspondants aux substitutions x^ijl),, '^'^', -ij'^i'o» =^^2^2»

A>, Dt', '^o,. On voit immédiatement que les 72 substitutions de 5o résulteront

de la combinaison de la substitution

S ::=
I

^,, yj,, ^5, r,i ^5, yjj, ^., rj,
|

avec celles de la forme

T=
I

^,, yj,, ^„ yjî «1^1 + 6, yj,, Cil, -\- drn>, «2^2 + 6a"/!2, c,^2 -f- û^jr^ |.

Ces substitutions sont permutables au groupe formé par les substitutions T,

lequel est d'ordre 36, et a évidemment pour facteurs de composition ceux

du groupe linéaire de degré 2^, répétés chacun deux fois, c'est-à-dire 2, 3,

2, 3(140).

Second groupe hypoabélien.

277. Supposons maintenant que les substitutions correspondantes aux in-

dices x^,y^ aient pour caractère 1, les autres ayant pour caractère o. Les

relations générales (33) et (34). appliquées à la substitution S (261) don-

neront entre ses coefficients les relations (27) et les suivantes ;

( a, b\ + d\ 6", -t- ... -h a', -f- b\ = .c\ d\ + c" rf" -H . . . -i- c\ -1- rf',= i

,

^^""^
I a;6;-+-a;6;-f-... + a;+6;^c;rf;+<rf; + ...-+-c;+rf;^o (:si^.>.).

En exprimant que S"' est hypoabélienne, on aura un nouveau système de

relations, équivalent au précédent, et formé des relations (25) jointes aux

suivantes :

Ja, c\ H-a'j c\ -f ...4-rt', h-c', ^6', d\ -{-b\ d\ +...-+-6', -r-d\ ^i,
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278. Les substitutions

L, =
I
Xi, jr,, ... Xi -+- jf'i, jr,, . . .

I , Ml = | Xi, j't, . . . y\, x,, . . . |,

U —
I

X,, y,, Xi, Yt, ... XtA-y^, y\ -f- jj, ^, 4- X, + jj, a:, 4- J,+ Xt -+-J„ . . .
|

,

ainsi que celles des substitutions M^, N,i,v pour lesquelles /ul et v sont > i,

satisfont évidemment aux relations (27) et (4o)- Elles appartiennent donc

au groupe liypoabélien 5,.

279. Théorème. — Le groupe §^ est dérivé des seules substitutions ci-dessus;

et son ordre zs„ est égal à

(2" — $,) 2$,^, W;^, = (.)„.

En effet, soientZ une substitution deô,;y*,^^a'ia7,-t-c,y, +«'2^7,+^' 2>'2-+-'«-

la fonction par laquelle elle remplace x,. On aura, d'après les relations (4')»

(42) a, c\ + a', c j -h . . . H- a', -{- c, ^ i

.

Cela posé, on pourra déterminer une substitution S, dérivée des substitu-

tions ci-dessus, qui remplace a?, par/,.

En effet, soit d'abord

a\ c\ -+- a, + c\^ o, d'où «', c, -1- . . . ^ i

.

L'un au moins des produits binaires d^c'.^,... sera ^o (mod, 2). Soit par

exemple d^c'^^i, d'où d^^^c.-^^E^\, d^c\-h...^o. Il existe une substi-

tution s, dérivée de celles des substitutions M^, N,i v pour lesquelles /jl et v

sont > r, qui remplacera par ja+û'a^s-t-^^aJa-f-... sans altérer x^ (265).

La substitution S= §U remplacera a?, par/,.

Soit maintenant

a, c, -I- a, + c,^ I, a^c^-^- . . ."^o.

Il existe une substitution s, dérivée de celles des substitutions M^, N^,v

pour lesquelles /x et v sont >i, qui remplace x^ par d^x^-\-c^y<,->r...

(264); et l'on pourra poser S égal à

SM,UM.; M, SM,UM,; ou L,M,SM,UM,

suivant que l'on aura

«', s^ o, c, ^ I ; a, ^ 1 ,
6-', ^ o ; ou «', ^ c, ^ i

.
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280. Ce point établi, posons 1 = S1' : 2 et S étant contenues dans 5,,
2' le sera; de plus, elle laissera a?, invariable. Soit

la fonction par laquelle elle remplace y^ : les relations (25) et (4i) donne-

ront

(43) d', = i, b\ f/; + . . . + b'^ d'„~ o.

Il existe une substitution S, dérivée de celles des substitutions M^, Nj^ ^ pour

lesquelles /jl et v sont >i, qui remplace x^ par b'^Xo-i- d'^Vo-^.-.', et la

substitution

remplacera y, p^i'/i » sans altérer x,.

281. Posons 1' = S'2, : 2, sera hypoabélienne, et laissera invariables a;,,

j, ; donc, en vertu des relations (25) et (4')» ^'"^ remplacera ^2. j2.-"> ^n.

y„ par des fonctions de ces seuls indices; et les relations qui subsistent entre

les coefficients de ces fonctions sont précisément les mêmes que dans le

groupe hypoabélien de première espèce entre n — i couples d'indices.

Donc 2, sera dérivée de celles des substitutions M,;., Nj^^v pour lesquelles ix

et V sont > I (263).

282. L'ordre de 5, découle immédiatement de ce qui précède. En effet,

le nombre des fonctions différentes que ses substitutions permettent de faire

succéder à a?, est égal au nombre des solutions de la congruence (42), le-

quel est égal à 2^"—^n (260). Celui des fonctions différentes que celles de

ses substitutions qui laissent a?, invariable font succéder à y, est égal au

double du nombre ^„_, des solutions des congruences (43) {b\ restant ar-

bitraire). Enfin le nombre des substitutions de 5i qui laissent ^i, J» inva-

riables est oi„-i. Le produit de ces trois nombres donne rs„ (123).

283. Problème. — Trouver les facteurs de composition de bs

Soit 1 un groupe contenu dansô, et permutable à ses substitutions : nous

allons chercher ses propriétés, en supposant d'abord /i>2.

Proposition I : I contient une substitution différente de Vunité, et qui n altère

pas Xi. — Soient en effet S une substitution de I;

/i ^ a, ^, -H c, j, -f- ttj ^2 -t- Cj J--,
-H . .

.
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la fonction par laquelle elle remplace ^, : si/, ne se réduit pas à x,, l'une

au moins des quantités c\, d^, c\,... sera ^o (mod. 2).

1° Si Cj^o, .6, contient une substitution T qui laisse ^r, invariable, et

remplace r< par/ (280) : I contiendra S,, transformée de S par T, la-

quelle remplace a?, par y,.

Cela posé, si S, laisse invariables a?.,, ja, x^y Vj, I contiendra sa trans-

formée par

^1» x^ ^' ~^ y^' y^ "^ "^^ "^ y^

jCjf y^ x< -{- x^ -H ^'3, Xx -\- yi -\- x-^ -\- y^

^3, Xi rt -f- Xi -h jj -h X3, )\ -\- Xi-^y^ -t- rs

W =

laquelle laisse x^, j, invariables. Dans le cas contraire, parmi les substitu-

tions de 5, qui laissent a?, et j, invariables, il en est une au moins T, non

échangeable à S, : et I contiendra S7*.T7'S,T,, qui laisse a;, invariable, el

diffère de l'unité.

2** Si c'j^o, I contient la substitution S~'.L7'SL,, qui laisse a?, inva-

riable, et diffère de l'unité, à moins que S ne laisse 7, invariable. Dans ce

dernier cas, I contiendra Mr'SM,, qui laisse a?, invariable.

284. Proposition II : I contient une substitution différente de Vunité, et

qui laisse a?,, r, invariables. — Car soit S une substitution de I, qui laisse

x^ invariable, et remplace y par /[ ^è'^a?, -h </'j j, + ô'^a^a + ^'2 J2 +
Les relations (25) el (4i) donneront

d\^\, b\ rf'j -f- . . . ^ o.

I** Si S laisse invariables a?,, J2» ^3. J3» I contiendra W"~' SW, qui n'al-

tère pas a?,, j,

.

2" Si, S altérant quelqu'un des indices a^a» Ja» ^3» Ja» on a

6'j= </',= ... = o,

5, contient une substitution T qui n'altère pas x^, y, et ne soit pas échan-

geable à S : I contiendra S-'.T"' ST, qui laisse a?,, y^ invariables.

3° Enfin, si b^_, d\,... ne sont pas tous congrus à zéro, 5, contient une

substitution T qui remplace x^ par b'^x.^ + fl?2 J2 + •• , sans altérer a?,, j, :

et I contient S,, transformée de S par T, laquelle remplace 7, par

^i^< -+-J< + ^2- Cela posé, si Si contient une substitution T, qui n'altère

pas a;,, y,, a;,, et qui ne soit pas échangeable à S,, I contiendra Si-M7*S,T,,

27
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qui laisse a:,, j, invariables, sans se réduire à l'unité. Dans le cas con-

traire, S, se réduira à la forme

•^i> J\ ^" i^
1
^1 ~r ^'i ~t~ ^7

Xi, Xi X2, Xi + j2 + [3 {Xi -h Xi-h jj

(/3 étant nécessairement congru à zéro si w>>3). Si b\^o, I contient la

transformée de S, par IMJ'^M^Pa.s U, 'laquelle laisse a?,, j< invariables ; et

si b\^i, il contient la transformée de S, par U-M,, laquelle remplace £c,,

y, par x^, j, + ^, : on retombe ainsi sur l'un des cas déjà examinés.

285. Proposition III : 1 contient une des substitutions N(j.,v, Q[i,v. R(i.,v (où fJi

et y sont > i).

En effet, I étant permutable aux substitutions de 5i, le groupe I' formé

par celles de ses substitutions qui n'altèrent pas cc^.y, est évidemment per-

mutable à celles des substitutions de 5< qui n'altèrent pas ces indices. Mais

ces dernières substitutions forment un groupe })\, bypoabélien de première

espèce par rapport aux n— i couples d'indices restants. Donc, si n— 1>2,
le groupe F, qu'il contient, et auxquelles ses substitutions sont permutables,

contiendra l'une des substitutions N(a,v» Qix,v» R[i.,v (270-273).

Si n— î = 2, ceux des raisonnements de l'endroit cité qui restent appli-

cables montrent que V (et par suite I) contient, à défaut de l'une des sub-

stitutions Njj.,v> Q(i.,v. R(A,vf l'une des deux suivantes : P2,3 Q3.2» ï^2.3Q3.2- Dans

l'un et l'autre cas, il contiendra la substitution

A=[(P,,3Q3.,)-'-(M3R2.3Q3,0-'Pv,3Q3,,(M3R,,3Q3,2)]'=R2,3Q3,2.(M,M3)-'K2.3Q3,.M,M3.

Posons maintenant

C =

^ïj y\ j'st -^1 "H -^3 ~t- j'3

•r,, j, y\ + x^-v- j3, Xi -f- y

2

Xi, Xi ^, -hj, -+-^3 + 73, x,-hX3-hyi

^3, J3 Ji H- ^2 -h Xi -f- X3, y\ +Xi-\- Xi -h Xi

Ces deux substitutions sont hypoabéliennes : et l'on voit successivement
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que I contiendra les substitutions suivantes :

X = Â'.B-'AB, Y = (M,A)-XM,A, Z = (M^MjP^.î)- YM,M,P,,3.Y,

B = C-'ZC.Y, Q,,,= Z[(P,.,Q,.,)-'ZP,.3Q,.,-B]».

, 286. Proposition lY : I contient la moitié au moins des substitutions de *ji.

En effet, I contenant une des substitutions N^.v. Q(i,v. Rtt,v (où u. et v sont'

> i) les contiendra toutes (274). 11 contiendra donc le groupe 5 dérivé de

ces substitutions et de leurs transformées par celles de 5i-

Or les substitutions :

G =
^3, J3 ^ï, /, H- :r, 4- ^,

tD =
^•»

J?''! Jl + ^3+ J3, ^2 + J2

^j, Ji ^1 + Ji H- JTs -i- J3, ar, H- orj + ^^-j

^3, Js Ji + ^2 4- Jî H- 0:3, ^', + ^, + j-, -4- 7*3

sont hypoabéliennes : donc 5 contiendra les suivantes :

^1, r- ^. H-r«. r.

® := o- N,,3 Q,.3 03,=. B,,3 Q,.3 N,,3 TD == "^'^ -^^ '^'' ^^'

^V* ^« /^ Af»
•*-3» /3 /3, -t^S

C = O- N,,3 R2.3 Q,,3 N,,3 V) = ^u jî r» + r3> -^1+ ^3

^3, J3 ^J+ j2+ ^3-1-^3' Jî

# = t)-'N,30:

^I, Jl ^3 -f- :^-3, ^7 -+- Jj +^3
^j, Jî ^i+ ^a-t-^3H-j3, a^i+ 7ï + a:3-h_rs

^3, 73 ^1+J. H- ^2+ Jj, J, -f- a:. H- j.

ç = 5- N,.3 s = ^2, Jî ^J, Jl -»- Jî -h ^3 + J3

^3, J3 ^3+ ^2, j3-f-^J

27.
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287. Il est maintenant aisé de voir que les substitutions de 5 permettent

de remplacer l'indice x, par Tune quelconque/, des 2-"— $„ fonctions

linéaires à^x',-h c\y,-\- ci^X2-+-c^y2-^ ••• dont les coefficients satisfont à la

relation

n, c\ -+ n\ f'j + . . . -h a\ -f c\ ^ i

.

En effet, soit d'abord a\c\-h a\-{-c\E^o, d'où a\c\-\-...^\. L'un au

moins des produits «2 c'g,... sera Jo (mod. 2). Soit par exemple a'gc'g^ i,

d'où a'j^Cg:^ I, à^c^-+-...E^o. Il existe une substitution §, dérivée de

celles des substitutions Npi,v> Qfi.v» ï^(ji.,v où (j. et v sont >> i, qui laisse X2 inva-

riable et remplace y^ pai* J2 + «'3-'?3+ ^'3X3 + D'autre part, la substi-

tution 1 qui remplace x^, 72» ^3» Ya pai' ^3» Ja^ ^2' J2 est évidemment by-

poabélienne : 5 contiendra donc la substitution S.1-* ^I, laquelle remplace

^i par/,.

Soit au contraire a\ c\-^ a\-i-c\^ 1 , a\c\-+-...^^o. Il existe une substi-

tution §, dérivée des substitutions N^,^» Qjj-.v R|j.,v (où jw., v sont >> i), qui

remplace x.2 i^tàr a\x.2-^c\y2-+-"-f et suivant qu'on aura :a\^ï, c\^o;
a\^i, c\^ \; ou a\ ^s o, c'^ ^s i

, / succédera à 07, par la substitution sç,

par la substitution §(S)Ç, ou par la substitution scg.

288. Celles des substitutions de 5 qui n'altèrent pas a;, permettent de

faire succéder à j, l'une quelconque /[ des 2^„_, fonctions linéaires

é'j a?, 4-j, -i- b'^X2+- d'^y^-^-" dont les coefficients satisfont à la relation

^'2^2 -+----^o. En effet, si l/fd\^...^Of ce remplacement sera produit

par la substitution (CcDC)'''. Si, au contraire, les coefficients ô'g, d'^,... ne

sont pas tous congrus à zéro, il existe une substitution S, dérivée des sub-

stitutions Nji,v) QjjL.v. RjA.v qui remplace ^2 par b\x2-h «^'2 J2 +•••; et la sub-

stitution {C§cf'.c§çc produira le remplacement voulu, sans altérer oo,.

289. L'ordre de 5 sera donc égal à (2^"-' — (P,,) 2(P„_, .0, étant l'ordre

du groupe 3' formé par celles de ses substitutions qui n'altèrent pas oot,y,.

Mais 5' contenant les substitutions Njjl,^. Q(j.,v» R(ji,v et leurs transformées par

les substitutions bypoabéliennes entre les n — i couples d'indices o^a, J2»"-.

son ordre est au moins égal à - w„_, (274).

Donc 3 contient au moins (2^"— œ„) 2$„_, - w„_, substitutions, soit la

moitié au moins de celles de 5,. S'il en contenait davantage, il les contien-

drait toutes : 3, et par suite I se confondrait avec 5,, et ce groupe serait

nmple. (Nous verrous plus loin que celte hypothèse n'est pas possible.)
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Au contraire, si 5 ne contient que la moitié des substitutions de ,),,

I pourra être supposé moindre que 5» • il se confondra alors avec 5.

290. Proposition V : 5i a pourfacteurs de composition i et - w„.

Cette proposition se démontre comme celle du n** 275.

291. Nous avons laissé de côté le cas où w = 2. 11 est aisé de voir que

dans ce cas les facteurs de composition cherchés sont 2, 2, 3, 2, 2.

Faisceaux hypoabéliens

.

292. Soit maintenant F un faisceau de substitutions abéliennes échan-

geables entre elles, et tel, que le groupe formé par celles des substitutions

abéliennes qui lui sont permutables soit primaire. Cherchons si l'on peut dé-

terminer les caractères des substitutions correspondantes aux divers indices

de telle sorte que F soit contenu dans l'un des groupes hypoabéliens.

Les indices indépendants étant choisis de manière à ramener les substitu-

tions de F à leur forme canonique, on sait que chacune de ces substitutions

multiplie chaque indice par un facteur constant (188-189). Soient donea?,

y, ... ces divers indices : une substitution de F qui les multiplie respective-

ment par a, /3,... multiplie para, jS,... les caractères des substitutions cor-

respondantes C^, Cj, Mais, étant hypoabélienne, elle ne les altère pas.

Donc ces caractères seront congrus à zéro, à moins que les facteurs (réels

ou complexes) «, /3,... ne se réduisent à i (mod. 2). Mais si F ne se réduit

pas à la seule substitution i, l'une au moins de ses substitutions multipliera

l'un des indices, x par exemple, par un facteur a différent de l'unité : on

• aura donc Cj^^o. D'ailleurs la suite des facteurs par lesquels les diverses

substitutions de F multiplient j est la même, à Tordre près, que celle des

facteurs par lesquels elles multiplient x (191). Donc F contient une sub-

stitution qui multiplie j par a : donc^_^sEEo; etc.

Donc les substitutions C^,, C^., . . . doivent avoir pour caractère zéro. Cette

condition est évidemment suffisante pour que les substitutions de F n'altè-

rent pas ces caractères. Mais il est intéressant de savoir dans chaque cas

quel est celui des deux groupes hypoabéliens qui contient F.

293. Premier cas. Faisceaux de première catégorie. — Si F est de pre-

mière catégorie, soient x, j, ... les indices d'un système quelconque, x\
y' y... ceux du système conjoint; m, v, . . . ceux des autres systèmes. Les in-
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(lices imaginaires^:, T, ... dépendent d'un nombre égal de fonctions réelles X,

Y,. . . que l'on peut prendre à leur place pour indices indépendants (151).

Les substitutions Cx, Cy, . . . respectivement correspondantes à ces nouveaux

indices seront de la forme C",C^ Rapportons également cbacun des autres

systèmes à des indices indépendants réels; et soient X', Y',... les indices

auxquels est rapporté le système conjoint du premier; U, V,... les autres;

Cx, Cï,...; Cu, Cy,... les substitutions correspondantes. Le déterminant

(CxCxO (CxCr) ..

(Cv-Cy.) (CvCyO ..

ne peut être congru à zéro. Car s'il l'était, on pourrait déterminer les rap-

ports des entiers /, m,... de telle sorte que la substitution

D = Cx'Cï"...

eût ses exposants d'échange avec Cx, Cy,... tous congrus à zéro. Mais les

exposants d'échange (DCx-), (DCy,),...; (DCu), (DCy),... sont déjà congrus

à zéro, Cx-, Cy.,...; Cu, Cy, . . . étant dérivées de C^, Cy,...; C„, C^,,— , dont

les exposants d'échange avec les substitutions Cj^/, C/,... dont D est dérivée

sont tous congrus à zéro. Donc tous les exposants d'échange de D seraient

congrus à zéro, ce qui est inadmissible.

On pourra donc (246) déterminer des substitutions

D = Cx' Cy . .
. , D, = Cx' Cy- ...... .

dont les exposants d'échange avec Cx, Cy,... soient tous congrus à zéro,

sauf ceux-ci (CxD), (CyD,),... qui seront congrus à i; et le déterminant des

quantités a, /3,...; a,, ]3<, ...;... n'étant pas congru à zéro, les substitu- Sj^m
tions D, D,,..., combinées entre elles, reproduiront toutes celles de la

forme CxC'y' Donc le groupe § dérivé des substitutions Cj, Cy, . . . ; Cx-, Cy, . . . ;

Cu, Cy, . . . sera également dérivé des substitutions Cx, Cy,...; D, D,,...;
r r '\ n

Chacune des substitutions Cj, D, Cy, D,,... aura son caractère congru

à zéro; car elle est dérivée de substitutions dont les caractères et les expo-

sants d'échange mutuels sont tous congrus à zéro. De plus elles ont des ex-

posants d'échange congrus à zéro avec C^, Cy, ...; car leurs composantes

jouissent de cette propriété. Par la même raison, les exposants d'échange

mutuels des substitutions Cx, Cy,... sont congrus à zéro; ceux des substi-

tutions D, D,,... également.
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Opérons sur un second couple de systèmes conjoints, puis sur un troi-

sième, etc., comme nous l'avons fait sur le premier. On voit que â sera

dérivé d'une double suite de substitutions dont tous les exposants d'échange

mutuels sont congrus à zéro, sauf pour les substitutions d'un même couple,

dont l'exposant d'échange est congru à i; toutes ces substitutions ont en

outre le caractère zéro. Donc le faisceau considéré appartient au groupe hy-

poabélien depremière espèce.

294. Second CAS. Faisceaux de seconde catégorie. — Supposons les indices

indépendants choisis comme il est indiqué (247-252) et soient 2v le nombre

des séries de chaque système, ,a = [}!-{- a a" le nombre des indices de cha-

que série.

Considérons en particulier l'un des systèmes d'indices, 1. Soient j^, z^,...

/r'~'\ zf-'\ oc^-r'^\ ", ^'T'^ les indices de sa r -h i"^'"*' série; E^, D^, . .
.

,

E^'''"*^ D^/"""*\ C^~'^\..., Qr~*' les substitutions correspondanJes. Les expo-

sants d'échange de chacune de ces substitutions avec celles qui correspon-

dent aux divers indices indépendants seront, par hypothèse, tous congrus

à zéro, sauf ceux-ci : (D^^^E^I,)^ — (E;^^D^^,), qui sont congrus à i, et

(C^^^Ci^J, qui sont congrus à e^', e étant une racine arbitrairement choisie

de la congruence e-^~'^ — i (mod. 2). On pourra supposer e = i.

295. Cela posé, groupons les indices en classes, en réunissant ensemble

ceux qui sont conjugués. Ces classes seront de deux espèces : les unes con-

jointes deux à deux, comme j'o'-"'j2v-f etz,, ^ov-i ; les autres conjointes

à elles-mêmes, comme a?^^~'^'\..., x^l,z^[\ On pourra d'ailleurs passer des in-

dices imaginaires à des indices réels, en prenant pour indices indépendants,

à la place des iv indices de chaque classe, les 2v fonctions réelles dont ils

dépendent.

Soient X, Y,... les indices réels ainsi substitués à jo»*--» Jav-i ; X', Y',...

ceux qui sont substitués à z©» • • •> ^av-» ; U, V, . . . ceux qui sont substitués

à x'f~^'^,..., x'^^f^; W,... les autres. Soient enfin Cj, Cy,...;... les substitu-

tions correspondantes à ces nouveaux indices.

Le déterminant

I

(CxCv) (CxCr) ..

(CtCx-) (CvCv) ..

ne peut être congru à zéro, par la même raison qu'au n° 293. On pourra

donc déterminer des substitutions D, D,,... dérivées deCv, Cy,... et dont les
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t'X|)osantvS d'échange avecCx, Cy,... soient tous congrus à zéro, sauf ceux-ci :

(CxD), (CyD, ),..., qui seront congrus à i. Cx, D, Cy, D,,... auront leurs ca-

ractères congrus à zéro, et leurs exposants d'échange avec C^, Cy,..., Cw»..-

seront congrus à zéro, ainsi que les exposants d'échange mutuels des sub-

stitutions Cx, Cy,..., et ceux des substitutions D, D,,... (293).

296. Considérons d'autre part les substitutions Cu, Cy, Le déterminant

(le leurs exposants d'échange mutuels ne peut être congru à zéro. Car s'il

l'était, on pourrait déterminer une substitution (D, dérivée de C^, Cy,..., et

dont les exposants d'échange avec C^-, Cy,... fussent tous congrus à zéro.

Mais sesexposants d'échange avec Cx, Cy,...; Cx-, Cy,,-..; Cyy,... sont congrus

à zéro, (ô étant dérivée des substitutions correspondantes aux indices

jc'^^~''-'\,.., 0D^lZ-i\ et Cx, par exemple, l'étant des substitutions correspon-

dantes à jo,..., j'2v-n lesquelles ont avec les précédentes des exposants d'é-

change congrus à zéro. Donc CD aurait tous ses exposants d'échange con-

grus à zéro, ce qui est impossible.

On pourra donc déterminer (232-234) une double suite de 2y substitu-

tions X,, 1)1)1 ;...; ^\> '^«'v. dérivées de C^, Cy,..-, et telles que l'on ait

( Jlo, iPo, )=( oiUj 1(1)2 )=...=( a. V Dl)v)= 1 ,

leurs autres exposants d'échange mutuels étant congrus à zéro, ainsi que

leurs exposants d'échange avec Cx, D, Cy, D,,...; C^,— On pourra en ou-

tre (258) faire en sorte que J02, ift)2;---î "^"v, ^'«'v
aient pour caractère zéro,

Jis,, ift), ayant à la fois pour caractère o ou i, suivant que la majorité des

substitutions dérivées de C^, Cy,... a elle-même pour caractère o ou i.

297. Il est aisé de voir que la seconde de ces deux hypothèses sera tou-

jours la vraie. Soient en effet ©o»---» '^2v-\ les substitutions respectivement

correspondantes aux indices imaginaires œ[^~'^'\..., x'f^Zi'^.

Chacune des substitutions dérivées de C^, Cy,... accroît les indices con-

jugués x[^~''''\ . . . , iiJa'^lf^ de constantes conjuguées : elle sera donc de la

forme

k étant un entier réel ou complexe. Réciproquement, il est clair que toute

substitution de cette forme accroît de constantes réelles les fonctions U,

V,...; elle est donc dérivée de C^, Cy,
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Le caractère de la substitution K est congru à

k.k' +k\h-^'-^...= y (A-''+-)''-

D'ailleurs k est un entier complexe formé avec une imaginaire de degré 2v.

Le nombre des substitutions dérivées de Q, Cy,..., dont le caractère est zéro,

est donc égal au nombre des solutions communes aux deux congruences.

V (K+')''=o» A^"= A- (mod. 2),

lesquelles équivalent évidemment aux trois suivantes :

Y /»'=o, /''=/, A''+'= / (mod. 2).

Soit /j une racine commune aux deux premières congruences, et qui dif-

fère de zéro. La troisième congruence donnera, pour^, 2'+ i valeurs dis-

tinctes correspondant à celle-là. Au contraire, à la valeur /^o, qui satis-

fait aux deux premières congruences, correspond la valeur unique k^o.
Si donc s est le nombre total des solutions communes aux deux premières

congruences, k aura {2' -h i) s — 2^ valeurs.

298. Pour déterminer s, remarquons que toutes les valeurs de /sont de

la forme

a -h bl -h cV -i- . .
. -h dl^-',

X étant une imaginaire d'ordre v. On aura donc

y '''=y c« + *^- ^-•••-^^^^•'")''='-'«-+-^y >•''+••• -+•^5''^^^'^''

•

r:rro r=o

Or\ /^^..., N X^''~'^*Vsont respectivement la somme des racines de la

congruence irréductible dont dépend X, la somme de leurs carrés, etc.,

enfin la somme de leurs puissances v — i'**"" : ,ce sont donc des constantes

réelles. D'ailleurs elles ne sont pas toutes congrues à zéro. Car si cela était,

les sommes de puissances des racines de la congruence en X jusqu'à la

28
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V — i'^'"* inclusivement étant congrues à zéro, elle se réduirait à la forme

X^H- ^^o, résultat absurde; car si q^^o, la congruence ci-dessus admet

la racine o, et si q^i, la racine i; elle n'est donc pas irréductible.

Supposons, pour fixer les idées, que le coefficient de b, \ X"^', soit congru

à I . On pourra prendre arbitrairement chacun des v — i autres coeffi-

cients a, .. ., d égal à o ou à i ; et pour chaque système de valeurs de cas

coefficients, on aura une valeur de b satisfaisant à la congruence

>a+ bS >^''' -+-••• -H dS X('-'>^'= o.

Le nombre total s des solutions de la congruence sera donc 2""*
; et par

suite le nombre des substitutions dérivées de Qj, Cy,... qui ont le caractère

zéro est égal à (2'-+- 1)2''-' — 2^= 2^''-' — 2"""'. Les autres, en nombre
2-''"' -4- 2'^"', ont pour caractère i.

Donc la majorité des substitutions dérivées de Cy, Cv,-.» a pour carac-

tère I : donc x^iti») ont pour caractère i.

299. On pe4it raisonner sur chaque couple de classes conjointes comme
nous l'avons fait sur le couplejo,...,y2v-t; ^o'--" ^2v-i '> et sur chaque classe

conjointe à elle-même, comme sur la classe x^^~^'\ . . . , x%'J{\ Cela posé,

Cx-, Cy,... sont dérivées de D, Di,...; C^, Cy le sont de ,vi>,, ife,,..., Ji^^» ilb,/, etc.

Donc le groupe^, dérivé des substitutions Cx, Cy,...; Cx-, Cy,,...; C^, Cy,...;...

sera dérivé de la double suite

Cx, D; Cy, D,;...; JL,, ijb,;...; ^K, Di)-.;-.-

où les exposants d'échange sont congrus à i pour les deux substitutions

d'un même couple, et à zéro dans tous les autres cas.

Soit d'ailleurs X le nombre des systèmes; le nombre des classes d'indices

qui sont leurs propres conjointes, et, par suite, le nombre p des couples de

la double suite dont le caractère est i, sera égal à Xix'; et suivant que ce

nombre sera pair ou impair, F appartiendra au premier ou au second groupe

hypoabélien (258-261).

300. Troisième cas : Faisceaux de troisième catégorie. — Les indices étant

choisis comme il a été indiqué (253), groupons-les en classes, en réunis-

sant ensemble ceux qui sont conjugués les uns des autres. On peut rai-

sonner comme dans le cas précédent; et comme aucune classe n'est con-

jointe à elle-même, F appartiendra au premier groupe hypoabélien.
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§ X. — Méthodes générales polr former des groupes partiels

CONTENUS dans LE GROUPE LINÉAIRE.

Première méthode.

301. Soit F(a;o, Vo»--; ^o J». •••;•••) une fonction d'un certain nombre

d'indices, également répartis entre certaines suites a7o,jo»--«; ^ojo---'.

—

S'il existe des substitutions linéaires qui, étant opérées à la fois sur cha-

cune de ces suites d'indices, multiplient simplement la fonction F par un fac-

teur constant (abstraction faite des multiples du module), ces substitutions

forment évidemment un groupe.

Exemple. — Supposons qu'il y ait m suites, et que les indices a7p, jç^,...

de l'une quelconque d'entre elles soient en nombre mn et se partagent égale-

ment entre « séries x^\y^^\...\...\ a5^=^^ yj''^...;.... Désignons par D^^ le dé-

terminant formé avec les indices x^fj y^l\... ',...-, a?^Li,yi^Li,— On pourra

prendre F = Do -+- D, -^...4- D„_,. Le groupe correspondant à cette substi-

tution satisfera à des conditions qu'il est aisé d'écrire. En posant m = 2,

on aura le groupe abélien.

302. La méthode précédente, indiquée par M. Kronecker, se prête à une

nouvelle généralisation.

En effet, soient o une fonction quelconque, rationnelle et homogène des

indices J7o»yo'---î ^o Ji. •••;•••; <|^ une fonction quelconque des mêmes va-

riables et des coefficients de ^. Transformons 9 et i|; par une substitution

linéaire S effectuée sur chaque suite d'indices x^ y,...; soient 9' et •}' les

fonctions transformées. Si ^' s'exprime en fonction des indices et des coef-

ficients de 9' de la même manière que ^ s'exprimait en fonction des indices

et des coefficients de <p (abstraction faite des multiples du module), on dira

que ^ est un covariant de 9 relativement à la substitution S. Dans le cas par-

ticulier où ^ ne contiendrait que les coefficients de 9, et non les indices, on

dirait que ^j^ est un invariant de 9 relativement à S.

Cela posé, il est clair que les substitutions relativement auxquelles ^ est

covariant ou invariant de 9 forment un groupe. Ces deux fonctions pouvant

être choisies arbitrairement, on peut déterminer ainsi une foule de groupes.

303. Bornons-nous, par exemple, au cas d'une seule suite, formée de

deux indices : et soit

28.
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Pour que 4» soit un invariant de ç> par rapport à la substitution

S=
\
X, y ax -h by, a'x -\- b'y

\
,

qui transforme
(f
en

<^'= {aQ-^a'Q,)x + {bQ-^b'Q,)y; ^

il faut qu'on ait

IB^-h 2m00,-h nB\^l{aQ + a'Q,Y-\- 2m{ae -+-a'e>){b9 +- b'Q,)+ n{b6 + 6'0,)%

d'où

l^la^-h 2 mab -+- nb',

m^laa' + m{ab' -\- ba')-i- nbb',

n^ /«" -h 2 ma'b' -+- n6'*.

A chaque système de valeurs de /, m, n correspondra un groupe distinct.

Ainsi, si /^i, m^o, n^o, il vient a'^o, a^^i, et Ton obtient le

groupe formé des substitutions

\ X, y zhx + by, b'y
\

.

304. Si l'on posait

(^ = Bx -\-Q,y, ^=z{mQ + nQ,)x^ + {m'Q -\- n'Qx)y,

la condition de covariance donnerait

an -h a'n'^a'm -h b'n, bm -\- b' m'^ am' -^ bn' , bn^a'm',

ou, en posant pour abréger m'^Kn, m — n'^Ln,

è= Ka', b'^a-hha'.

On obtient ainsi le groupe formé des substitutions

\
X, y ax -^ K«'/, a'x +(«-+- L«' )j |

où a, a' sont des entiers constants dans une même substitution, et K, L des

constantes, dont les diverses valeurs donneront autant de groupes différents.

Seconde méthode.

P 305. Considérons une fonctionV homogène par rapport à un ou plusieurs
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systèmes de variables a?, y,...;..., Ç, vj, ...;..., par exemple la suivante

homogène et du premier degré par rapport à deux systèmes, contenant

chacun deux variables. Soient G, r deux groupes quelconques, dont les

substitutions soient linéaires, et opérées respectivement sur x et^y, et

sur |, V3; soient

S= \ X, X ax-^by, a'x + b'y \, 2 =
| ^, yj «^ -i- pyj, «'^ -h p'yj

j

deux de leurs substitutions arbitrairement choisies. Opérant ces substitu-

tions dans §?, on obtient le même résultat que si l'on opérait sur les S la

substitution

? =

B aaQ-h aoc'6' -+- a'oib" -t- aVô*'

et il est clair qu'en prenant successivement pour S et 2 toutes les substitu-

tions de G et de F, les substitutions correspondantes 9 forment un groupe ç,

306. Supposons en particulier qu'il n'y ait qu'un seul système de varia-

bles ir, y,...; et posons

(f
= 9x -h 9'y + . . .

.

A la substitution

S=
I

a:, y, . . . ax -If hy ->r . . . ^ a'x -4- b'y -+-...,... I

équivaut la suivante

^=1 9, 9',... a9-^-a'9'-h..., b9 -i- b'9'-i-. . .,. . . |,

laquelle ne diffère de S (abstraction faite de la désignation des variables)

que par l'échange des coefficients symétriques par rapport à la diagonale

de son déterminant : d'où le théorème suivant :

Théorème. — Un groupe de substitutions linéaires étant donné, on en dé-

duira un second, en permutant entre euœ dans chacune de ses substitutions les

coefficients symétriques Vun de Vautre par rapport à la diagonale.

En vertu de ce principe de dualité, les groupes de substitutions linéaires

sont associés deux à deux. Mais il en est quelques-uns qui sont leurs pro-
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près associés, par exemple ceux qui font l'objet des trois paragraphes pré-

cédents.

Troisième méthode.

307. Théorème. — Étant donnés : x'^ un groupe T de substitutions linéaires

entre p'* lettres; i° un groupe D de substitutions entre X lettres /<,, /,,..., />_, , on

en déduira un groupe G de substitutions linéaires entre p'*^ lettres.

Soient en effet

S =
I

/r /f (r) I

une substitution de D,

T = \x,x,... f{x,f,...),f'{x,x,...),...\

une substitution de T. Imaginons une suite de/?"^ lettres, caractérisées par

TÙ. indices, que nous partagerons par la pensée en X systèmes

•^0, ^0, ...;...; x\—x, X''-—'} • • • •

Désignons par 2 la substitution

I
« • • , Xr, y'rt • • • • • • > X^[r), Xfi'')' ' ' ' 1»

qui permute ces systèmes entre eux de la même manière que S permutait

les lettres correspondantes /q,..-, h-i', par T;, la substitution

qui laisse tous les indices invariables, sauf ceux du r h- i'""* système, qu'elle

altère delà même manière que T altérait x^y,— Il est clair qu'en prenant

successivement pour S toutes les substitutions S', S",... du groupe D, leurs

correspondantes 2', 2",... formeront un groupe A, isomorphe àD sans mé-

riédrie; de même, si l'on prend pour T les diverses substitutions T', T",...

du groupe r, leurs correspondantes T'j,, T^,. ..;...; T-,_,, Tx_i,... formeront

X groupes To,..., r>_,, isomorphes à r sans mériédrie.

308. Considérons maintenant le groupe G dérivé de l'ensemble des substi-

tutions des formes 2, T(,, . . . , Tx_,. Ses substitutions seront toutes de la

forme 2ToT<.... En effet, '\[r') désignant la fonction inverse de ^[r), on vé-

rifie sans peine l'égalité

ïr2 = 2T^(r), OU 2-'Tr.2 =^T4,(r),
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laquelle montre que les substitutions 1 sont permutables au groupe H dé-

rivé des substitutions To, T,,..., T)_,. Donc toute substitution de G pourra

se mettre sous la forme 20, 6 étant une substitution de H. Mais 6 peut se

mettre sous la forme TqT, Car, soit, par exemple, 6 = ToT, TJ : les

deux substitutions T^ et TJ, étant opérées sur des indices différents, peu-

vent être interverties, ce qui ramène 6 à la forme Tq T, .

Soient respectivement Q.etQ les ordres des groupes D e/ F : Vordre du groupe G
sera QO^. Car il existe ii substitutions de la forme 2, et de chacune des À

formes T^, T,, . . . : il existe donc iï(9 substitutions de la forme ITq T,. . .;

elles sont d'ailleurs évidemment distinctes.

309. Théorème. — La suite desfacteurs décomposition de G est formée

desfacteurs de composition deJ), et de ceux de F, ces derniers répétés chacun

"kfois.

En effet, soient |x,, /lav ï^s facteurs de composition de D; D, D,, Da,.., i

une suite de groupes ayant respectivement pour ordre 12, — » ,••, i,

et tels : i" que chacun d'eux soit contenu dans le précédent, et permutable

à ses substitutions; 2** qu'il ne soit contenu dans aucun autre groupe plus

général jouissant de cette double propriété. Désignons par le symbole gé-

néral S, les diverses substitutions S\, S",,... du groupe D, ; par S, celles

du groupe D2, etc.; par 2,, la»-- les substitutions correspondantes du

groupe A. Soient G, G,, Ga, . . . , H, les groupes respectivement dérivés de

la combinaison des substitutions avec les substitutions 2, avec les sub-

stitutions 2,, avec les substitutions 22, etc. Les substitutions 2,, 22,...,

étant de la forme 2, sont permutables à H : les substitutions de G,, Gj,...

seront donc respectivement des formes 2,0, 22 0,... et leur nombre sera

respectivement égal à — 0^, 0^,

—

Il est clair que chacun des groupes G, G,, Gj,.., H est contenu dans le

précédent; et nous allons prouver :
1*^ qu'il est permutable à ses substitu-

tions ;
2*" qu'il n'est contenu dans aucun autre groupe jouissant de cette dou-

ble propriété.

Prenons pour exemple le groupe G, ; soient 2',0' une de ses substitutions,

1"Q" une quelconque des substitutions du groupe précédent G : on a identi-

quement

(
2"©'' )- 2', 0'2"0"= 2"-' 2', 2". (

2"- 2', 2" )- 0"- 2"- 2', 2". 2"- 0' 2". 0'

,
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expression qui se réduit à la forme 1"-* 2\1"Q ; car, 1\ ï^, et, par suite,

2"-'2',2", sont permutables à H. D'ailleurs 1"~* 2\1" est de la forme 2,, sa

correspondante S"-*S'jS" étant, par hypothèse, de la forme S,. Donc la trans-

formée appartient à G,, et 2"0" est permutable à ce groupe.

D'autre part, il n'existe aucun groupe plus général que G,, qui soit con-

tenu dans G et permutable à ses substitutions. Car s'il en existait un, ç,,

soient g', c",... celles de ses substitutions qui sont de la forme 1; s\ s",...

leurs correspondantes de la forme S. Le groui)e partiel (c', c",...) étant plus

général que legroupe formé des substitutions 2, (sans quoi Ci ne serait

pas plus général que G^), le groupe partiel (s', s'\...) formé par leurs cor-

respondantes sera plus général que D, . D'ailleurs il est permutable aux sub-

stitutions S; car, soit S' l'une de ces substitutions : S'~'5'S' a pour corres-

pondante l'-*c'l', laquelle est évidemment de la forme 1, et appartient en

outre à Ç,, auquel 1' est supposée permutable : donc 2'~' c'I' appartient au

groupe [a', a",...); et sa correspondante S'~*^'S', au groupe {s', s",...).

Mais, par hypothèse, il n'existe aucun groupe plus général que D,, et

permutable aux substitutions S : donc l'existence du groupe Ç, est inadmis-

sible.

Les facteurs de composition de G sont donc /j,,, /Xa,. . ., et les facteurs de

composition de H.

310. Soient maintenant v^ Va,... les facteurs de composition de T; T,

T^*\ ^'^^ . .
.

, I , une suite de groupes ayant respectivement pour ordre 0, —

?

— ,. • •» I et tels, que chacun d'eux soit contenu dans le précédent, et per-

mutable à ses substitutions, et ne soit contenu dans aucun autre groupe

plus général jouissant de cette double propriété. Désignons par le symbole

général Ti'' celles des substitutions de To qui correspondent aux substitutions

de ^'*^ par T^'^ celles qui correspondent aux substitutions de V^K etc. On

verra, en raisonnant comme tout à l'heure, que les groupes respectivement

dérivés de la combinaison des substitutions T, Ta- . . avec les substitutions T»,

avec les substitutions Ti'\ avec les substitutions Ti'\ etc., enfin avec la seule

substitution i, ont respectivement pour ordre 0^, — >
— ^•) ""'

; que

chacun d'eux est contenu dans le précédent, et permutable à ses substitu-

tions; enfin, qu'il n'est contenu dans aucun groupe plus général jouissant

de cette propriété. Donc les facteurs de composition de H sont v,, Va,..., et

les facteurs de composition du groupe H, formé par les substitutions T/fa....
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On voit de même que ces derniers fadeurs sont v,, Va,..., et les facteurs

de composition du groupe H, formé par les substitutions To...; et l'on con-

tinuera ainsi jusqu'à l'achèvement de la démonstration.

311. Théorème. — Pour que le groupe G soit primaire ^ ilfaut et il suffit

que r soit primaire, et D transitif.

Si r n'est pas primaire, il existe certaines fonctions z, z',.. . des in-

dices a?, y,..., en nombre moindre que ces indices, et que les substitutions

de r remplacent par des fonctions linéaires de z, z', ... (142). Soient Zo,

2'jj,...: z^y jz'j,...;... les fonctions^analogues respectivement formées avec les ^
indices j^o» Jo»---; oc^, y^, ...-,... : leur nombre est inférieur à celui de ces

indices. D'ailleurs, chacune des substitutions 2, To, T,,... dont G est dérivé

les remplace évidemment par des fonctions les unes des autres : donc G n'est

pas primaire (14-2).

Si D n'est pas transitif, les substitutions 1 ne permutent pas transitive-

ment les systèmes jc^, y^,. . .; x,, y,,. ..;,.. . Groupons ces systèmes en

classes, en réunissant ensemble ceux que ces substitutions permutent entre

eux. Il est clair que chacune des substitutions 1, To, T,,... remplace les

indices d'une même classe par des fonctions de ces seuls indices : donc G
n'est pas primaire.

312. Réciproquement, si r est primaire et D transitif, G sera primaire.

En effet, s'il ne l'était pas, il existerait des fonctions J>, tp,,... des indices

^0* Xo*'"'^ ^i> /«>•••;•••» en nombre moindre que ces indices, et telles, que

chaque substitution de G les remplacerait par des fonctions linéaires de ^,

^f, Cela étant, soient tj; l'une de ces fonctions, /^, yj,.-. celles qui la

remplacent dans les diverses substitutions de G ; <p, ;^, /', ••• étant des

fonctions linéaires de t{^, i|>,, . .
. , il en sera de même de toute fonction o) li-

néairement formée de celles-là; et t|^, ^i,. . . étant remplacées dans chaque

substitution de G par des fonctions de <|/, 4^,,..., les diverses fonctions w,

«',... par lesquelles la fonction co se trouve remplacée dans ces mêmes sub-

stitutions, dépendraient elles-mêmes linéairement des seules fonctions 4'»

<!;,,•••» en nombre moindre que In.

313. Cela posé, soit

l'une des fonctions dont on suppose l'existence. L'un au moins des coeffi-

^9
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cients ao, ^o.--» fl/-»... doit différer de o (inod./>); soit par exemple

ao2o(niod. p). Le groupe F étant supposé primaire, l'une au moins de ses

substitutions T doit altérer la fonction a^oa -^ bf^y-h...; supposons qu'elle

la remplace par àf^oc-h ^'^ y +-.... La substitution correspondante T^ rem-

place t|* par / = a\, a^o -H ^'o Jo "+"••'+" ^r ^r +••• • Cela posé, la fonction

ne contient plus que les indices du premier système.

Soient maintenant w„, w„, o)"^^,... les fonctions que les diverses substitu-

A lions de Fo font succéder à wo : la suite u^ m'q, w^,... contiendra au plus

n fonctions distinctes; car w„, m'^, w^,... ne contiennent que les n indices

^0» J*o»-" du premier système. Mais, d'autre part, cette suite contient en

effet n fonctions distinctes : car supposons qu'elle n'en contienne que n';

soient wo, w'^,..., co|,"'~^^ ces fonctions; w'^ une quelconque d'entre elles;

Tq la substitution de F^ qui la fait succéder à w»; ïo une substitution quel-

conque de F^; ^o la fonction qu'elle fait succéder à œ'^. La substitution

T„ï'(j fait succéder (p^, à Wq : ^^ fait donc partie de la suite w,,, Wq, Wq,...;

c'est donc une fonction linéaire de w,,, Wq,..., co^"'~*\ Ainsi chaque substi-

tution de V^ fait succéder à chacune des n' fonctions w,,, Wp,.--» f^o""*^ une

fonction linéaire de ces mêmes fonctions. Donc le groupe Fo, ou le groupe F,

qui n'en diffère que par la dénomination des variables, ne sera pas pri-

maire : résultat contraire à notre supposition.

La suite w^, w'^,, w^,... contient donc n fonctions distinctes w^, w'o,..,

0.)^""''. Soient en général w^, w',. ,..., w^,"~'^ les fonctions formées avec a?,., r^,...

comme celles-ci le sont avec o^o, Jo'--" Ces nouvelles fonctions sont évi-

demment distinctes entre elles; elles sont en outre distinctes des précé-

dentes, étant formées avec des indices différents. Les nX fonctions Wo,

w'o,..., w^"~'';...; w>_,, Wx_i,..-, (Ji'^"!'^^ sont donc distinctes. D'ailleurs G con-

tient une substitution qui remplace w par l'une quelconque de ces fonc-

tions telle que «'^. Soit, en effet, Tq la substitution qui remplace Wq par w^-

Le groupe D étant supposé transitif, A contient une substitution 1' qui rem-

place vr^jj,,,... par Xr, yrf", et, par suite, w'„ par w',. ; et la substitution

2'To remplacera Wp par w'.

.

Ainsi les substitutions de G remplacent w^ par des fonctions parmi les-

quelles il en est In de distinctes; résultat contraire à celui du n'* 312. Donc

il est absurde de supposer G non primaire.

314. Remarque. — Si D est transitif, les substitutions de G dérivent
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toutes de celles des deux groupes A et Fo- Car A contient une substitu-

tion 2' qui remplace Xj., jr»--« pat* ^o» Jo.---; ^t le groupe dérivé de A et

de Tq contient le groupe T^, transformé de r^ par 2'. Donc ce groupe con-

tient toutes les substitutions des groupes A, Fq,..., F^,..., dont G est dérivé.

§ XI. — Groupes isomorphes alx groupes linéaires.

Substitutions linéaires fractionnaires.

315. Galois a fait cette remarque importante que le groupe G formé des

substitutions linéaires

\ X, y ax -\- by, a'x -h b'y \
(mod. p)

n'est pas primitif par rapport aux p^—i lettres qu'il déplace. En effet,

groupons dans un même système les /? — i lettres correspondantes à une

même valeur du rapport - (mod.^) : chaque substitution de G remplacera

les lettres d'un système par celles d'un même système. On aura ainsi /?-f-

1

systèmes, dont les déplacements par les substitutions G formeront un

groupe H de degré/? -h i. L'ordre de ce groupe sera d'ailleurs évidemment

égal au nombre total des substitutions de G, divisé par le nombre de celles

de ces substitutions qui ne déplacent pas les systèmes, ou à

{p'-x){p'-p)
p-l = {p^-l)p.

Les substitutions de H pourront être représentées par le symbole

X ax -\- br

Y a'X + b'

y

ou
a'z

OÙ Ton assignera à l'indice z les/>-l- i valeurs o, i,..., /?— i, oc que peut

prendre l'expression - (mod./?).

Ces substitutions linéaires fractionnaires ont été étudiées en détail par

M. Serret et par M. Mathieu. On voit que cette étude se confond avec celle

des substitutions linéaires entières à deux indices, que nous avons faite plus

haut.

Soit en particulier /? = 5. On aura un groupe H de degré 6, et d'ordre

29.
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(5^ — i)5; et l'on vérifie sans peine son identité avec le groupe excep-

tionnel signalé au n° 88.

316. La remarque de Galois s'étend sans difTiculté aux groupes linéaires

de degré p". On obtient ainsi en général un groupe de degré ^ _ ? dont

les substitutions, en nombre ^ ~^)^P ~P>- • P ~P—1, «ont linéaires
P-'

fractionnaires avec n — i indéterminées.

Si l'on opérait, non plus sur les groupes linéaires les plus généraux, mais

sur des groupes plus particuliers, on obtiendrait de nouveaux groupes par-

ticuliers, contenus dans les groupes linéaires fractionnaires généraux que

nous venons d'indiquer.

Soit, par exemple, G' le groupe formé par celles des substitutions de G
dont le déterminant est congru à i : on en déduira un groupe H' formé par

celles des substitutions de H dont le déterminant est congru à i, ou, ce

qui revient au même, à un résidu quadratique quelconque; car il est clair

qu'on ne change pas les substitutions de H en multipliant leur numérateur

et leur dénominateur par un même entier m, ce qui multiplie le détermi-

nant par m^.

317. Il existe dés groupes de substitutions de degré moindre que les

précédents, et dérivant également des groupes de substitutions linéaires.

Considérons en effet le groupe G' formé des substitutions

X, y, . . . ax \- hy -^r . . . 1 a' X -\- b'y -h . .
.
, .

.

x^, r.,.. . aP X -V- hvy ->r. . ., a'P x -^ b'Py -h. . .,.

.

où 30, y,...; iP,, y<,...;... représentent v séries conjuguées contenant

chacune m indices imaginaires. L'ordre ù de ce groupe est égal à

(Z?'"^— i) {p'"^— p^)... (p"»^— z^C"-')^) (169). Groupons maintenant dans un

même système les p^— i lettres pour lesquelles les m indices x, y,... ont

entre eux les mêmes rapports. Chaque substitution de G' remplacera les

lettres de chaque système par celles d'un même système; et les déplace-

ments des systèmes formeront un groupe H', de degré ^^_ et d'ordre

p'-i'
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Groupes de Steiner (*).

318. Considérons un système de lettres, en nombre ^„ = i^"~^ — i''~* :

et supposons-les représentées par le symbole général {œ,,y,,..., x,„y„),

où l'on assignera aux indices a?,, y,,---» ^«» Xn tous les systèmes de valeurs

(non congrus par rapport au module 2) qui satisfont à la congruence

a:,/, -+-. . . + ^„J«^\ (mod.a).

Effectuons les produits ,a à ij, de ces diverses lettres; puis formons la somme

de tous ceux de ces produits tels que

qui satisfont au système de relations exprimé par les formules

(44) x;-t-^;-h...+ ^<:^)=7;+j; +...-!-/>-=o (mod.a),

où p prendra successivement les valeurs i, 2, 3,..., n. Soit o^^ la fonction

entière de degré /x que l'on obtient ainsi. Nous allons étudier successive-

ment :

1° Le groupe G formé par les substitutions qui laissent invariables les

fonctions de degré pair ç)^, <pa,...;

2*^ Le groupe G, formé par les substitutions qui laissent invariables

toutes les fonctions ip^, quel que soit leur degré.

319. Étude du groupe G. — Soient a,, |S,,.,., a„, ]S„ des entiers en

nombre 2n et qui ne soient pas tous congrus à o (mod.2). Formons tous

les couples possibles de lettres (^,, Y]^,..., Ç„, >?„), {^^, >î'i,..., H, >}'„) tels

que l'on ait, pour toute valeur de p,

^f%^ . .. ^^
= ^^_t_a^^, y,'^=.^^4_;3^ (mod.2);

puis désignons par le symbole [a,, ]3,,..., «„, |S„] la substitution d'ordre 2

qui a pour cycles ces divers couples. Celte substitution appartiendra à G;

car elle laisse
(f^

invariable pour toute valeur paire de /x.

En effet, soit (x^, j'^, ..., ^'„, /„)... {x^^\ y^^\ . . . , x'-^\ yf) un des

(*) L'un de ces groupes a été étudié d'abord par Steiner : mais M. Clebsch en a donné le pre-

mier une définition précise et générale. {Journal de M. Borchardt, t. LXIII.)
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termes de 9^. On aura la relation

(45) x\x\-\-... + x^y„= i,

et la substitution [a,, |3,,..., a„, |3J remplacera la lettre {x\,y\f..., x'„ , y„)
par (^'j + a,, y'i -f-|3,,... , a7'„ + a„, j', +/3«), s'il existe une semblable

lettre, c'est-à-dire si l'on a la relation

{a;\ 4- a.) (/, -f- (3, ) + ..•+« + a„) (/„ + ^I) = i

,

laquelle, en tenant compte de (45), se réduit à

(46) (3, ;c', H-a,/, -{-. . . + ^nx'^-h a„Xn-hoCi^, 4- . . . + a„(3„^ o.

Si au contraire le premier membre de cette formule est congru à 1, la

lettre {x\, y\,.'.., oo'„,y„) ne sera pas déplacée par cette substitution.

La même observation s'applique à chacune des autres lettres

..., {cc^^\ y[^\..., x^^\ y^n^)' Donc le nombre m des lettres de la suite

{x\, /i,..., oc„, yj,..., {x'^^\ yt\..., oc^^\ jir^) non déplacées par la sub-

stitution [oL^, j3,,-«'» a«» jS/z] est congru à la somme

\ (3, ^, 4- a, 7, 4- . . . -f- (3„ Xn 4- acn^n 4- a, p, 4- . . . 4- a„ (3„

prise par rapport à ces diverses lettres.

Mais on a

'^%x^=^,{x\+...-hx'f^)=o, 2^cc,r,^o,

\ (a,(3, +.. .4- a„[3„) = /:x(a, [3, 4-.. .4-a„[3„)= o (,a étant pair).

Donc m est pair; et le nombre [l— m des lettres déplacées le sera égale- /f y
ment. Cela posé, désignons par (^'j, yj'^,..., S'„, y3'„), . . . les iia£i»es que -^^^t»

fa,, |S,,..., an, ^n] fait succéder à [oc^, j'i,-.., ^'„» j'«)»---- Parmi les in-

dices ^p , I" ,... il y en aura m égaux aux indices correspondants de la suite

x^ , x"^,..., et IL — m égaux aux indices correspondants augmentés de «p.

On aura donc

^; 4-...4-^i.^^
= ^; 4-...4-^W-+-(f^-m)a,= o.

De même
<-+-•• .4- •/î^'')=7; -H . . .4-r^i^^ + ((X- /n)(3,= o.
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Ces relations montrent que le produit des lettres (^j, y}\,..., ^„, vj',),...

est un terme de (p^^. Donc >i, Po-..» ««, j3„] remplace les uns parles autres

les termes de celte fonction, et n'altère pas la fonction elle-même.

En faisant varier a,, |3,,..., a„, /5„, on obtiendra 2^"—! substitutions

distinctes, qui toutes appartiennent à G. Ces substitutions jouissent de pro-

priétés intéressantes, signalées en partie par Sleiner, et que nous allons

exposer.

320. Théorème. — La substitution [a,, ]3,,..., a„, /3„^ déplace 2à{.„_f''

lettres.

En effet, le nombre des lettres déplacées est égal (319) au nombre des

solutions simultanées des deux congruences

(4?)
2jr^--^-~^' 2^,^''^^'^°^'<^'f~^^*^'^—^'

Or l'une au moins des quantités a,, /3,,..., a„, jS„ est ^o(mod. 2), par

hypothèse; soit, par exemple, a,^i. La seconde des congruences (47)
déterminera 7, en fonction des autres indices, lesquels satisferont à la

relation

a:, (— p, — . . . — a, (3, — 3, ar, — . . . — ^,ar, — 3t,/„) -h x, n + . . . + :r„r„^ i

,

laquelle, en remarquant que aj^^a;,, peut être mise sous la forme

(^, — a,^,)(j,— p,x,) -+-... -f-(a:„ — a, j:,)(r« — l3.^i)=«

et comporte 2^^, systèmes de solutions; car on peut prendre 07, arbitrai-

rement, puis déterminer de .^„_, manières œ^ — v.^Xy^ y^ — jSaar,,..., et par

suite a?,, j2»---«

321 . Problème. — Trouver le nombre des lettres déplacées à la foispar les

dewK substitutions [a,, p,,..., a^,, /3«] et [«'j, p',,..., a'„, /5'„].

Ce nombre est évidemment celui des solutions communes aux con-

gruences

(48) ^x,r,= ^, 2]_l3p^e+aprp4-3ejî3f=o, ^"^;.r, + a;re + a; ;3; =0.

Soit pour fixer les idées a, ^i. Tirons la valeur de j^, de la seconde
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congruence, et substituons-la dans les deux autres. Posons en outre

Ces congruences deviendront

J* *^ Ici deux cas seront à distinguer.

322. i°Si K^i,la première relation donnera pour a7'2,y2,..., cc^ ,y„ ^„_,

systèmes de solutions, pour chacun desquels la seconde relation détermi-

nera ensuite a^, . Les deux substitutions auront donc ^n-t lettres communes

parmi celles qu elles déplacent.

Ces lettres appartiendront toutes à des cycles différents dans chacune des

deux substitutions considérées. Car soit {x^^y^,...) une lettre commune aux

deux substitutions. Pour que la lettre (a:, + a,, j< 4- jS, ,...), qui fait partie

du même cycle dans la première substitution, fût déplacée aussi par la

seconde substitution, il faudrait qu'on eût

^" (^, + «j + «; ) (j^ 4- [3, H- [3; )= I
,

ou, en tenant compte des relations (48),

o ^^" («; + a,) {(3; + 13,)
- «, [3,

- «; (s; ^ K.

On remarquera enfin que les deux lettres (a?, -h a, , Ji + jSi , . . • ) et

(a?, H-a'j, /, + |3'^,...) respectivement associées à (ic,, /<,•••) dans les cycles

de [a,, |S,,...] et de [a'j, jS'j,...] sont associées ensemble dans un cycle de la

substitution [ a, + a'^ , |3 , H- jS'j , . .
.]

quiformera ainsi avec les deux précédentes

un trio de substitutions ayant deux à deux S^^^-i lettres communes.

Le nombre des trios différents est égal à ^ ^2« * car le nombre des solu-

tions de la congruence K^i, où les a, |3, a', ^', sont considérés comme
variables, est<3l2„; et l'on a évidemment six solutions différentes fournissant

le même trio.

323. 2" Soit K^^o. Les quantités ^\ -t- a^ /3p, «^ h- a'^ a^ ne peuvent être < tV

toutes à la fois congrues à zéro. Car si cela était, K se réduirait à ses deux
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premiers termes fi>\ -h a, (3, : a'j, j3',,..., a'„, ^), seraient donc congrus res-

pectivement aux produits de a,, /5,,..., a„, p„ par un même entier con-

stant a',. Si cet entier était congru à zéro, a, , |3', ,..., a„, |3'„ seraient tous

congrus à zéro; s'il était congru à i, ils seraient congrus à a,, |3,,..., a„, |3„.

L'une et l'autre hypothèse sont inadmissibles.

On a d'ailleurs

^" «; p; + a. a, (3, =^" {i3; + «'. P,) («; + «. a,)

;

car, en remarquant que cc\^^^oc\j cette relation se réduit à la suivante

a, p\ H- a>,[3. =^',^"«5^; H- «; (3j= a'. (K-a,p'. - a'.(3.),

qui devient identique en remarquant qu'on a par hypothèse K^o, a,^i,

avec a'j-^a'j.

Le système des deux relations (49) est donc entièrement analogue à celui

des relations (47) (sauf le changement de n en /i — i), et aura 2^„_2 solu-

tions : ûc, étant d'ailleurs arbitraire, le nombre des lettres communes aux

deux substitutions sera 4^/j-2-

On peut les grouper [\ par [\. En effet, soit {x^^y^^...) l'une d'elles: K étant

congru à zéro, la lettre (ic, + a,, 7, H- ]S,,...) qui lui est associée dans la

première substitution sera également commune aux deux substitutions (322)

.

Les deux lettres (a?, +a'j, j, -+- jS'j,...) et (a?, -ha,H-a'i, j, -f-/3< + /5',,...)

qui leur sont respectivement associées dans la seconde substitution forment

évidemment ensemble un nouveau cycle de la première.

Ces quatre lettres sont encore déplacées par la substitution

[a^-^OL^, |3, H- l?, ,...], et forment deux de ses cycles. On a donc ici une

autre espèce de trios, dont les trois substitutions ont en commun ^,t_o

quaternes de lettres, les autres lettres qu'elles déplacent, en nombre

2<iR„_, — 4-^/1-2 = 2""', étant différentes. Le nombre des lettres déplacées

par quelqu'une de ces trois substitutions sera 4'^/i-2+ 3.2"~'= Jl„, nombre

total des lettres.

Le nombre des trios de cette espèce est ^ [(2^" — 1) (2-" — 2) — -^2«j.

Car les deux substitutions [a, |3,...], [a', P', ...] peuvent être choisies de

(2-"— i) (2^" — 2) manières. 11 faut rejeter les ^2» combinaisons pour les-

quelles on a K^i; et chaque trio correspond à six des combinaisons res-

tantes.

3o



23i LIVRE DEUXIEME.

324. Soit toujours Ke=o, et supposons /i>3. Les deux substitutions

fa,, ]S,,...J, [a, , jS'i,...] ont en commun ^„_.2 quaternes. Soient (^c,
, j, ,...),

(a;, 4- a*
, j, -H jS", . . .) deux lettres quelconques prises dans deux qua-

ternes différents. Elles forment ensemble un cycle d'une nouvelle substitu-

tion [a", /S", ,...]. Cherchons combien de lettres seront communes à la fois

à cette substitution et aux deux précédentes.

Chacune des deux substitutions [a,, j3,,...j, [oL^, j3'j,...] contenant à la

fois les deux lettres d'un même cycle de [«% jS",...], on aura

Supposons toujours, pour fixer les idées, qu'on ait ûc^^^i: on aura à

satisfaire simultanément aux quatre relations

2^_
ap jp -h

[3p
x^
=2ut "'^ ^^' 2j7 "^'f -^'e

— ' '

X { p;+ *'.
(3e) ^; + ( «; + a, a,) r;^^V; + «',

(3,) ( a; + «>,)

,

Y^ {[3;
+- a'; (3,) x\ + « + «'; «,) j; ^^] (^j + «".

(3,)
(«';-4- a'; «,) !

dont la première détermine y, en laissant ;r, indéterminé. Les trois autres

déterminent les quantités x'^ , y'^ de 4"^«-3 manières différentes : car ces

relations sont entièrement analogues à celles du problème précédent, le

nombre des inconnues étant diminué de deux. En effet : i" on ne peut

avoir à la fois pour toutes les valeurs 2,..., n de l'entier p

(3'p+ a', (3p
=

[3J
4- a", (3^, a'^ H- a, «^= a'^ + a\ ac^.

Car ces relations, jointes aux suivantes : K^M^o, donneraient, dans le

cas où a^'^d^^, «"^a'p, /3p^|3p, et enfin /5"^s/3'j; et dans le cas où

a" ^ a'i -h I ^ a'i + a, , a'^ ^ a'^ + «p , ^^ ^ /S'^ + /3p ,
/5" -= ^\ -h |3, . La

racine (a?, H-a"j, /iH-P"»--.) appartiendrait donc, contre l'hypothèse, au

même quaterne que (a;<, j,,...); 2*^ on a la relation

^"
((3; + a'. (3,) (a; -h a': a,) 4- ((3'; + a", (3,) («; + a'. «,) ^ o.

Car cette relation, développée, donne la suivante
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que les relations L = M^ïK^o, jointes à l'hypothèse a,^i, réduisent à

l'identité

a, ( a', p': -^ a\ (3', ) -h a, '
a". %^ oi,'^\) ^ cc\{ a, ^', + ft

, ^. )= o.

Donc le nombre des lettres communes aux trois substitutions sera 8<ft„_3.

On peut les grouper en octaves. Car soit (a?,, y^,^") l'une d'elles ; il existera

une autre lettre dont les indices sont respectivement a:,+ >a,H~X'a', -f-X"a"j»

j, H-XjS, -i-X'/3'j-i->."/3',..., quels que soient les entiers X, X', X". En effet,

cela suppose seulement la relation

^"(^,^ + Xa,+>/a; + x''a;)(j,+xp,H-x'^;H-/"^;)^i,

laquelle devient identique, en tenant compte des suivantes :

X'= ?., X"= X', X"»= X",

^ri» ^ri» ^^n ^ri"

Or il est clair que les 8 lettres obtenues par la variation de X, X', X" sont

communes, non-seulement aux trois substitutions considérées, mais plus géné-

ralement aux sept qui sont contenues dans laformule

OÙ [L, /a', /jl" sont des entiers quelconques qui ne soient pas simultanément

congrus à zéro. Elles formeront quatre cycles dans chacune de ces substitu-

tions, la lettre (a?, -i-X,a, -f-X'a', + X''a''j,...) par exemple, ayant pour asso-

ciée (ic.H- [X-h^.]a,-+- [X'H-/x']a'^H- [X"-i-|x"] a' ,...)• H est clair d'ailleurs

qu'en choisissant convenablement fx, fx', /x" on peut donner pour associée à

la lettre donnée une quelconque des autres lettres du même octave.

325. Si n > 4» on aura plusieurs octaves. Soient (a:,, ri.---) et

{x^-\-a\, J. -f-/5'^,-..) deux lettres quelconques, prises dans des octaves

différents. On démontrera comme précédemment que les quatre substitutions

[«i, jS j, Ta'j, |S',,...], [a^, |5",...j, [a", /s",...] ont \Ç)S>.„_^ lettres com-

munes, lesquelles seront également communes aux i5 substitutions données

par la formule

3o.
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et pourront être groupées en faisceaux de i6, en réunissant ensemble celles

que donne la formule

Les lettres d'un même faisceau seront exclusivement associées entre elles

dans les cycles des i5 substitutions ci-dessus, et chacune d'elles le sera à

toutes les autres.

Si /i > 5, on continuera de même.

326. Nous allons maintenant prouver que G dérive des seules substitu-

tions [a,, |S, ,...], et déterminer son ordre.

Lemme. — Le groupe G est au moins deux fois transitif.

Et d'abord, il est transitif. Car soient (a?,, j,,...), (a?',, j',,...) deux

lettres quelconques; G contient la substitution [Xf-^ x\, yt+y\,...\, qui

les remplace l'une par l'autre.

Cela posé, si G n'était qu'une fois transitif, considérons celles de ses sub-

stitutions qui laissent immobile une lettre donnée (^,, j,,...). Les ^n— i

autres lettres pourraient être réparties en classes, en réunissant ensemble

celles que ces substitutions permutent entre elles; et l'une au moins de

ces classes contiendrait au plus - (^„— i) lettres. Mais soit (^'j, Ji»---)

une lettre appartenant à cette classe : la substitution [xt-+-x\, jj-+-j'i»---J

déplace 2^„_, lettres. Soit {x'\, j"i,...) une quelconque des <sR„— 2.iJi„_,

lettres restantes : la substitution [x\+x\, yi+j'i»--] fait succéder

{x\^y\,...) à (a;'i, y, ,...) sans déplacer (a?,, r,,...); car si elle déplaçait

cette lettre, on aurait

K ^^" (^e+ ^;) (r; -+-/;) + (^; + ^i) (n +r;) =»»

et [xt-hx\, yt-hy\,...] déplacerait {x'\,y\,...) (323), contre l'hypothèse.

Donc la classe à laquelle appartient {x\^ y'i*"-) contient au moins les

^n— 2.a„_, lettres telles que {x\, j" ,...). Mais ^„ — 23i„_, > ^ (^„— i).

On arrive donc à une contradiction.

327. Théorème. — Le groupe G est dérivé des seules substitutions

[a,, /3,,...] ; et son ordre Q„ est égal à

^n\{^n~ \)2'"--'(An-i~ l)2^"-*. . . (,«.3— I )
2*

j
I . 2 . 3 . 4 . 5, SÎ « > 2,
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à
1.2.3.4-5.6, si n = 2.

Ce théorème est évident si /? = 2, d'où .^„ = 6, ^„_, = i . Car les sub-

stitutions [a,, jS,,..-] ne contenant chacune qu'un cycle, ne sont autres que

les diverses transpositions que l'on peut effectuer entre les six lettres

(iT,, /,,...). En les combinant ensemble, on obtiendra toutes les substitu-

tions possibles, en nombre I.2.3.4-5-6.

328. Nous allons maintenant prouver que le théorème est vrai pour «

s'il l'est pour n — \.

Nous avons vu ^326) que les substitutions dérivées de celles de la forme

[a,, /3,,...] permettent d'amener deux lettres données, (o, 0,1, i, o, o,...j

et (i, o, 1, I, o, o,...) par exemple, à la place de deux lettres quel-

conques. Soient donc L une substitution quelconque de G; L' la substitu-

tion dérivée des substitutions 'a, /3,...] qui amène (o, o, i, i, o, o,.,.j et

(1, o, I, 1, o, o,...) aux mêmes places. On aura L = L'M, M étant une sub-

stitution de G, qui laisse ces deux lettres immobiles. Le nombre des sys-

tèmes de places distinctes que l'on peut assigner à ces deux lettres étant

d'ailleurs égal à ^„{Jl„— i), l'ordre de G sera A„{Si„— i)0, étant l'ordre

du groupe partiel H formé par les substitutions M (44).

Or ces substitutions, ne déplaçant pas (o, o, i, i, o, o,...),

(i, o, I, I, o, o,...) et n'altérant pas o^, laisseront évidemment invariable

la fonction partielle ^ formée par ceux des termes de 9* qui contiennent en

facteur le produit de ces deux lettres. Mais soit

[o,o,i,\,o,o,...)[\,o,i,uo,o,...){x\yr\,x\,y\,x\,x\y...){3i^,,y\yx\,y\,x\,r\,...)

l'un de ces termes. Les relations (44) donneront

x\ + x\ = i, y, + y',= x\ -h x\ ^y\^ y\= x^ H- x\ = y\ -hy',= ...= o.

Donc les deux lettres (a;;, y,, a?;., 72, a?;, 73,...), {x\,y,,x\,y\yx\,y\,..:)

forment un cycle de la substitution ^i, o, o, o, o, o,...j. Donc les lettres qui

figurent dans cette substitution seront précisément les mêmes que celles qui

figurent dans (];. Les substitutions de H, n'altérant pas cette fonction, per-

muteront exclusivement entre elles les <^„— 2<A„_, = 2^""- lettres restantes,

qui n'y figurent pas.

329. Celles des substitutions [a, p,...] qui appartiennent à H permutent
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transitivement les 2^"-^ lettres ci-dessus. Supposons en effet qu'il en soit

autrement, et groupons ces lettres en classes, en réunissant ensemble celles

que ces substitutions permutent entre elles. L'une au moins de ces classes

contiendra tout au plus 2^"~' lettres. Mais soit (^,,j,, i»?2. J2» ^3. Js..--)

une lettre de cette classe; ses indices satisfont aux deux relations suivantes :

JT, j, -I- ^, jj H-i:3 j3 + ...^ I, (^, + i) j, H- ^5/j-f-^3 j3 + ...^0, d'où J,^i.

D'ailleurs, pour qu'une substitution [a,, /3,, «2, ^2* «3. jSs,-..] ne déplace

ni (o, o, I, I, o, o,...) ni (i, o, i, i, o, o,...), mais déplace

(a?,, j,, a?,,, 72» ^a.Js..--)' il faudra qu'on ait

(5o) a, (3, + (a2-f- i)(j3jH- i) 4- «3(33+.. . . =
(5i,) (a,-4-i) (3, H-(ajH-i)(^2+ i) + aj(33+ . .. =0, d'où (3,= o,

(52) (^, -Ha.)(j, + p,)_l-(ar,H-a,)(j,+ (3,) + (^3+a3)(r3H-P3) + ---=\ I

Autant donc ce système de relations aura de solutions, autant on aura de

lettres (a7,H-a<, j, + /3,,...) différentes de {x^, y^,...) et appartenant à la

même classe.

Or il existe (259) 2^""^+ 2"~^ manières de déterminer «a-f-i, ^2-+- i.

«3. /^s,... pour satisfaire à la relation

(aj-i-i) ((3, -h i) H- a3Î33+ . . . = 0.

Posant en outre /3,^o, les relations (5o) et (5i) seront satisfaites : et l'on

pourra déterminer a, par la relation (52), ce qui n'offre aucune difticulté,

le coefficient y, + |3,, qui le multiplie, étant congru à i

.

Donc la classe considérée contient au moins 2^"~^ 4- 2""^ + i racines,

nombre supérieur à 2^""^. Nous arrivons donc à une contradiction.

Donc les substitutions de H permutent transitivement les 2^"~^ lettres

considérées; et son ordre est égal à 2^"~'^0,, 0, étant l'ordre du groupe H,

formé par celles de ses substitutions qui laissent immobiles une de ces

lettres, choisie à volonté, par exemple (o, 1, 1, 1,0, o,...). En outre, toute

substitution M prise dans H pourra évidemment se mettre sous la 'forme

M'M,, M' étant la substitution dérivée de celles de la forme [a,, jS,,...] qui

amène (o, i, 1, 1,0, o,...) à la même place que M, et M< une substitution

de H,.

330. Les substitutions de H,, laissant immobiles les trois lettres

(o, o, I, I, o, o,...), (i, o, I, I, o, o,...), (o, I, I, I, o, o,...), et n'alté-
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raot pas o^, n'altéreront pas les fonctions }, ^,, ^2, respectivement for-

mées par ceux des termes de (p^ qui contiennent en facteur les produits

(0,0, I, 1,0, o,...)(i,o, 1,1,0,0,...), (0,0, 1, 1,0,0, ...)(o, 1,1,1,0, G,... j,

(1,0, 1, 1,0,0, ...)(o, 1, 1, 1, o, o,...). Elles remplacent donc les unes par

les autres les lettres de la forme (o, o, a^a. Va, a-,, Vj,...), qui seules

jouissent de la propriété d'être déplacées par «i» et par i};,, sans l'être par ^b^-

Soit donc f\ la fonction partielle formée par ceux des termes de 9^ qui

sont exclusivement composés avec les ^„_, lettres (o, o, ar,, ^j, a?,, j,,...).

Toutes les substitutions de H, laisseront o\ invariable. Considérons d'autre

part les substitutions [o, o, «3» ^2* ^s^ p3»---j» ^^ désignons par

[o, o, aj, P2. «3» jSs »•••]' les substitutions partielles obtenues en ne

conservant que ceux de leurs cycles qui sont formés par les racines

(o, o, iCa, j'a» ^3» y3*"')' Le théorème étant supposé vrai pour 2{n — i) in-

dices, le groupe de la fonction o\ sera évidemment dérivé des substitu-

tions [o, o, a,» p2> «3. ^3..-.]'. et son ordre sera égal à fl„_,. L'ordre du

groupe partiel formé par celles de ses substitutions qui laissent immobile la

lettre (o, o, 1, i, o, o,...) sera -~^- Soient maintenant A' une substitution

de ce groupe partiel; A la substitution formée avec les [0,0, a2»|32,a3, jS,,...
(

de la même manière que A' l'est avec les [o, o, «2, /Sa, a,, jS,, ...]'. Jl est

clair que A permute les lettres (o, o, o;,, y^t a?,, /s,...) de la même manière

que A'; donc elle laisse immobile la lettre (0,0, 1,1, o, o,...). D'ailleurs

les substitutions [o, o, a^, ^2» «3» jSs,-.-]» dont elle dérive, ne déplacent

ni (1,0, I , I , o, o, . . .) ni (o, i , 1 , 1,0,0,.,.); donc A ne les déplacera pas

non plus, et appartiendra à H,.

331 . Les -—' substitutions A seront les seules que contienne H,. Soient en

effet B une substitution de H,; B' la substitution obtenue en ne conser-

vant que .ceux des cycles de B qui sont formés par les racines

(o, o, 372,^2, ar,, j,,...) : f^\ sera invariable par B, ou, ce qui revient au

même, par B'. Donc B' se confond avec l'une des substitutions A'. La sub-

stitution A, formée comme tout à l'heure, permutera évidemment les lettres

(o, o. Xi, Vo, x^, Va»---) de la même manière que B. On aura donc B = AC,

C étant une nouvelle substitution qui laisse immobiles toutes les lettres

(o, o, 0:2,72. ^»» 73.-- •) ainsi que (i, o, i, i, o, o,...) et (o, i, i, 1, o, o,...,.

Or il est aisé de voir que C se réduit à l'unité. Car cette substitution,

laissant immobiles les trois lettres (0,0,1,1, o, o,...), (1,0, 1, i, o, o,...},

fo, o, ajo. Va, x^, y^,...), laissera invariable le terme de o^ qui seul est divi-
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sible par leur produit. Donc elle laisse immobile la quatrième lettre qui

figuré dans ce terme, laquelle est (i, o, ^Co» J2> ^3» Ja»"-)- ^" voit de même
que C, laissant immobiles (o, o, i, i, o, o,...), (o, i, i,i, o, o,...),

(o, o, ^2» 72» ^3» Ja»---)» laissera immobile (o, i, x^, y^, x^, y^,...). Consi-

dérons enfin une lettre de la forme (i, i, cc^, y^, X3,ys,...) : cette lettre,

multipliée par le produit

\i, o, I +^,H- A'3 j3, O, I, I,...) (o, I, O, j,-|- I, I, I,...) (o, o, I -»- x^y,, i,X3,yi,.:.)

forme un terme de 9^. La substitution C, laissant immobiles ces trois der-

niers facteurs, laissera le quatrième immobile. Donc C, laissant immobile

une lettre quelconque, se réduit à l'unité.

Donc les substitutions de H,, et par suite celles de G, dérivent toutes de

la combinaison des substitutions [a<, S,,...]. En outre, on a 0, = ^^'>

et l'ordre de G sera égal à ^;j(.R«— i)
2^"~^ -^- Remplaçant û„_, par sa

valeur déduite du théorème, que l'on suppose vrai pour n — i, le théorème

se trouve démontré pour n.

332. Théorème. — Le groupe G est isomorphe sans mériédrie au groupe

abélien.

Considérons en effet les deux substitutions

S=[^,, j„. . .], T = [a,, [3,,...],

et cherchons la transformée de la première par la seconde.

Si la quantité

--1.

est congrue à i, chacun des cycles de S aura une de ses lettres, et une

seule, déplacée par T (322). Lorsqu'on effectuera la transformation de S

par T, cette lettre sera remplacée par celle qui lui est associée dans T, et

dont les indices surpassent les siens respectivement de a^, |3,, Donc les

sommes d'indices, qui étaient respectivement congrues à a?,, jo--- dans

chacun des cycles de S, seront congrues à a;^ -h a,, ji -h /S,,... dans chacun

des cycles de la transformée. Cette transformée sera donc

[x, -f-a„ j. 4- (3,,...].
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Soit au contraire K^o. Si quelqu'un des cycles de S a l'une de ses

lettres déplacée parT, l'autre le sera aussi; et les indices de ces deux lettres

seront accrus de la même quantité par la transformation. Les sommes d'in-

dices dans les cycles de la transformée seront donc encore congrues à a;,,

j,,... (mod. 2), et la transformée sera égale à S.

On aura donc généralement

[a„ (3„ ...]-' [.r., j., . .
.] [a„ [3„ . . .] = [^. + a. K, j, -I- (5. K, . . .].

333. Toute substitution de G transforme la substitution [^, ,y,,...] en une

substitution [^,, vj, ,...], |,, yji,--- étant des fonctions linéaires de ^r,, .y, ,..•

dont les coefficients satisfont aux relations qui caractérisent le groupe abélien.

En effet, K étant une fonction linéaire de a?,, y,,... il en est de même de

iT, H- a, K, j< + /3,K,.... On vérifie d'ailleurs aisément que ces dernières

fonctions satisfont aux relations du groupe abélien. Donc notre assertion

est vraie, si la transformante est une des substitutions [a,, |3, ,...]. Mais.

G

é^ant dérivé de substitutions de cette forme, on obtiendra la transformée

de [x^, V,,...] par une substitution quelconque de G en opérant une suite

de transformations par des substitutions de cette forme; et le type à la fois

linéaire et abélien des fonctions 1,, yj,,-" S6 conservera à chaque transfor-

mation.

334. Faisons maintenant correspondre à chaque substitution T du

groupe G, qui transforme [ic,, y,,. ..] en [2<, yj,,. ..], une substitution li-

néaire

0=
1 ^„ j,,.. . ?„ y?,,... ].

Il est évident qu'au produit de deux substitutions de G correspond le pro-

duit de leurs correspondantes : donc les substitutions Qforment un groupe F,

isomorphe à G.

Cet isomorphisme n est pas mériédrique. Cherchons en effet quelles sont

les substitutions de G qui ont pour correspondante l'unité. Soit S l'une

d'elles. Elle est échangeable à chacune des substitutions [a,, jS^,...]. Donc
elle permute exclusivement entre elles, d'une part les lettres que [a,, |S,,...]

déplace, d'autre part celles qu'elle ne déplace pas.

Soient donc (a?,, j,,...) une lettre quelconque; [x^, y\,...) celle que S

lui fait succéder. Ces deux lettres devront être à la fois déplacées ou non

déplacées par chacune des substitutions [a,, |3,,...]. On aura donc (319),

3i
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(|uels que soient a,, |3,,..., la relation

«1 Xx + (3, ^, + . . . = a, /', -h ^iX\ -{- . . .,

d'où

^.= <> ri=r',.

—

Donc S remplace (a;,, r,,...) par elle-même. Donc elle se réduit à l'unité.

Donc la substitution i de F correspond à une seule substitution de G; donc

il n'y a pas de mériédrie.

L'ordre de Y est donc égal à

nombre égal à l'ordre du groupe abélien. Mais d'autre part ses substitutions

sont toutes abéliennes. Donc Y se confond avec le groupe ahélien.

335. Corollaire.— Le groupe G est simple, si n^ 2. Car il est isomorphe

au groupe abélien, qui est simple (227).

Si 71 = 2, le groupe G est formé de toutes les substitutions possibles enfre

I !2 3 A nÏ O
six lettres. Il a donc pour facteurs de composition 2 et ' '

(85). Il

en sera de même du groupe abélien.

336. Étude du groupe G,. — Considérons maintenant le groupe G,,

dont les substitutions n'altèrent pas la fonction ^j^, quel que soit l'entier /x.

Soit t = {x\, /i,..., oc^,y'^)...[xf\ y^^\..., 3c'^\ y^^^) l'un quelconque

des termes de «p^x., [j. étant supposé impair. On voit comme au n*' 319 que

le nombre m des facteurs de t inaltérés par la substitution [a,, |3<,..., «,,, |3„J

est congru à p.(a, p, + . .. -f- a„|3„). Donc, si a, /B4 + . . . h- a„/3„sEE i, le

nombre [l — m des facteurs altérés sera pair. Soit alors

T = (X;, y; , . .
.

, X;, Y'„) . . . (XW, Y(^), . . . , X(^), Yir^)

ce que devient t par la substitution [a^, |3<,..., a„, |3„] : on aura

x; + x; + . . . ^;c; + ^; + . . .
-+-

[ij.
- m) a,=o,

y; + y; + . . .^r; +/; + ... + {^. ^ m) %^o.

Donc ï sera un terme de (^^ : et cette fonction n'est pas altérée par la

substitution Ta,, |3,,..., «„, ^n\ sous la condition ci-dessus :

a, (3, 4- . • . + a„ p„^ I .
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Nous appellerons, pour abréger, substitutions 2 celles de la forme

[«,, /3,,..., a„,
lî„]

qui satisfont à cette condition.

337. De même ç^ n'est pas altérée par la substitution

A=3[o, O,. .., I, I, I, i] [o, O,..., I, o, o, i] [o, O,.. ., O, I. I, o],

et plus généralement par celles de la forme

[«„ (3,, . .
.

, a„ p,] [«', , (3', , . . . , a'„
, ;3'„] [a', ,

^" , . .
. , <, [3;],

lorsque l'on a

«, [3. -f-. . .+ a„(3,= a', ;3', +. . .-+- a'„;3'„= a", (3", -t-. . .H- <;3;= o,

^a",
i3.

-f- a, (3", +. . .+ a;(3„-i- a«[3'„= o,

Opérons en effet sur t la substitution [a,, p,,..., a„, |5J et soit

T = (X'„ r. , . . . , X'„, Y'„) . . . (XW, ¥('*), . .
.
, XW, Yi''))

le terme résultant : on aura

X^ -F XJ H- . . . =x; -h a:* -f- . . .+ (/x — m) af= fiaf,

Y;+Y; + ...^j;+j;+...-^-(^-m)[3,^^(3,.

Opérons maintenant sur T la substitution [a,, p',,..., a'„, |5'„]; soit m' le

nombre des facteurs de T inaltérés par cette substitution : on aura (319)

m'=V (3', X, +- a\ Y, -f-...+ ^'„ \n -+- «'„ Y,+ «', (3', -i- . . . -f-a„ ^'„

= ^(a. (3'.+ a. (3.+...+ a„^> a'„|3„) ^o,

et si = (?,. yj'i,..., C >3'„)... (Ii"\ >îl^..., IL^ vîi"^) est ce que devient T

par cette opération, on aura

H;H-^; + ...H=x; + x:H-...H-(a-m')a;=u(a,-t-a;),

-,;-+-,;+. ..=y; + y; + ... + (a- m' ^;^^^.(P, + p;).

Opérons de même sur la substitution [a', |5',..., a' , p']. Soit m" le

3i.
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nombre des facteurs de inaltérés par cette substitution : on aura

m

et si 0= (S;, H'i,..., h:. H'J... (Si^\ H^''^..., Si''\ H^) est ce que devient ô

par cette opération, on aura

e; + EjH-. .

.

=h; + ç + . . . -f- (a - m")oi^=iJ. (a^ + «; + «;) =o,

Donc 6 est un terme de (^^ : donc la substitution

[a„ (3„. . ., a„, P„] [«',, (3',,. . ., a'„, (3'„] [a", [3",,. . ., a'^, ^\'\

n'altère pas ^j^, mais transforme ses termes les uns dans les autres.

338. Théorème. — Le groupe G, est dérivé des seules substitutions 2 et A,

et son ordre a)„ est égal à

Si„\ (2"»-'— 1)2"»-^.. (2*_i)2'jilli^JLil!, «n>2,

à

2.(i .2.3)^, si n = 2.

Soit d'abord /i = 2. On aura

93 = (o, o, I, i) (i, 1,0, i) (i, I, 1,0) H-(i, 1,0, o) (1,0, I, ij (o, I, i, i),

et les substitutions qui laissent cette fonction invariable dérivent évidem-

ment de la substitution A, qui permute entre eux ses deux termes, jointe

aux substitutions 2, qui permutent deux à deux les facteurs de chacun de

ces termes. Il est clair en outre que Gi a pour ordre 2.(1.2.3)^.

Nous allons maintenant prouver que le théorème est vrai pour n, s'il l'est

pour n— i.

339. Le groupe I dérivé des substitutions 1 est contenu dans G, (336) :

il est d'ailleurs transitif. En effet, supposons qu'il en soit autrement; on

pourrait partager les ^„ lettres en classes, en réunissant celles que les sub-

stitutions de I permutent ensemble. Soient G la classe la moins nombreuse,

(07,, r,,...) une de ses lettres : la substitution [a,, Pi,...] la remplace par
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une autre lettre Ix, + a,, y, -h /S,,...] si l'on a, outre les conditions

(53) a.p, -4-...-Ha,;3,= î,

(54) a:,j,-|-...-f-ar,j.= i,

la suivante

(55) (j:,-ha,)(7-,-i-p,)-4-...= i, ou
J3,

jt.-I- a,7*,4-...4- ;3„jr„H- a, v„= i.

On aura donc au moins autant de lettres différentes de la proposée et ap-

partenant à la même classe, que les relations (53j et (55) donnent de solu-

tions pour a,, /3,,..., a„, /5„. Or l'une au moins des quantités a?,, j,,...

diffère de o (mod. 2) en vertu de la relation (54). Soit, pour fixer les idées,

Xf^i. La relation (55) déterminera p, en fonction des autres coefficients,

qui satisferont à la congruence

i= a, (1 — a,j. — (3,x,— ai/,— .. .— ^.ar, — a„j.) -t- a,^,-+- . . .-ha«j3,

^{a,— <XtX,)(^2— ocy'i) -i-...-4-(a,— a,a:,)(;3„— a,j«).

Cette congruence a 2^„_, solutions : car a, peut être choisi arbitraire-

ment, et l'on aura ensuite .^„_, manières distinctes de déterminer «,— «1^2.

^2 — «1 j2.---> et par suite, aa, ^2»

Donc la classe C contient au moins 23.„_,-\-i lettres; donc la classe la

plus nombreuse en contiendra au plus S{.„— 25i„_, — i.

340. Ce résultat est inadmissible : car il est aisé de prouver que la classe

qui contient la lettre (i, i, o, o,..., o, o) contient plus de Si„— 2^„_, — i

lettres. En effet, cette lettre est déplacée par celles des substitutions 2, en

nombre 2a„_,, qui sont de la forme [a,, a,H-i, «o» ^2f-y ««» ^„], lesquelles

la permutent avec les 2Jl„_, lettres de la forme (a,-hi,a,, «o, jSa,..., a^,, j5„;,

et en particulier avec la lettre (i, o, i, i,..., o, o). Or, soient aa, jSj,..., «„,

p„ des entiers quelconques, satisfaisant à la condition a2p2+..-i-a«i'5/j^ i;

la substitution [«2 H- /Sa, a^-h^^-^i» «2. p2.-..» «/i» ^n]* laquelle est l'une

des substitutions 2, remplace (i, o, i, i,..., o, o) par

{(Xi-h^i-hi, a2-l-(3,+ i, X2-hJ, (32 -h I,..., a„ ^).

En faisant varier «2, ^2f * ««» pn* on obtiendra Ji„_, nouvelles lettres ap-

partenant à la même classe que les 2.^„_, précédentes, dont elles différe-

roiU d'ailleurs essentiellement par cette circonstance que leurs deux pre-

miers indices sont égaux.
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La classe considérée contient donc au moins 3ia„_, lettres, nombre supé-

rieur à 3{„— 2^„._, — i, n étant supposé > 2.

341. Cela posé, soient L une substitution quelconque de G,, qui fasse

succéder (o, o, i, i,..., o, o) à une autre lettre quelconque; L' la substi-

tution de 1 qui produit ce même résultat : on aura L = L'M; M étant une

substitution de G,, qui laisse (o, o, i, r,..., o, o) immobile. Et l'ordre

de G, sera 31,^0, étant l'ordre du sjroupe partiel H formé par celles de ses

substitutions qui sont de la forme M.

342. La substitution M, n'altérant pas la fonction 93, n'altérera pas

la fonction partielle ^ formée par ceux de ses termes qui contiennent

(o, o, I , I , . . .
, o, o) en facteur. Mais le facteur qui multiplie (o, o, 1 , i , . . . , o, o)

dans i]) est évidemment égal ii\(xt, y^,..., œ„, y„) (œ\,y\,..., iv'„,'y„), la

sommation s'étendant à tous les couples de lettres qui forment les cycles

de la substitution [o, o, i, i,. . ., o, oj. Ces couples sont au nombre de

S{„_f (320); et M, laissant '\i invariable, permutera exclusivement entre elles

les ^n— 2<>R„_,— I = 2-""^—
I lettres que cette fonction ne contient pas.

Réciproquement, celles des substitutions de I qui laissent (0,0, 1,1,..., 0,0)

immobile permutent transitivement ces 2^"""-— 1 lettres. Car s'il en était au-

trement, on pourrait répartir ces lettres en classes, en réunissant ensemble

celles qui sont permutées ensemble par ces substitutions; et l'une au moins

de ces classes contiendrait au plus 2^"~^—
i lettres. C'est impossible; car,

soit [oct, y,, Xo, j2»---> ^«' fn) u"G lettre de cette classe, on aura

X, j, + ^sj^-j + . . . -t- .r„ j„^ I
,

X, j, + (^2+ Oljî + O +• • •+ "^«Jn^o» d'où a^jH-Jî^o.

La substitution [a,, /3,, «a. /^o»---» a„, /3„] sera de la forme 2, ne dépla-

cera pas (o, o, I, I,..., o, o) et déplacera (a7<, j,, x^, y2,'", ^n, v«). s»

l'on a

a, (3, + aj[3j +. . .H- a„[3„^ I, Xi-h ^t^o,

[3, X, -+- a, j, + (3i x-2 -h a-,y-i + . . . + (3„ x„ + a„ j'„^ i

,

d'où

(56)
( «j^ (3^^ I — a, (3, — «3 1^3 — . • • — «n (3«,

! [3, ,r, + a, y, + (Ss A'3 + «3 j3 4- . . . H- p„ x„ -t- a„ j-„^ i

.

Mais (a,, j, , a^a, ja» • • • . ^«» /«) diffère de (0,0, i, i, . . ., o, o); donc
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^i./i» ^3» J3»---» ^«» yn ne peuvent être à la fois coDgrus à zéro ; les rela-

tions (56) déterminent donc o.^_, /B, et l'une des quantités a,, |3,, «3, jSa,...,

a,„ |3„, les autres restant arbitraires; ce qui donne 2-""' systèmes de valeurs

pour ces quantités. Donc la classe qui contient (x,, j,, x,, Jî,..., a?,,, v„)

contiendra au moins 2^""' lettres différentes de celles-là; elle en contient

donc plus de 2-"~' — i

.

Cela posé, on aura évidemment M=M'M,; M' étant une des substitu-

tions de 1, et M, une substitution de G,, qui laisse immobile, outre

(o, o, I, I,..., o, o), l'une des 2'""-—
i lettres considérées, par exemple

(li o, I, I,..., o, o); et sera égal à (2-""-— i)0,, 0, étant l'ordre du

groupe partiel formé par celles des substitutions de G, qui sont de la

forme M,.

343. La substitution M,, n'altérant pas o,, et laissant immobiles les deux

lettres (o, o, i, 1,..., o, o) et (1,0, i, i,..., o, o), laissera invariables les

deux fonctions «l;, t{;, formées respectivement par ceux des termes de ç/3

qui contiennent ces deux lettres en facteur. Donc elle remplacera les unes

par les autres les lettres qui figurent dans «j;, et non dans <];. Les indices de

ces lettres sont donnés par les solutions des congruences

ar, J, -h ^, Jj -4- Xs Va -4- . . .^ I ,

(ar, -4- i)^-, -+- (x. H- I
) {7. + i) -1- :r3 j3 H- . . = <

,

ou

y'\ =^ I , Xi ^= y^ ^s I Xx Xzyi • • •

,

lesquelles sont évidemment en nombre 2-"~\

Or celles des substitutions de I qui laissent immobiles (0,0, 1, i,..., o, o;

et (i, o, I, I,..., o, o) permutent transitivement ces 2-""' lettres. Car s'il

en était autrement, on pourrait répartir ces lettres en classes, dont

l'une contiendrait au plus 2^"-* lettres. C'est impossible : car soit

{x,,y,, iCa» J2»---. ^«. J/i) une de ces lettres; la classe qui la renferme

contiendra au moins autant d'autres lettres qu'il y a de solutions aux con-

gruences

3f 1 ^1 + aj 3i -h ar, ^3 H- . • • ^ I , a, -i-;3,^o, 3. ^o,

^, Xt -h a, j, + 3, X, -\- Xi Tj ~h psXi -t- Xi yi -^ . . . ^ I .

d'où

, ^ , \
a,= 3j^ I — a, 3^ — . .

. , 3, ^ o,

( a, y, H- 3î X3 -+- a, n -l- . . . ^ i

.
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L'indice j, étant congru à i, les relations (67) détermineront a,, |S,,

ao, jS., les autres coefficients restant arbitraires : et l'on aura 2-"-* systèmes

de solutions. La classe considérée contient donc au moins 2^"~* -+ i lettres.

Cela posé, on aura M, =M"M2, M" étant une des substitutions de I, et M2
une substitution de G,, qui laisse immobiles, outre (o, o, 1, i,.;., o, o) et

(r, o, r, I,..., o, o), l'une des 2^"~^ racines ci-dessus, (o, i, i, i,..., o, o)

par exemple; et l'on aura 0, = 2'*'*-^ Oo, Oo étant l'ordre du groupe formé

par celles des substitutions de G, qui sont de la forme Ma.

344. La démonstration petit maintenant s'achever comme aux n°* 330-331

.

345. Remargue. — Si n>> 2, on vérifie sans peine que A est le produit

des six substitutions [o, o,..., o, o, i, 1,0,0], [o, o,..., o, o, o, o, i, 1],

[0,0,..., I, I, I, I, I, i], [0,0,..., I, 1,0, 0,0,0], [0,0,..., 1, 1, 1,0, r,o],

[o, o,..., I, I, o, I, o, i], qui sont de la forme 2. Donc G, est dérivé des

seules substitutions 2.

346. Théorème. — Le groupe G f est isomorphe sans mériédrie au premier

groupe hypoabélien.

En effet, ce groupe étant contenu dans le groupe G étudié plus haut,

chacune de ses substitutions transforme la substitution [x^,y^ ocn, Yn]

en une substitution [^,, ïj,,-**» ^«» >2«]. lo "'îi."-? l/i» '^n étant des fonctions

linéaires de ^r,, /,,•••» ^/?> J/i (333). De plus, les coefficients de ces fonc-

tions satisfont aux relations qui caractérisent le premier groupe hypoabé-

lien; car celte propriété se vérifie immédiatement lorsque la transformante

est une des substitutions A ou 2; et G, étant dérivé de ces substitutions, on

obtiendra la transformée de [a?,, j,,..., Xn, yn] par une substitution quel-

conque de G< en opérant une suite de transformations par des substitutions

des formes A ou 2; et le type à la fois linéaire et hypoabélien des fonctions

S,, vî,,..., ^„, fin subsistera à chaque transformation.

Formons comme au n** 334 un groupe T,, isomorphe à G^. Cet isomor-

phisme ne sera pas mériédrique (334); et F, se confondra avec le premier

groupe hypoabélien ^^. Car ses substitutions sont hypoabéliennes : et son

ordre, étant égal à celui de G,, est égal à celui de ^q.* En effet, les ordres de

ces deux derniers groupes, respectivement donnés par les théorèmes des

n°* 263 et 338, sont égaux pour /î == 2 ou 3 : et l'identité

^„(2»«-'— 1)2"'-' ,^
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que l'on peut vérifier immédiatement, montre que cette égalité subsistera

pour n si elle est vraie pour n — i.

Corollaire. — Le groupe (ji a pour facteurs de composition 2 et - w,,, si

/i > 2; 2, 2, 3, 2, 3, si 7? = 2. Car ce sont là les facteurs de composition de

son isomorphe 5o-

347, Considérons un système de lettres, en nombre

^$„— i = 2"-' -f- 2"-'— I ,

et représentées par le symbole (x,, r,,..., £r„, j'^) où les indices a,, j,,...,

x„, y„ satisfont à la relation

sans être à la fois congrus à zéro.

Soit ç^. la fonction formée en prenant la somme de tous les produits de

(X lettres, {x\ ,y\,..., x'„, /„)... {x[-, y\-, ..., x'f, rif^) qui satisfont au

système de relations

x'^ -h . . . -f- x^^' ^r'f -t- . . . + jY ^ o ( niod. 2 ).

On peut se proposer d'étudier : i** le groupe g formé par les substitutions

qui laissent invariables les fonctions de degrés pairs 94, «pe»---; 2° le groupe

g, y formé par les substitutions qui laissent invariables toutes les fonctions

9^, quel que soit leur desjré.

La marche à suivre dans cette recherche est tout à fait analostue à celle

que nous venons d'exposer; et l'on obtiendra le même résultat, à savoir :

que g et g, sont respectivement isomorphes au groupe abélien et au pre-

mier groupe hypoabélien.

32
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LIVRE TROISIEME.

DES IRRATIONNELLES.

CHAPITRE PREMIER.

GÉNÉRALITÉS.

§ P*". — Théorie générale des irrationnelles.

348. Soit Y(x) = o une équation algébrique quelconque de degré m.

Elle aura m racines : et l'on sait que toute fonction symétrique de ces ra-

cines s'exprime rationnellement par les coefficients de l'équation.

Ces fonctions sont en général les seules qui jouissent de cette propriété.

Supposons en effet qu'on ait ^ = \^y <p étant une fonction non symétrique

des racines, et «|> une fonction rationnelle des coefficients. Substituons

dans
(l'

à la place de chacun des coefficients sa valeur en fonction des racines;

l'équation 9 = '| deviendra une relation entre les racines, relation qui ne

pourra se réduire à une identité, puisque le second membre est symétrique,

et que le premier ne l'est pas. Mais on ne peut admettre qu'il existe en gé-

néral et nécessairement aucune relation de cette espèce entre les racines :

car on peut former une équation du degré m ayant pour racines m quan-

tités entièrement arbitraires .r,,..., £r,„. C'est donc seulement dans certains

cas particuliers qu'il pourra exister entre les racines des relations telles,

qu'une fonction non symétrique de ces racines soit exprimable rationnelle-

ment au moyen des coefficients.

Mais on peut généraliser le problème, et chercher quelles sont, pour

chaque équation donnée F(a7) = o, les fonctions des racines susceptibles

d'être exprimées rationnellement en fonction des coefficients et de certaines

irrationnelles données arbitrairement à priori, irrationnelles que nous di-

rons adjointes à féquation.

Nous considérerons dorénavant comme rationnelle toute quantité expri-
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mable rationnellement au moyen des coefficients de l'équation et des quan-

tités adjointes.

Une équation à coefficients rationnels est dite irréductible, lorsqu'elle n'a

aucune racine commune avec aucune équation de degré moindre et à coef-

ficients rationnels.

349 . Lemme 1 . — Si lune des racines d'une équation irréductiblef{x) = o

satisfait à une autre équation à coefficients rationnels (p[x) = o, toutes y sa-

tisfont.

En efl'et, cherchons le plus grand commun diviseur de <p(^) et de /(^) :

il ne peut se réduire à une constante, les équations /(^) = o et !p(^) = o

ayant des racines communes : ce sera donc une fonction de oc, 4^(^); en

l'égalant à zéro, on aura une équation dont les racines satisfont évidem-

ment à chacune des deux équations (p{x) = o el f{x) = o. Cette dernière

équation étant irréductible, le degré de 4'(^) ^^ peut être inférieur à ce-

lui de f{x) : donc ^{oc) est égal à f{x), à un facteur constant près.

Corollaire. — Si toutes les racines de l'équation (p[x)=zo satisfont à

l'équation f{x) = o, !p{x) sera une puissance exacte de f{oc), à un facteur

constant près.

En effet (p(a:) est divisible par /(a?) (Lemme I). Si le quotient de cette

division ne se réduit pas à une constante, il sera lui-même divisible par

f{x); etc.

350. Lemme IL — Soit F(a7) =o une équation dont les racines Xt,..,x„,

soient toutes inégales. On peut déterminer une fonction^ de ces racines, telle,

que les i .2.3... m expressions que l'on obtient en y permutant les racines de

toutes les manières possibles^ soient distinctes en valeur numérique.

Posons en effet

V=:M,.a:, H-MjJTj-f-...,

M,, Ma,... étant des entiers indéterminés. En égalant entre elles deux quel-

conques des fonctions qui dérivent de V par des substitutions entre les ra-

cines Xi,...,x,n, on aurait une équation de condition à laquelle devraient

satisfaire M,, Ma, Aucune de ces équations n'est identique : car les coef-

ficients de Mo Ma,... dans chacune d'elles sont les différences des racines

.r,,..., x,n, qui par hypothèse ne sont pas nulles. D'ailleurs ces équations

sont eu nombre limité. Il est donc aisé de déterminer les entiers M,, Mj,...

de manière à ne satisfaire à aucune d'elles.
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Nous désignerons dans ce qui suit par V, l'une des valeurs de la fonc-

tron V, choisie arbitrairement; par Va, V^,... les valeurs qui se déduisent

de celle-là, lorsqu'on y effectue entre les racines les substitutions respecti-

vement représentées par a, b,—
351. Corollaire. — Soit G un groupe quelconque de substitutions entre les

racines or,,..., x^. On peut former une fonction W de ces racines ^ dont la

valeur numérique soit invariable par les substitutions de G, et varie par toute

autre substitution.

Soient en effet i, a, b,... les substitutions de G. Posons

W,r^(X- V.)(X-V.)(X-V*)...,

X étant une constante indéterminée. Une substitution de G, telle que a,

transforme W, en

(X-V„)(X-Va.)(X-V&.)...= W,;

mais les substitutions i, «, b,..., formant un groupe, se confondent, àl'ordre

près, avec a, a^, ba,...\ les facteurs binômes qui composent W^ sont donc

les mêmes, à l'ordre près, que ceux qui composent W, : cette fonction n'est

donc altérée par aucune substitution de G. Soit au contraire a une substi-

tution étrangère à ce groupe; elle transforme W, en

(X- V,) (X - Wa.) (X - Via). . . = W..

Les facteurs binômes qui composent W^ étant essentiellement différents de

ceux qui composent W,, ces deux expressions ne sont pas identiques, et ne

pourraient prendre des valeurs égales que pour certaines valeurs particu-

lières de la quantité X, qu'il sera aisé d'éviter.

352. Lemme III. — La fonction V étant choisie comme au lemme II, oai

pourra exprimer chacune des racines x,,..,, x^ en fonction rationnelle de y,

et des coefficients de F (a?).

Soient V,,...V^ les [l= 1.2. 3. ..(m — i) valeurs que prend V quand on y
permute les m— i racines x^, 073,..., x^^ sans changer la place de x^. On
pourra former une équation en V du degré fx, à savoir ;

{!) (V-V,){V-VO...(V-VJ= o,

dont les racines V,,V2,... seront toutes différentes, et dont les coefficients.
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qui sont des fonctions symétriques des racines a;2,^3»---.^m de l'équation

s'exprimeront rationnellement par les coefficients de cette équation, c'est-

à-dire en fonction de x^ et des coefficients de F(a;). Par suite l'équation (i)

pourra être mise sous la forme

/(V,^,) = o,

/ désignant une fonction rationnelle de V et de ^,. Or cette équation est

satisfaite pour V= V,; on aura donc identiquement

/(V.,^.)= o,

d'où il suit que l'équation

/(V.,^)= o

sera satisfaite pour x = Xt : et par conséquent les équations Y{x) = o et

f(y^,oo) = o auront une racine commune a?,. D'ailleurs ces équations ne

sauraient avoir d'autre racine commune. Car si elles en avaient une

autre, x^, l'équation

serait satisfaite pour V = V,. Or cette équation se déduit de l'équation

fi\,x,) = o, ou (V-V,)(V-V:) ..(V-V,) = o,

en changeant ^r, et X2 l'un dans l'autre : d'ailleurs par ce changement les

quantités V,, V2,...,Vp, se changent en d'autres V\, V'g,..., VJ^, toutes dis-

tinctes des premières, par hypothèse; réquation/(V,a72) = peut donc se

mettre sous la forme

(v-v',)(v-v'j...(v-v;) = o,

et l'on voit qu'elle ne saurait avoir V< pour racine.

Les équations F(j:') = o et f{Y,,x) = o n'ayant que la seule racine com-

mune X, , on déterminera aisément cette racine. Pour cela on cherchera le plus

grand commun diviseur entre f{x) et f{Y,,x), et l'on poussera l'opération

jusqu'à ce qu'on obtienne un reste du premier degré en x : en égalant à zéro

ce reste, on aura une équation qui fera connaître la valeur de x,; et cette



DES IRRATIONNELLES. 287

valeur sera évidemment rationnelle en V,, car l'opération du plus grand

commun diviseur ne peut jamais introduire de radicaux.

On pourrait opérer de même pour trouver les autres racines, et l'^n au-

rait ainsi pour toutes ces racines des expressions rationnelles, telles que

^. = ^.(V.), x,= '^,(V.),... (*).

353. THÉORÈME FONDAMENTAL : Théorème I. — Soit ¥{a:) = o une

équation dont les racines x,,...^ x^ sont toutes inégales, et à laquelle on peut

supposer quon ait adjoint certaines quantités auxiliaires y, :?,.... // existera

toujours entre les racines x,,..., x^ un groupe de substitutions tel, que toute

fonction des racines, dont les substitutions de ce groupe n'altèrent pas la va-

leur numérique, soit rationnellement exprimable, et réciproquement.

Soit y, une fonction des racines variable par toute substitution : si l'on

désigne par i , a, b, c,... toutes les substitutions possibles entre les racines,

la quantité V, est racine de l'équation

(2) .
- (X-V.)(X-V.)(X-V*)(X-V,)..- = o

dont les coefficients, symétriques en Xt,..-,x,„, sont rationnels. Si cette

équation n'est pas irréductible, son premier membre se décomposera du

moins en facteurs irréductibles. Soit (X— V,)(X — Va)(X — Yj}... celui de

ces facteurs qui s'annule pour X = V, : V, sera racine de l'équation irré-

ductible

(3) Y= (X-V.)(X-V.)(X-V»)...= o.

Cela posé, toute /onction ç des racines , invariable parles substitutions

1, a, b,..., sera exprimable rationnellement. En effet, chacune des racines

x,y x^,..., x,n étant une fonction rationnelle de Y, et des coefficients de

Y{x), (p sera elle-même une fonction rationnelle de Y, et des coefticients.

Soit donc '{'(Y,) cette fonction. Elle reste invariable lorsqu'on y effectue

entre les racines les substitutions a, b,.... Mais ces substitutions changent Y,

respectivement en Y^, Y^,... et ne changent pas les coefficients de ¥(x] :

on aura donc

•q;(v.)= ^{v.)=c|>(v*)= ...=-i|j;(V.)+ q.(Y.)+q;(Y»)+ ...i,

en désignant par |x le degré de l'équation (3). Cette fonction, symétrique par

(i) Serret, algèbre supérieure.

33
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rapport aux racines de l'équation (3), s'exprimera rationnellement par les

roefficients de cette équation, qui sont eux-mêmes rationnels.

Réciproquement, toute fonction exprimable ralionnellement sera invariable

par les substitutions i, a, h, Soit en effet (p = 4'(Vi) une pareille fonc-

tion : V, satisfaisant à l'équation à coefficients rationnels (p = (|i(V,), toutes

les racines V,, V^, Vi,... de l'équation irréductible (3) devront y satisfaire :

donc la fonction ij; (V, ) ne varie pas quand on y remplace successivement V,

par Va, Vi,..., ce qui revient à opérer entre les racines ^p,,..., £r,„ les sub-

stitutions a, b,

354. Il ne reste plus qu'à démontrer que les substitutions r, a, b,... for-

ment un groupe, ce qui ne présente pas de difficulté.

Le polynôme Y étant une fonction de l'indéterminée X, dont les coeffi-

cients sont rationnels, ne devravarier par aucune des substitutions i,a,b,....

Effectuons, par exemple, la substitution a. Ce polynôme devient

(X-V„)(X-V„0(X-V4„)....

Pour que ce nouveau polynôme soit identique à Y, quel que soit X, il faut

nécessairement que les quantités Va, V^», V^a,... ne soient autres que les

quantités V,, V^, Vj,... a Tordre près. Mais, par hypotbëse, deux substitu-

tions distinctes donnent pour la fonction V des valeurs essentiellement dif-

férentes. Il faudra donc que les substitutions a, a-, ba,... soient identiques

à l'ordre près aux substitutions i, a, b,— Ainsi, a et 6 étant deux substi-

tutions quelconques de la suite i, a, è,..., la substitution fe« fera également

partie de cette suite : les substitutions de cette suite forment donc un

groupe.

355. Le groupe défini par le théorème précédent peut être appelé le

groupe de Véquation relatifaux quantités adjointes y, z, Ce groupe pourra

varier suivant la nature des quantités adjointes. Parmi tous les groupes que

l'on peut ainsi obtenir, il en est un G particulièrement remarquable, et que

nous pourrons appeler d'une manière absolue le groupe de Véquation. C'est

celui qu'on obtient en supposant qu'il n'y ait aucune quantité adjointe.

Ce groupe contient tous les autres : car, soit H le groupe que l'on obtient

en adjoignant à l'équation des quantités j, z,... arbitrairement choisies:

une fonction invariable par les substitutions de G et variable par toute autre

substitution est exprimable rationnellement avant, et à fortiori après l'ad-

jonction de j, z,...; donc elle sera invariable par toutes les substitutions

de H : donc toutes ces substitutions sont contenues dans G.
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356. Corollaire. — Si deux fondions ç,, (|>,, des racines de la proposée,

sont numériquement égales, la même égalité subsistera entre les fonctions

Ça. ^a* obtenues en effectuant dans chacune d'elles l'une quelconque des

substitutions de G, car la fonction ©, — (];,, étant nulle, est exprimable ra-

tionnellement; donc elle n'est pas altérée par la substitution a : donc

357. Théorème II. — Toute équation irréductible F{jc) = o a son groupe

transitif] et réciproquement.

Car supposons que son groupe G ne soit pas transitif : soient ^r, l'une

quelconque de ses racines; x^,.,., x^ les racines avec lesquelles elle est

permutée parles substitutions de G; ces substitutions, remplaçant les ra-

cines a;,,..., a^OT les unes par les autres, n'altèrent pas leurs fonctions symé-

triques : donc ces fonctions symétriques sont rationnelles. Donc F (a?) admet

le diviseur rationnel [x — Xi)...[x — x^)-

Réciproquement, supposons que G soit transitif: V{x) ne peut admettre

de diviseur rationnel tel que [x — Xi)...(x— x^)- Car soit ir,„+, une ra-

cine de l'équation autre que Xi,...,Xm : G contient une substitution qui

remplacer, par a7,„^., : elle transformera [x ^ Xi)...{x — x,„) en un nou-

veau produit différent de celui-là, puisqu'il admet le facteur x — x,n.^i :

donc le produit [x — x^)...{x — ocjn), n'étant pas invariable par toutes les

substitutions de G, ne peut être rationnel.

358. Théorème III. — L'ordre du groupe d'une équation irréductible de

degré n, dont les racines sont des fonctions rationnelles d'une seule d'entre

elles. Xi, est égala n.

Car soient x,,...,Xn les racines de l'équation, V, une fonction de ces ra*

cinse variable par toute substitution; elle peut s'exprimer en fonction

ûe Xf seulement. Soit V, =/( a?,) : cette fonction satisfait à l'équation de

degré n

[V-/(x.)]...[V-/(^„)] = o

dont les coefficients, symétriques en Xf,..., Xn> ^ont rationnels. Donc l'ordre

du groupe de l'équation (lequel est le degré de l'équation irréductible

dont y, est racine) ne peut être supérieur à n. Mais, d'autre part, ce groupe

étant transitif, son ordre est divisible par n (44) : donc il est égal à n.

359. Théorème IY. — Le groupe de Véquation de degré mn obtenue en

33.
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éliminant y entre les deux équations

oà A, B,... sont des constantes rationnelles et Mfj), N(j),... des fonctions

rationnelles de y, n est pas primitif. Réciproquement, toute équation dont le

groupe ri est pas primitif résulte d'une semblable élimination.

Soient /,,..., j,„ les racines de l'équation AyH-... = o; x^^x^ ....celles

(le l'équation M(jp)a7'' -+-... = o; ç, une fonction symétrique de a:,, a;', ,...;

^p la fonction analogue formée avec iCp, a?p ,...; t|> une fonction symétrique

de (po'"» <Pm- Cette fonction ^ sera exprimable rationnellement : car cpp,

s'exprimant rationnellement par les coefficients M (Vp),... est une fonction

rationnelle de y^, dont les coefficients ne dépendent pas de p; substituant

dans 'i^ pour les quantités «pp leur valeurs en jp, ^ deviendra une fonction

symétrique de r,,...,y,„ : elle s'exprimera donc rationnellement en A, B,

—

Le groupe de l'équation est donc contenu dans celui dont les substi-

tutions laissent invariable la fonction ^, lequel est évidemment non pri-

mitif, ses substitutions remplaçant les racines de chacun des systèmes

a?,, oj'j, ...;..,; x,n,x^,... par celles d'un même système.

Réciproquement, soit Y[x)z=zo une équation dont le groupe G ne soit

pas primitif. Ses racines se répartissent, par définition, en m systèmes

x^,x^, ...;...; Xm,x',„,..., contenant chacun n racines, et tels, que toute

substitution de G remplace les racines d'un système par celles d'un même
système.

Soient jKp = (^ — ^p) (X— x'^ )..., X étant une indéterminée; ^ une fonc-

tion symétrique de y,,..., j,„: t]; Ti'étant altérée ni par les déplacements

d'ensemble des systèmes ^,, x\,...;...; x^, x'^,..., ni par les déplacements

des racines dans l'intérieur de chacun d'eux, sera invariable par toute sub-

stitution de G, et par suite rationnelle. Les diverses fonctions ji,..., y,n sont

donc les racines d'une équation du degré m à coefficients rationnels, telle

que
Aj" H- B/'"-' + . . . = o.

Gela posé, toute fonction symétrique àe x,, x\,... s'exprime rationnelle-

ment en fonction de j, {voir plus loin le n° 362). On aura donc

{x — x^){x — or', ). . . = M(j, )^"H- . . .

.

On aura de même



rv

DES IRRATIONNELLES. »1

Donc enfin l'équalion

est le résultat de rélimination de y entre les deux équations

A^^H-... = o et M{x)x'-h. . .^= o.

360. Nous dirons désormais qu'une équation est primitive ou non pri-

mitive, simple ou composée, suivant que son groupe est primitif ou non

primitif, simple ou composé : l'ordre de l'équation et ses facteurs de compo-

sition seront l'ordre et les facteurs de composition de son groupe : deux équa-

tions seront isomorphes si leurs groupes sont isomorphes, etc.

361. Le groupe d'une équation étant connu, on peut se proposer de le

diminuer progressivement par l'adjonction successive de quantités auxi-

liaires. A chacune de ces adjonctions deux cas pourront se présenter, i** Si

l'équation irréductible (3) reste irréductible, il est clair que le groupe ne

subira aucun changement. Si au contraire, grâce à l'adjonction nouvelle, le

polynôme (X — V,) (X — Y^) (X — Y^). . . se décompose en facteurs plus

simples, (X — Y,) (X — Va).-., (X — Vi)..., .. . on obtiendra un nouveau

groupe H, moindre que G, et formé des seules substitutions i, a,

Nous examinerons d'abord ce qui arrive lorsqu'on adjoint à l'équation pro-

posée certaines fonctions de ses racines; puis nous passerons au cas où les

quantités adjointes seraient des fonctions des racines d'autres équations.

362. Théorème Y. — Soient G le groupe d'une équation F(j:}=o,

(f,
une fonction rationnelle quelconque de ses racines : \" celles des substitu-

tions de G qui n altèrent pas la valeur numérique de ç), forment un groupe H, ;

a° radjonction de la valeur de ç, réduira le groupe de Véquation précisément

«H,.

1° Soient en effet a, a, deux substitutions de G qui n'altèrent pas ©,; on

aura çja= 9,, ç^ =ç),. De la dernière égalité on déduit (356) la suivante,

(p^^ = (p^ = (p,. Ainsi la substitution a, a n'altérera pas la fonction 9,, ce

qui démontre la première de nos propositions».

a° Adjoignons la valeur de 9, à l'équation. Après cette opération, le

groupe réduit de l'équation ne peut contenir que des substitutions qui fai-

saient partie du groupe initial G: d'ailleurs il ne peut contenir que des sub-

stitutions qui n'altèrent pas ç;,, la valeur de cette quantité étant supposée

rationnellement connue : donc toutes ses substitutions sont contenues
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dans II, . Réciproquement il contiendra toutes les substitutions de H, . Soient

en effet a une de ces dernières substitutions, 4», une fonction des racines

exprimable rationnellement en fonction de «p, et des quantités précédeni- -^

ment connues : et soit

/ désignant une fonction rationnelle. On déduira de cette égalité la sui-

vante (356), ^a — /(9a)» et comme (p,,= 9,, il viendra (j^«= (j^,. Ainsi, toute

fonction i{^, exprimable rationnellement sera invariable par la substitution a :

cette substitution fait donc partie du groupe réduit.

Corollaire I. — Vadjonction de plusieurs fonctions des racines, (p,, ©j,...

réduit le groupe de Véquation au groupe H' formé par celles de ses substitu-

tions qui n'altèrent ni (^^, ni(f\y etc.

Corollaire II. — Deux fonctions 9, et ^i, invariables par les mêmes sub-

stitutions de G, s'expriment rationnellement l'une par Vautre.

Car, en adjoignant ç), à l'équation, on réduit son groupe à celles de ses

substitutions qui n'altèrent pas 9,; et ^^, étant invariable par ces substitu-

tions, devient rationnel.

363. On peut réaliser le calcul de t|>, en fonction de 9, de la manière

suivante. Soient i, a, «,,... celles des substitutions de G qui laissent la

valeur de 9, invariable : celles de G seront i, a, a,,...; 6, ab, a^b,...-,

c, ac, a, c, ...;.. .; b,c,... étant des substitutions convenablement choi-

sies (39). Cela posé, on voit comme au n*' 61 :
1° que, m étant un entier

quelconque, la fonction

9T ^. + ?r 4^A + cp^" <]^c + . • • = /['"^

est invariable par les substitutions de G, et par suite exprimable rationnel-

lement; 2** qu'en posant

/(Y) = (Y - 9. )( Y - 94). • • ' P^ = Y'^~' -^ ^.- Y-^-'-^-
• • + >•*.

I — Cpi

il viendra

^'~
/'(?.)

Les quantités qui entrent dans cette expression avec 9, sont /,, t\,...,t'^~^^

et les coefficients de /(Y), lesquels, étant également invariables par les

substitutions de G, sont rationnels.
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364. Soit maintenant T, une fonction des racines de l'équation proposée

Y{x) = o, invariable par les substitutions de G, et variable par toute

autre substitution. Chacune des quantités /,,..., ^'f~'' et chacun des coelïi-

cients de /(Y) peut s'exprimer en fonction de r, et des coefficients de F(a?).

En effet considérons l'une d'elles, telle que t,. Soient i, a, b,... les substi-

tutions de G : les diverses substitutions possibles entre les racines de la

proposée seront i, a, b,...; /S, a^, b^,...; y, ay, by, ...;..., /5, 7,... étant

des substitutions convenablement choisies (39); et l'on voit comme tout à

l'heure que, n étant un entier quelconque, chacune de ces substitutions

laisse invariable la fonction

On aura donc

6\"^= ôv")= . . . = 5i")= . . . = - i ?

/
^ 1.2.../?

{p étant le degré de la proposée), expression symétrique par rapport aux

racines, et qui pourra s'exprimer rationnellement en fonction des coeffi-

cients de f{jo)y par les méthodes connues.

Soit maintenant

.?(Z)
#^ *^^

.?(Z) 3= (Z - T,} (Z - T,). .
. , ^-H- = Z +- />- Z.-<^ . .

.
-^ /.;

il viendra

'^' '•= i-M

expression qui ne contient avec t, que les quantités $,, 6\,... et les coeffi-

cients de ^(2), lesquels, restant aussi invariables par toute substitution

opérée entre les racines de l'équation ¥(x) = o, seront aussi exprimables

rationnellement en fonction de ses coeftlcients.

365. La méthode de calcul qui vient d'être exposée est due à Lagrange.

Il s'en est servi pour établir la proposition suivante :

Soient F(ir) = o une équation algébrique ; t, une fonction de ses racines,

dont l'expression algébrique reste invariable par un certain groupe de substitu-

tions [\, Uy b,...), et dont toutes les valeurs algébriquement distinctes le soient

aussi numériquement. Toute fonction t, des racines de cette équation dont ces

substitutions n altèrent pas la forme algébrique est exprimable en fonction ra-

tionnelle de T, et des coefficients de F 'a?;.
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Soient en effet i, a, b,...; |6, a]S, b^,...; y, ay, by, ...;... les diverses

substitutions possibles entre les racines; n un entier quelconque : la fonc-

tion t" /, -+- T^ /p -f- . . . = 0^^^ sera invariable par toute substitution et par

suite s'exprimera rationnellement en fonction des (M)efticients. Cela posé,

tf s'exprimera parla formule (4).

366. Théorème VI. — Tout étant posé comme au théorème V, soient Œq,

«,, ao,... les substitutions de H, («„ se réduisant à i) : a^, a,, a^,...; a^b,

a,b, a.j.b,...', a^c, atC, a^c,...;.., celles de G : l'équation

(5) (Y-9.)(Y-cpi)(Y-9c).-. = o,

dont le degré est égal au rapport des ordres de G et deH,, aura ses coefficients

rationnels, et sera irréductible.

i" Soit (7 une substitution quelconque de G : elle transforme les uns dans

les autres les termes 9,, (p^, ^c.-- (61 et 363). Les coefticients de l'équa-

tion (5), symétriques en ip,, 9^,9^,..., ne seront donc pas altérés parc:

mais a est l'une quelconque des substitutions de G : donc ils sont ration-

nels.

2° L'équation (5) est irréductible : car si elle admettait, par exemple,

le facteur rationnel (Y — 9,) (Y — 90), ce facteur resterait inaltéré par la

substitution c : mais cette substitution le transforme en (Y — 9c) (Y — 9ic) :

pour qu'il restât inaltéré, Y restant indéterminé, il faudrait que 9^, 96c fus-

sent égales à l'ordre près à 9,, 90. Soit par exemple 9^ = 9^ : on en conclu-

rait 9c6-'= 91 (356). Donc cb~^ serait l'une dos substitutions ao, a,, «o»---

et c serait de la forme a^b, ce qui n'est pas.

367. Remarque. — Les substitutions de G qui n'altèrent pas 9, étant

«0, a,,..., celles qui n altèrent pas 9^ seront b~* a^b, b~* aj),...; celles qui

n altèrent pas Oc seront c~*aoC, c~*a,c, ...; etc. Car soit o* une substitution

de G qui n'altère pas 9^ • on aura

cp4 = cp4,, d'où 91 = 94^4-1, d'où 60-6-' = «j, (7 = 6~'«p6.

368. Théorème VII. — Tout étant posé comme aux théorèmes précédents,

l'adjonction simultanée des valeurs de (pf, cpi,, (pc,-.- réduira le groupe de l'équa-

tion proposée à I, 1 étant le groupe le plus général parmi ceux qui sont con-

tenus dans H, et permutables aux substitutions de G.

En effet, le groupe se trouve réduit aux substitutions communes aux
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groupes

H, = (a„ rt,,. . .), H6= {b-'a,b, b-'Otb,.

.

.), Ee= ic-'a,c, c-'a,c. . . ,. . .

respectivement formés par lés substitutions qui n'altèrent pas q?,, ç^, Çc»

Or soient J le groupe formé par ces substitutions communes; s une quel-

conque de ses substitutions; c une substitution quelconque de G : la sub-

stitution (j~*sc sera commune aux groupes transformés de H,,H6, Hc,...

par 0". Mais ces groupes transformés sont identiques, à Tordre près, à H, , Hj,

H^, Car chacune des substitutions o-, b':, ce,..., appartenant à G, pourra

se mettre sous l'une des formes «p, a^h, ar,c, Soit pa"r exemple b<j=aç,d;

le groupe transformé de H^ par -7 sera formé des substitutions

•7'' b~*a,b(T=^ d~'a^^ attt^d, fj^*b~'aib<j = d~'a~^aiafd,. . .,

qui ne sont autres que les substitutions de H^. Donc (7~* S7 appartient à J :

ce groupe est dotic permutable à c : donc il est contenu dans I.

Réciproquement, le groupe I étant contenu dans H,, les transformées de

ses substitutions par b, c,... seront contenues dans Hj, Hc,...; mais ces

transformées reproduisent, à l'ordre près, les substitutions de I; donc toutes

les substitutions de I sont communes à H,, H*, H,.,...

369. Remarque. — Dans le cas particulier où H, serait permuluble à

toutes les substitutions de G, on aurait

H, = Hé = He= . . . =1,

et les fonctions 9,, çj, 5^,..., invariables par les mêmes substitutions de G,

s'exprimeraient' rationnellement en fonction de l'une quelconque d'entre

elles.

Réciproquement, si les fonctions}),, fj, «pc»--- s'expriment rationnellement

en fonction d'une seule d'entre elles, elles seront invariables par les mêmes
substitutions de G : on aura donc H, = H^ = Hc,..., et ce groupe sera trans-

formé en lui-même par toutes les substitutions de G.

N
370. Théorème VIII. — Soient N l'ordre de G; N' = — l'ordre de I : l'ordre

V

du groupe G' de Féquation (5) sera v.

Posons en effet W= M,^, -hMiÇi-i- McÇc-i----. M,, M*, Me,... étant des

constantes indéterminées : W sera racine d'une équation irréductible d'un

degré égal à l'ordre du groupe de l'équation (5) (353). Mais, d'autre

34
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part, W peut être considérée comme fonction des racines de l'équation

F(a7) = o, laquelle fonction, non altérée par les substitutions de I, l'est

évidemment par toute autre substitution de G. Elle dépend donc d'une

équation irréductible dont le degré est égal h v, rapport des ordres de G et

de 1 (366).

371. Thkorème IX. — S'Un existe aucun groupe plus général que I qui

soit contenu dans G et permutable à ses substitutions, le groupe G' sera simple.

Car s'il existe un groupe I' contenu dans G' et permutable à ses substitu-

tions, soit v' son ordre : une fonction <i^ des racines de l'équation (5), in-

variable par les substitutions de 1' et variable par toute autre substitution,

dépendra d'une équation irréductible de degré —(366), dont les racines

seront fonctions rationnelles les unes des autres (369). Mais ^ peu! être

considérée comme une fonction des racines de ¥{a)) = o; soit L le groupe

formé par celles des substitutions de G qui ne l'altèrent pas : i" L contien-

drai, dont les substitutions, n'altérant pas (p,,<?j> ?c»'-'. ne peuvent altérer (}»;

2" il sera plus général, car son ordre étant égal à celui de G, divisé par le

degré — de l'équation irréductible dont dépend '<\> (366), est égal à—

,

N
celui de I étant simplement — ;

3*^ enfin les racines de l'équation en (]> étant

fonctions rationnelles les unes des autres, L est permutable aux substitu-

tions de G (369).

En renversant ce raisonnement, on démontre que : réciproquement, s'il

existe un groupe L plus général que I, qui soit contenu dans G et permutable

à ses substitutions , G' ne sera pas simple; car on pourra déterminer un

groupe r contenu dans G' et permutable à ses substitutions.

372. Théorème X. — Soient Y[x)'= o une équation dont le groupe G soit

composé : G, I, 1 ,
, . . . une suite de groupes tels : i° que chacun d'eux soit con-

tenu dans le précédent et permutable à ses substitutions ; 2° quil soit aussi gé-

N
néral que possible parmi ceux qui satisfont à cette double propriété; N, —>

— 5 • • • les ordres respectifs de ces groupes :

La résolution de l'équation proposée dépendra de celle d'équations succes-

sives, dont les groupes seront simples, et contiendront respectivement v, v,,...

substitutions.

Car soit Ç', une fonction des racines de la proposée, invariable par les
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substilutions I : elle dépend d'une équation de degré v ^366) dont le groupe

sera simple (371) et d'ordre v (369 et 370). Cette équation résolue, le

groupe de la proposée sera réduit à I : soit maintenant (^\ une fonction des

racines invariableâ^par les substitutions de I, : elle dépendra d'une équation

de degré v,, dont le groupe sera simple et d'ordre v,, etc.

Ce théorème montre qu'on peut classer les équations à groupe composé

d'après le nombre et la valeur de leurs facteurs de composition v, v,,

—

373. Supposons maintenant qu'on adjoigne à l'équation proposée Y{x^ = o

une ou plusieurs fonctions des racines d'une autre équation f[z) = o.

Le cas où l'on adjoindrait plusieurs fonctions/,,;^',,... revient à celui

où l'on n'en adjoint qu'une seule : car soient G' le groupe de l'équation

/(z) = o. H', le groupe formé par celles de ses substitutions qui n'altèrent

aucune des fonctions/,,/',,...: r, une fonction de s,,..., z„ invariable par

les substitutions de H', et variable par toute autre substitution. L'adjonction

de/,,/',,... réduisant le groupe de /(-) = o à H',, dont les substitutions

n'altèrent pas r,, cette fonction deviendra exprimable rationnellement. Ré-

ciproquement, l'adjonction de r, réduisant ce groupe à H', , dont les substitu-

tions n'allèrent pas /t, /'i,--., ces fonctions deviendraient rationnelles. Donc

toute fonction rationnelle de r, s'exprime rationnellement en /m/i.-- et

réciproquement. Donc il est indifférent d'adjoindre à une équation quel-

conque, soit /,, /',,.•• soit simplement /*,

.

374. Adjoignons donc à l'équation f{oo) =o l'unique fonction r, : soient

«0» a,,... les substitutions de H',; «o, ce,,...; «oP» oc,^,...; «07, a, y,...,...

celles de G' : r, dépend d'une équation irréductible

(6) (X-/-.)(X-o){X-/v)... = o.

Supposons que l'adjonction de r, réduise le groupe de F(a?) = o à H,;

soient, comme tout à l'heure, a^, a,,... les substitutions de ce groupe; a„,

a,,...; a^b, atb,...; a^c, cifC, ...;... celles de G. Soient enfin ç, une fonc-

tion des racines de Ffa?) = 0, invariable par les substitutions de H,, et va-

riable par toute autre substitution; elle satisfera à l'équation

(7) (Y-cp.)(Y-cp6)(Y'-9,)...=o.

Mais, par hypothèse, 9, est une fonctio'n rationnelle de r, : soit 9, = ^{>(r,) ;

r, sera racine de l'équation
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Mais, d'autre part, r, satisfait à l'équation irréductible (6). Une des ra-

cines de cette équation satisfaisant à l'équation (8), toutes y satisfont (349).

Donc les quantités ^{r,), ^{r^^), ^(r^),... satisfont toutes à l'équation (7).

Mais elles satisfont à l'équation /

(9) .

[Y-^(r.)][Y-4;(r,)][Y-^(r,)]...=o.

dont les coefticients, symétriques en r, , rp, r^,..., sont rationnels.

Les racines de l'équation (9) satisfaisant toutes à l'équation irréduc-

tible (7), le premier membre de (9) sera une puissance exacte du premier

membre de (7) (349), à un facteur constant près, qui se réduit ici à l'unité,

les deux polynômes ayant l'unité pour coefficient de leur premier terme.

Soit [JL le degré de cette puissance : la suite des termes ^(/',), ^{r^),... con-

tiendra fx termes égaux à 9,, /j, égaux à 9^, etc.

delà posé, adjoignons à réquation ¥{cc) = o l'une quelconque des racines

de l'équation (7), telle que r<^ : le groupe de Véquation sera réduit à H,, au

groupe Hj dérivé des substitutions [b~* a^b, è~' <2,)l...) , au groupe ana-

logue Hc, etc., suivant que (^(rp) sera égal à (pf, à cpi,, à fc,—
En effet, soit par exemple i]^[r^)=:cpi,. L'adjonction de rp rendant oi, ra-

tionnel, le groupe réduit H ne peut contenir que celles des substitutions

de G qui n'altèrent pas (p^. c'est-à-dire celles de Hj. Le nombre de ces sub-

stitutions étant égal à celui des substitutions de H,, on voit que l'ordre

de H est au plus égal à celui de H,. Réciproquement, en partant de la ra-

cine rp au lieu de partir de la racine r, , on verrait que l'ordre de H, est au

plus égal à celui de H : donc ces deux ordres sont égaux, et H contiendra

toutes les substitutions de Hj.

375. Théorkme XL — Les notations du numéro précédent étant conser-

vées, si H'j est permutable aux substitutions de G', H, le sera à celles de G.

En effet, E\ étant permutable aux substitutions de G', les racines de

l'équation irréductible (6) dont dépend r, sont fonctions rationnelles les

unes des autres (369). Donc les fonctions ç»,, ©i, (pc,--- sont respectivement

des fonctions rationnelles de r, : donc elles sont invariables par les substitu-

tions deH, ; mais elles le sont respectivement par cellesde H,, H^, Hc...: donc

ces groupes sont identiques, et H, est permutable aux substitutions de G.

«

376. Théorème XIL — 5^ l'on adjoint à l'équation F(^) = o, dont le

groupe est G, toutes les racines d'une équation f[z) = o, le groupe réduit H,

sera permutable aux substitutions de G.
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Car adjoindre à la fois toutes les racines de /{z) = o équivaut à ad-

joindre une fonction V, de ces racines, variable par toute substitution autre

que l'unité (373). Mais alors le groupe H'j, se réduisant à la seule substitu-

tion I, est évidemment permutable aux substitutions de G' : donc H, lésera

à celles de G.

377. Corollaire. — Si le groupe G est simple, il ne peut êlre réduit

par la résolution d'une équation auxiliaire sans se réduire a la seule substi-

tution r (le groupe formé de cette substit.ulion étant, par définition, le seul

qui soit contenu dans G et permutable à ses substitutions) : auquel cas

l'équation ¥{oo) = o sera complètement résolue.

378. Théorème XIll. — Soient F(ic) = o et /(z)=^o deux équations

dont les groupes G et G' contiennent respectivement N et N' substitutions. Si la

résolution de la seconde équation réduit le groupe de la première à un groupe H,

N . . , .

ne contenant plus que — substitutions, réciproquement la résolution de la pre-

mière réduira le groupe de la seconde à un groupe H'j ne contenantplus que —
substitutions. De plus, les deux équations sont composées avec une même équa-

tion auxiliaire 3[uj = o de degré v et dont le groupe contient v substitutions.

En effet, soit t|;(a7,,..., x^) une fonction des racines de Y{x) = o, ir^va-

riable par les seules substitutions de H,. Elle est exprimable rationnelle-

ment en fonction des racines z^,..., z„ de f^z) = o. On aura donc

Cette quantité ^{x,,..., x^) dépend d'une équation auxiliaire irréduc-

tible ^{u) = o de degré v (366). D'ailleurs, H, étant permutable à G (376),

les racines de cette équation sont des fonctions rationnelles les unes des

autres ('369), et son groupe contient v substitutions (358). La résolution de

cette équation auxiliaire réduit le groupe de F(a?) = o aux seules substitu-

N
tions de H,, en nombre —

• Elle abaissera de même le groupe de/(s) = de

N'
telle sorte qu'il ne contienne plus que ^ substitutions; en effet, soit K le

nombre des substitutions du groupe G' qui n'altèrent pas )(_^{z,,...,z„j = u;

u dépendra d'une équation irréductible du degré ^ : mais le degré de ceUe

\' N'
équation est égal à v ; donc — = v, d'où K =—
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La l'ésolulioii de l'équalion F(ic) = o entraînant celle de l'équation auxi-

liaire ^"(m)=o, dont les racines sont des fonctions rationnelles de a?,,...,

,T,„, réduira le groupe de f[z) = o de manière à ce qu'il contienne tout

au plus — substitutions : il ne peut d'ailleurs en contenir un moindre

N'
nombre : car si le groupe réduit U\ contenait seulement — substitutions,

fj.
étant un nombre plus grand que v, on verrait, en répétant tous les rai-

sonnements que nous venons de faire à partir de l'équation /{z) — o, que

la résolution de cette équation devrait réduire le groupe de F(a7) = o à ne

N
plus contenir que — substitutions tout au plus: résultat contraire à notre

bypotbèse d'après laquelle le groupe réduit H, contient — substitutions.

379. CoROLLAiRK I, — 5/ le groupe G de Véquation Ffo?) =: o esl simple,

elle ne peut être résolue quau moyen d'équations dont le groupe ait pour ordre

un multiple de Vordre de G.

Car, adjoignons à cette équation les racines d'une équation auxiliaire

f[z) = o; si son groupe est abaissé, il est réduit à la seule substitution i (377).

Donc l'ordre du groupe de Y{x) = o, qui était N, sera réduit à i par l'ad-

jonction des racines de y(z) = o. Donc réciproquement l'adjonction des

racines de F(a7) = o à l'équation f[z) = o divisera par N l'ordre de son

groupe. Donc cet ordre est un multiple de N.
'

380. Corollaire II, — Si le groupe de ¥{oo) — o est abaissé par la réso-

lution d'une équation simple f[z) = o, les racines de cette dernière équation

sont des fonctions rationnelles de x,,..., x,^.

Car la résolution de 'F[ûo) = o, abaissant le groupe ôe /{z) =^o (378),

résout complètement cette dernière équation (377).

Cette proposition est l'extension de ce théorème d'Abel : Si une équation

est soluhle par radicaux, chacun des radicaux qui concourent à sa résolution

est une fonction rationnelle de ses racines et des racines de l'unité.

381. Remarque. — Si la fonction <^[x^,..., oc,n) est variable par toute

substit-ulion opérée entre les racines^,,..., a?,,,, ces racines sont exprimables

rationnellement en fonction de <]>(x,,..., a7,„) (352), et par suite en fonc-

tion de z^,...,z,^. La résolution de l'équation f{z) = o entraînera donc la

résolution complète de l'équation F(^) = o.Si en même temps /f^, ,...,«„)
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est variable par toute subslitulion opérée entre les s,,..., r,.. la résolu-

tion de F^^) = o entraînera celle de f{z] = o. Les deux équations seront

dites équivalentes.

Corollaire III. — Deuœ équations équivalentes ¥{x) = o et /( z) ^= o ont

leurs ordres égaux.

Soient en effet N l'ordre de l'équation F(j7) = o, N' celui de l'équation

f(z) = o. La résolution de /(z) = o réduit le groupe deF(jr) = o à la seule

substitution i; donc la résolution de F (^) = o réduira le groupe de/ s = o

N' .

à ne plus contenir que ^ substitutions (378): mais la résolution deF>^ = o

entraînant celle àe/{z)^=o, réduit le groupe de cette dernière équation à

N'
la seule substitution i; on doit donc avoir — = i, d'où N = N'.

Corollaire IV. — Toute adjonction de quantité auxiliaire qui abaisse le

groupe de l'une de ces deux équations en divisant parv le nombre de ses sub-

stitutions abaisse de même le groupe de Vautre.

En effet, les équations étant équivalentes après l'adjonction comme avant,

leurs groupes ne devront pas cesser de présenter le même nombre-de sub-

stitutions.

De ce corollaire on déduit, comme conséquence immédiate, la proposi-

tion suivante :

Corollaire Y. -- Toute équation équivalente à une équation composée

est elle-même composée des mêmes équations auxiliaires.

382. Problème. — Déterminer toutes les équations irréductibles équiva-

lentes à une équation donnée F .a?) = o.

Soit f{z= o une de ces équations. La résolution de F'.x"} = o devant

entraîner celle de /{z) = o, les racines s,,..., z„ de cette dernière équation

sont des fonctions rationnelles de x,,..., x^. Soit donc ^, =9, : désignons

comme précédemment par G le groupe de F(a7) — o; par «„» a,,... celles des

substitutions de G qui n'altèrent pas la fonction 9,, lesquelles substitutions

forment un groupe H, ; par Oo. <ï«»--î ^0 ^» a, 6,...; OoC, a, c, ...;... celles

de G. Nous avons vu ^366) que l'équation irréductible dont dépend î», est

(Z-0,)(Z-?4)(Z-?c)...=0,
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puis que l'adjonction simultanée de ses racines réduit le groupe de la pro.-

posée à I (368). Mais cette adjonction doit résoudre complètement la pro-

posée; donc I se réduit à la seule substitution i : d'où ce résultat :

Pour quune équation irréductible f{z) = o soit équivalente à Y{x) = o il

faut et il suffit :
\'^ que l'une de ses racines, z,, soit fonction rationnelle des

racines de F ( ^r ) = o ;
2" que le groupe H

, formé par celles des substitutions

de G [groupe de Y{x)^=o] qui n altèrent pas cette fonction ne contienne

aucun groupe permutable aux substitutions de G ( sauf celui qui est formé de

la seule substitution r).

383. Soit H, un groupe quelconque satisfaisant à la condition ci-dessus :

il existe une infinité de fonctions de a?,,..., x,n invariables par les substitu-

tions de H,, et variables par toute autre substitution de G. Chacune d'elles

sera la racine d'une équation irréductible équivalente à la proposée F(a7) = o

et dont le degré v est égal au rapport des ordres de G et de H,.

Soient «p, et <p'j deux quelconques de ces fonctions;

/(Y)=r(Y-(p.)(Y-cp*)...=o, /'(Y) = {Y-9',)(Y-cp;)... = o

les équations irréductibles dont elles dépendent : 9, et 9'j étant invariables

par les mêmes substitutions s'expriment rationnellement l'une par l'autre.

Soit donc 9', = ^(<?0- On en déduit 9'^ = 'H?*)» ^^^' (356). Donc les di-

verses racines de l'équation /'(Y) =0 s'expriment par une même fonction

rationnelle des diverses racines de /(Y) = 0. On passera donc de l'une à

l'autre de ces deux équations par une transformation rationnelle.

On peut considérer comme appartenant à la même classe deux équations

telles, que les diverses racines de l'une d'elles s'expriment respectivement

par une même fonction rationnelle des racines correspondantes de l'autre.

Le nombre des classes d'équations irréductibles équivalentes à la proposée

Y{x) = o est nécessairement limité, et on pourra le déterminer en cherchant

quels sont les divers groupes H, contenus dans G et jouissant de la propriété

indiquée au numéro précédent : on remarquera d'ailleurs que les v groupes

H,= («0, a„ . . . )» Hi= (
6-' «0 b, b-' a, b,. ..),.. .

correspondent aux diverses racines d'une même équation et ne fournissent

ainsi qu'une seule et même classe.

384. Théorème XIV.— Soient Y[x) = o et f{z) = o deux équations

irréductibles dont les racines soient liées par des relations algébriques
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'pix x,„, z , 2„)^ o, . . . . Toutes ces relations se déduisent d'une seule,

de laforme

OÙ les racines des deux équations sont séparées [^ et ;^ désignant, ainsi que 9,

(les fonctions rationnelles convenablement choisies).

Soit en effet V< une fonction de a7,,...,a?„, variable par toute substitu-

tion; chacune des quantités Xi,...,Xm est exprimable en fonction ralion-

nelle de V,; substituant ces expressions dans la fonction ç, il vient une

équation de la forme

(10) <p(a:„. . ., Xm, z,,..., z,) = 9'{V„ 2,,. . ., Zn)= o.

La quantité V, satisfait donc à l'équation

ç'(X, z„. . .,z„) = o.

D'autre part elle satisfait (353) à l'équation irréductible de degré N,

7r(X)= {X-V.)(X-V,)(X-V4)... = o.

Ordonnons les deux polynômes 9'(X, Zf,..., z„) et n{X) suivant les puis-

sances descendantes de X, et divisons le premier par le second : il viendra

(p'{X, 2.,. . ., 2„) = p(X).7r(X) H- <t(X),

p{X) et (7(X) étant deux polynômes entiers par rapport a X, à coefficients

rationnels en z,,..., z„ et le degré de (7(X) par rapport à X étant au plus

égal à N — I .

Soit donc

.
o-( X ) = AX"-' + BX"-» -f- . .

.

,

deux cas pourront se présenter :

1° Si l'on a simultanément A = o, B = o, ..., on aura, au lieu de l'équa-

tion unique

o = (p'(V„z.,...,z.) = p(V,).7r(V.)H-AV?-'+BV«-»-i-...,

les suivantes ;

7:{V.) = o, A = o, B = o,...,

dont la première est une relation entre les racines ^,,..., ^,„ de l'équation
Y{x) = Oy et les autres des relations entre les racines 5,...,, z„de /{z) = o;

35
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c'est grâce à la présence de ces relations que peut exister l'équation (lo)

qui ne lie qiien apparence les racines de F(ic) = o à celles de /(z) = o.

Ce cas doit donc être rejelé.

2*^ Si l'on n'a pas simultanément A=:o, B — o,..., divisons le polynôme

a(X) par le coefficient de la plus haute puissance de X, puis cherchons le

plus grand commun diviseur A de ce polynôme avec le polynôme ^(X). Les

coefficients de A seront des fonctions rationnelles de z^,..., Zn. D'autre part,

en désignant par V,, V^, Va,,... celles des racines de 7r(X) = qui satisfont

en même temps à l'équation o-(X) = o, on aura

A = (X-V,)(X-V„)(X-V„,)...,

et les quantités V,, Vrt, Va,,... étant des fonctions rationnelles de .-r,,..., ir,„,

si l'on développe le polynôme A suivant les puissances de X, les coefficients

de ces diverses puissances seront eux-mêmes des fonctions rationnelles

de 00,,..., x,„i Mais nous venons de voir que ces coefficients s'expriment

également en fonction rationnelle de z^,..., z,i\ égalant ces deux expres-

sions pour chaque coefficient, on aura une suite de relations de la forme

(11) ^'{Xy,...,X„)=:zy^[Z^,...,Zn), ^^"(.r,,. . ., X„,)z=zyJ'{z,,. .., Zn),.. .

La relation (10) n'est qu'une conséquence de celles-là : en effet les rela-

tions (i i) expriment que les deux polynômes a(X) et n{X) s'annulent tous

deux pour X — V,, X = V^,...; on aura donc en particulier

9'{V„5.,....2„) = p(V,)7:(V,) + <T(V,) = o.

Jl nous reste à démontrer que toutes les relations (i i) qui peuvent exister

entre les racines des deux équations ¥{oc) = o et f{z) = o sont des consé-

quences d'une seule d'entre elles. Cette démonstration n'offre aucune diffi-

culté. Soient en effet H, ce que devient le groupe de l'équation Y[x)^= o

par l'adjonction des quantités z,,...,z„; (|/(^,,..., ^,„) une fonction inva-

riable par les seules substitutions H,; elle sera exprimable rationnellement

en fonction de 2,,---. ^«» et l'on aura ainsi

'^/{xt,. . .,x„) = x{z„.- ., z„).

Les autres fonctions ^', ij>", . . . rationnellement exprimables en fonction

desz,,..., z,^ sont invariables par les substitutions de H, et par suite fonc-

tions rationnelles de 4». Leur expression en fonction de Zf,..., z„ se déduit

donc de celle de ^ en fonction de ces mêmes quantités.
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385. Théorkme XV. — Aucune équation irréductible de degré premier p
ne peut être résolue au moyen d'équations auxiliaires de degré inférieur.

Car l'équatioD étant irréductible, son groupe est transitif: il a donc

son ordre divisible par p-, et l'on voit par le théorème XIII qu'il continue

à être divisible par p tant qu'on n'emploiera pas d'équation auxiliaire dont

l'ordre soit divisible par p. Mais l'ordre du groupe d'une équation auxiliaire

de degré q <ip est un diviseur de 1.2...^; il est donc premier à /?. Donc

l'ordre du groupe de l'équation proposée restera divisible par p tant qu'on

n'emploiera que de semblables équations.

386. Théorème XVI. — L'équation générale du degré n ne peut être réso-

lue au moyen d'équations de degrés inférieurs 'sauf le cas om /i = 4)-

En effet sou groupe a pour ordre 1.2... n. En résolvant une équation du

second degré on peut le réduire au groupe alterné, dont l'ordre est •

Mais ce nouveau groupe est simple (85). Donc l'équation ne peut plus être

résolue qu'au moyen d'une équation auxiliaire telle, que l'ordre de son

groupe soit au moins égal à
'

• Mais si q est le degré de cette équa-

tion auxiliaire, son ordre divise 1.2. ..y. Donc q ne peut être moindre

que n.

387. Considérons au contraire l'équation du quatrième degré

X* + px^ -\- qx^ -h rx -h s z= o.

Soient j:,, x^^ x^^ x^ ses racines; H le groupe d'ordre 8 dérivé des sub-

stitutions (ar^^ET^), (iTjir^), (a;, ir,)(a72^4). Une fonction ©, des racines de

la proposée, invariable par les substitutions de H, dépend d'une équation

du troisième degré (366). Celle-ci résolue, le groupe G de la proposée se

réduit au groupe I formé par celles de ses substitutions qui sont communes
au groupe H et à ses transformés par les diverses substitutions de G. On vé-

ri6e aisément que ces substitutions communes sont les quatre qui dérivent

de (a?, x^) {x3X^)y {x,x^) [x^Xt). Mais ces substitutions sont permutables au

groupe partiel H', d'ordre 2, formé par les puissances de [XfX^) {x^x^).

Donc une fonction des racines invariable par les substitutions de H' dépend

actuellement d'une équation du second degré. Celle-ci résolue, le groupe

de la proposée se réduit à H'. Cette équation se décompose alors en deux

équations du second degré, ayant respectivement pour racines a:,, x^ et a?,,

35.
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a:^ (357). 11 suffira d'ailleurs de résoudre l'une d'elles pour réduire le groupe

de la proposée à la seule substitution i

.

Parmi les diverses fonctions qu'on peut prendre pour 9,, la plus com-

mode est la fonction {ce, + x^ — x^ — x.y, adoptée par Lagrange. On cal-

cule aisément les coefficients de l'équation du troisième degré

Y'— (3^'— 8g)Y'-h{3p'—i6p'q -h i6^'+ i6/>/ — 64s)Y — {p'—ipq + 8/)'= o

dont elle dépend.

Soient i»,, i»2» V3 ses racines, on aura

Xi-hX:, — X3— Xi= \/vtf X, — X2+ X~^— X,= ^i,

X, — Xi— Xi-h Xt::^ V'î>3 , Xi-+- X-i-h X^-h Xt:= — p;

d'où

On a d'ailleurs

X,= y {— p -\- V^U. -h V^UjH- \/Û^),...
4

v/ui v^u j y^ z= [x,-h X2— X3— Xt)[xt — X2-\- X3 — Xi){x, — x-2— Xs-h Xi

=— p^-h^pq — 8r,

d'où

\^''-^-^- -'^r" )

Les autres racines s'obtiennent en changeant les signes des deux radi-

caux indépendants \/v,, ^/ua.

388. Pour appliquer les résultats qui précèdent, il est nécessaire, une

équation étant donnée, de savoir déterminer son groupe. •

La marche à suivre pour traiter cette question sera celle-ci : i^ on for-

mera les divers groupes de substitutions possibles G, G',... entre les racines

X,,..., œ,, de l'équation; 2^ soit G l'un de ces groupes, choisi à volonté : on

s'assurera s'il contient ou non le groupe de l'équation en formant une fonc-

tion 9 des racines, invariable par les substitutions de G et variable par

toute autre substitution, calculant par la méthode des fonctions symétriques

l'équation qui a pour racines les diverses valeurs de 9, et cherchant si cette

équation a, oui ou non, une racine rationnelle. Parmi les groupes de la

suite G, G',... qui contiennent ainsi le groupe de l'équation, le plus petit

sera ce groupe lui-même.

Cette méthode, théoriquement satisfaisante, serait impraticable, s'il fal-



DES IRRATIONNELLES. 277

lait l'appliquer à une équation numérique donnée au hasard. Mais les équa-

tions que Ton rencontre dans l'analyse ont toujours des propriétés spéciales

qui permettent de déterminer leur groupe avec plus de facilité souvent que

leurs coefficients eux-mêmes. Nous en donnerons divers exemples dans les

chapitres suivants.

§ II. — Groupe de monodbomie.

389. Jusqu'à présent nous n'avons considéré que des équations à coeffi-

cients numériques. Mais il est clair que les raisonnements employés seraient

applicables lors même que les coefficients des équations proposées renfer-

meraient certains paramètres indéterminés : et le groupe de l'équation

pourrait varier, suivant qu'on lui adjoindrait ou non ces paramètres.

Supposons, pour fixer les idées, qu'il n'y ait qu'un seul paramètre k : et

soit G le groupe de l'équation proposée après l'adjonction de X'. Toute

fonction 9 des racines et de X- invariable par les substitutions de G sera une

fonction rationnelle de k, à coefficients rationnels. Si donc on fait varier X

d'une manière quelconque, la fonction 9 reprendra la même valeur toutes

les fois que k prendra lui-même la même valeur : ou pour employer le lan-

gage reçu, sera unefonction monodrome de k.

Mais pour qu'une fonction rationnelle 9 des racines et de X- soit une fonc-

tion monodrome de X-, il n'est pas nécessaire qu'elle soit invariable par

toutes les substitutions de G. Considérons par exemple l'équation

Ses deux racines sont des fonctions inonodromes de X-, et cependant elles

ne sont pas rationnelles, si l'on n'a pas adjoint à l'équation l'irrationnelle

numérique ya.

390. Théorème. — Soit Y{x, k) = o une équation dont les coefficients

contiennent un paramètre indéterminé k. On peut déterminer entre les racines

de cette équation un groupe de substitutions H tely que toute fonction ration-

nelle des racines et de k monodrome par rapport à k soit invariable par les

substitutions de H indépendamment de toute valeur particulière donnée à k ,,

et réciproquement.

En effet, supposons qu'après avoir donné à X une valeur initiale réelle

ou imaginaire, mais déterminée, on le fasse varier suivant une loi quel-
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conque. Les racines .r,, x.,,... de l'équation proposée varieront continuel-

lement avec k, et si à la fin de l'opération, k a repris sa valeur initiale kf^,

les valeurs finales de x^y x.,,... satisferont à l'équation V{x, A:o) = o : elles-

se confondent donc, à l'ordre près, avec leurs valeurs initiales. Donc si cha-

cune d'elles ne reprend pas sa valeur initiale, elles seront simplement per-

mutées les unes dans les autres, et le résultat de l'opération sera représenté

par une certaine substitution S effectuée sur ces racines.

Si l'on modifie de toutes les manières possibles la loi de variation de k,

on obtiendra diverses substitutions S, S,,... formant évidemment un

groupe H : car, si en faisant varier k d'une certaine façon on obtient la sub-

stitution S, puis en le faisant varier d'une autre façon, la substitution S,, on

obtiendra la substitution SS, en lui faisant subir successivement ces deux

modes de variation.

Cela posé, soient ç) une fonction des racines et de k, monodrome par rap-

port à k-, ©', 9",... les diverses valeurs que prend cette fonction par les

substitutions de H : en faisant varier k convenablement, on peut opérer

entre les racines les substitutions de H, et par suite transformer 9 en une

quelconque des quantités 9', 9",..., la valeur de k n'étant pas changée.

Mais o, étant monodrome, n'a par hypothèse qu'une seule valeur pour

chaque valeur de k : donc on aura, quel que soit k,

© = 9' = tp" =: . . . .

Réciproquement, si ces égalités sont constamment satisfaites, il est clair

que, de quelque manière qu'on fasse varier k, 9 reprendra sa valeur initiale

en même temps que lui. Donc 9 est une fonction monodrome.

Le groupe H peut être appelé le groupe de monodromie de l'équation pro-

posée. Il est nécessairement contenu, comme on l'a vu plus haut, dans le

groupe algébrique G obtenu en adjoignant k a l'équation.

391. On peut compléter cette proposition en remarquant que toutes les

substitutions de G sont permutables à H. En effet, soit 9 une fonction des ra-

cines de l'équation proposée, invariable par les substitutions de H, et va-

riable par toute autre substitution : c'est une fonction monodrome de k,

telle que/(^). Remplaçons tous les coefïicients àe f{k) par des indétermi-

nées, puis substituons cette expression dans l'équation irréductible dont 9

est racine, et exprimons que le résultat de cette substitution est nul pour

toute valeur de k. On obtiendra un certain nombre d'équations de condition

algébriques auxquelles les coefficients inconnus de la fonction /(^) doivent
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satisfaire. Ces coefticienls sont donc les racines d'équations algébriques à

coefficients numériques.

Cela posé, adjoignons à l'équation proposée toutes les racines de ces

équations numériques. La fonction ç; devient rationnellement exprimable :

le groupe de la proposée ne contient donc plus aucune substitution étran-

gère à H. Mais d'autre part il contient le groupe de monodromie, lequel ne

peut évidemment être altéré par l'adjonction de quantités simplement nu-

mériques : donc il se réduit précisément à H. Donc on réduit le groupe de

la proposée de G à H par l'adjonction de toutes les racines de certaines

équations : donc les substitutions de G sont permutables à H (376).

§ III. — Théorèmes divers.

392. Théorème. — Soit G' un groupe quelconque contenu dans un autre

groupe G ; ses /acteurs de composition diviseront ceux de G

.

Soient en effet l'ordre de G; /, m,... ses facteurs de composition; G, H,

],... une suite dégroupes ayant respectivement pour ordre O, -7-> j--)--- et

tels, que chacun d'eux soit contenu dans le précédent et permutable à ses

substitutions. Soient, d'autre part. G', H', I',... les groupes respectivement

formés par celles des substitutions de G' qui appartiennent à G, à H, à I, etc;

O' O'
0', y,» -p—;' • • • leurs ordres respectifs. Chacun de ces groupes sera évidem-

ment contenu dans le précédent, et, de plus, permutable à ses substitu-

tions. Car, soient, par exemple, g' et h' deux substitutions quelconques ap-

partenant aux groupes G' et H' : h' appartient à H, auquel les substitutions

de G, et notamment ^, sont permutables. Donc ^~' h' g' appartient à H;

mais elle appartient aussi à G' : donc elle appartient à H'; donc g est per-

mutable à ce dernier groupe.

Soient y l'ordre d'un groupe G', aussi général que possible parmi ceux

qui contiennent H', et sont contenus dans G' et permutables à ses substitu-

lions; YY l'ordre d'un groupe G'j, aussi général que possible parmi ceux

qui contiennent H' et sont contenus dans G'j et permutables à ses substitu-

0'
tions, etc. Soient de même

j,
— l'ordre d'un groupe H', aussi général que

possible parmi ceux qui contiennent !', et sont contenus dans H' et permu-
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tables à ses substitutions, etc. Les groupes G', Cj, G'2,..., H', H',,..., I',...

formant ainsi jjar construction une suite telle, que chacun d'eux soit aussi

général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le précédent et

0'
permutables à ses substitutions, et ayant respectivement pour ordre 0', y'

^—r-j- ••> TT' r,
— '•••'

T,
—,'• • •' les facteurs de composition de G' seront X,,

/, I2 l l fJ-t "m ^

l' m'
Xo,..., Yi ' l^i'-» '— Ils diviseront donc respectivement/', m',....

Nous achèverons la démonstration en prouvant que l\m',... divisent

respectivement /, m,

Soient A,, A2,... les substitutions de H; A'j, fî^,... celles de H'; celles

de G' seront de la forme g'^ h'^ ; g\, g^,-", gv étant des substitutions de G'

qui ne satisfassent à aucune relation de la forme g^ = g^, K^, (39 ). Cela posé,

les substitutions de G', appartenant à G, sont permutables à H. Le groupe K,

dérivé de la combinaison de G' et H, aura donc toutes ses substitutions de

la forme g^ K^ h^. Mais K^ h^j appartenant à H, est de la forme hi : les sub-

stitutions de K seront donc de la forme g^ h^. Réciproquement, les /'— sub-

stitutions de cette forme obtenues en faisant varier a et (? appartiennent

à K, et sont distinctes : car si l'on avait g'^ hz = go.'ht', sans avoir 0L = a.\

d'où â = â', la substitution g'j^ g[ =^h^'hj^ appartiendrait à H et à G', et

par suite à H' : désignons-la par h'^.; il viendrait g[ =g'a'h\., ce qui est im-

possible.

Donc l'ordre de K est égal à /' y; mais ce groupe est contenu dans G,

dont l'ordre est 0; donc son ordre divise ce dernier nombre : donc /' di-

vise /. De même m' divise m, etc.

393. Théorème. — Soient G un groupe quelconque ; H et G' deux groupes

contenus dans G; H' le groupe formé par les substitutions communes aux

deux précédents; 0, P, 0', P' les ordres respectifs de ces quatre groupes ; d,

d', e, f les valeurs des entiers k-' -57' ?y ' pTi <^ /e plus grand commun divi-

seur de d et de e : d' sera au plus égal à d, et divisible par -^ •

Soient en effet A,, hi,... les substitutions de H; ^', , A'^,... celles de H' :

celles de G' seront de la forme g'^ h\; g\,..., g'^, étant des substitutions con-

venablement choisies. En outre, le groupe G contiendra au moins les subsli-
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tutions g^ h<^, qui sont toutes distinctes f392), et en nombre Pd'. On aura

donc ?d' = 0, d'où d'=d. •"

D'autre part, on a évidemment ed' ^df: donc ^ divise d'.

394. Théorème. — Soit E une équation décomposable en facteurs ration-

nels X, Y,...: tout /acteur de composition dUine des équations partielles X,

Y, . . . sera un facteur de composition de^\ et réciproquement, tout facteur de

composition de E sera facteur de composition d'une ou plusieurs de ces équa-

tions partielles

.

En effet, on résoudra l'équation E en résolvant successivement les équa-

tions partielles X, Y,..., ce qui pourra se faire pour chacune d'elles à l'aide

d'une suite d'équations simples.

Soient a?,,^;,,... les racines de l'équation X, lesquelles appartiennent

également à E; / son premier facteur de composition : il existe une équa-

tion simple U, d'ordre /, dont la résolution fera connaître des fonctions

de Xi,X2,.., qui auparavant n'étaient pas rationnelles. Cette résolution

abaissera donc l'ordre de X et celui de E en les divisant l'un et l'autre

par / (372), Quant à chacune des autres équations partielles, telle que Y,

son ordre ne sera pas réduit par cette résolution, ou il sera divisé par /,

auquel cas Y aura /pour facteur de composition.

Si donc on résout l'équation X par l'adjonction des racines d'une suite

d'équations simples, on trouvera successivement que chacun des facteurs

de composition de X est un facteur de composition de E. Quant aux autres

équations partielles Y,..., leurs groupes pourront perdre par ces adjonc-

tions quelques-uns de leurs facteurs de composition, mais conserveront

tous ceux qui ne leur sont pas communs avec le groupe de X. Résolvant

maintenant l'équation Y par l'adjonction des racines d'une suite d'équa-

tions simples, on verra de même que tous les facteurs de composition qui

restent dans le groupe de l'équation Y sont des facteurs de composition

de E; et que les équations partielles restantes Z,... conserveront après

cette nouvelle adjonction tous ceux de leurs facteurs de composition qui

ne leur sont pas communs avec X ou Y. On continuera ainsi jusqu'à ce

qu'on ait résolu toutes les équations X, Y,... Mais alors l'équation E sera

elle-même résolue, et le théorème sera démontré.

395. Théorème. — Soient il une équation irréductible et primitive de de-

gré n\ E l'équation de degré n — i obtenue par Vadjonction d'une de ses ra-

36
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cines, a; X, Y,... les diviseurs rationnels de celte dernière équation, supposée

4m'éductible. Tout facteur de composition de l'une des équations partielles X,

Y, . . . divisera Vun au moins des facteurs de composition de chacune des autres

équations partielles.

Supposons, pour fixor les idées, qu'il y ait deux équations partielles, X,

Y, et que Y ait un facteur de composition, m, qui ne divise aucun des fac-

teurs de composition de X; nous allons prouver que l'équation C, supposée

irréductible, n'est pas primitive.

Soit en effet G le groupe de l'équation E : abaissons-le autant que pos-

sible par la résolution successive d'équations simples, dont l'ordre ne soit

pas divisible par m; et supposons que ces adjonctions réduisent successive-

ment le groupe de l'équation E à H,..., à K. L'équation partielle X étant

complètement résolue par ces opérations, et l'équation Y ne l'étant pas, le

groupe final K contiendra des substitutions différentes de l'unité; mais les

racines a;,, a?2,... de X, qui sont actuellement connues, ne seront déplacées

par aucune de ces substitutions (362).

La suite des facteurs de composition de K peut être déterminée, soit d'une

seule manière, soit de plusieurs manières différentes; mais, dans tous les

cas, le premier de ces facteurs sera divisible par m; car, sans cela, le groupe

pourrait être abaissé, contrairement à l'hypotbèse, par la résolution d'une

équation simple dont l'ordre ne serait pas divisible par m. Réciproquement,

K contient tous les groupes contenus dans G et jouissant de cette propriété.

Car soit G' un groupe quelconque contenu dans G et non dans K. Suppo-

sons, pour fixer les idées, que parmi les groupes de la suite G, H,..., K, le

groupe H soit le premier qui ne contienne pas G' : soit H' le groupe formé

par les substitutions communes à H et à G'; soient enfin 0, j» 0', y les or-

dres respectifs de G, H, G', H'. Les premiers facteurs de composition de G',

X,, Xa,... auront pour produit /', qui divise / (392) : ils ne sont donc pas

divisibles par m.

396. Soient maintenant a, a,,..., aj^.., celles des racines de E que les

substitutions de K laissent immobiles. Cette suite contenant, outre la ra-

cine a que l'on s'est adjointe, les racines a?,, x^,... de l'équation X, con-

tient plusieurs racines; mais il est clair qu'elle ne les contient pas toutes.

Cela posé, soient ^ le groupe de ^; S une de ses substitutions, qui rem-

place a par une des racines a, a,,..., a^^,, telle que a, : elle remplacera

toutes ces racines les unes par les autres. En effet, S transforme le groupe G,



DES IRRATIONNELLES. 283

formé des substitutions de ç qui ne déplacent pas a, en un groupe ana-

logue G,, formé de celles de ses substitutions qui ne déplacent pas a,. Ceux

des groupes partiels contenus dans G, qui jouissent de la propriété d'avoir

leur premier facteur de composition nécessairement divisible par m seront

évidemment les transformés de ceux des groupes partiels contenus dans G

qui jouissent de cette propriété. Ils seront donc tous contenus dans un seul

d'entre eux, qui sera le transformé de K, et aura seul le même ordre que

ce dernier groupe. Mais G, contient K lui-même; ce sera donc là ce groupe

d'ordre maximum qui contient tous les autres et qui est le transformé

de K. Donc la substitution S transforme K en lui-même : donc elle permute

exclusivement entre elles les racines a, a, a^-, que les substitutions

de K ne déplacent pas.

Toute substitution de ç qui remplace l'une par l'autre deux des racines

a, a,,..., fljjL-i permute ces racines exclusivement entre elles. Car soit T une

substitution de ç qui remplace, par exemple, a^ parao; ST, remplaçant a

par a.2, permutera exclusivement entre elles les racines a, a,,.. , à^^_, : il

en est de même pour S, et par suite pour T.

Soient a' une autre racine quelconque; U une substitution de ç qui rem-

place a par a' : les racines a', «',,..., a!^_, que U fait succéder à a, a,,...,

a^, , seront, d'après ce qui précède, essentiellement différenles de a, «,,...,

a^-,. D'ailleurs toute substitution de g qui remplace une des racines a,

a,,.. , Oy,.., par une des racines à, a^,..., a!^_, remplacera chacune des ra-

cines a, a,,..., aji_, par quelqu'une des racines a', a\ a!,_,. Car soit V

une substitution de fj qui remplace, par exemple, a par a\ : VU~' rem-

place a par a, : elle remplacera donc les racines a, a,,..., Oji-i les unes par

les autres; et U les remplaçant par a', a, ,..., «'j,_i, V= VU~'- U les rempla-

cera également, à l'ordre près, par a', a\,..., a'^_,.

Si les 2IJL racines écrites ci-dessus n'épuisent pas le nombre n des racines

de C, soient a" une autre racine, W une substitution de.ç qui remplace a

par a" : les racines a", a' ,..., a'_i que W fait succédera a, a,,---» ^[l.-^ sont,

d'après ce qui précède, essentiellement différentes de a, a,,..., a^^, et de a',

a\,..., a'j,_,.

Si /i> 3<x, on continuera de même; et l'on voit ainsi que n est un mul-

tiple de fx, et que les racines de la proposée peuvent être groupées en -

systèmes. D'ailleurs chaque substitution de ç remplace les racines de chaque

système par celles d'un même système. Car soit R une substitution de ç, qui

remplace, par exemple, a" par a',; et soient a\, a,..., â les racines qu'elle

36.
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fait succéder à a", a" ,..., d^_^. La substitution WR appartient à Ç, et rem-

place a, «,,•••• ûj^-' P^^' ^1» «..••, <^- Mais d^ appartient au système d^,

«2,..., «!,_,. Donc a,..., â sont les autres racines de ce système.

Donc l'équation C n'est pas primitive, ce qu'il fallait démontrer.

397. Corollaire I. — Véquation C étant irréductible et primitive, tout

nombre premier qui divise Vordre de E divisera l'ordre de chacune des équa-

tions partielles X, Y,

—

Car soit p un semblable diviseur. Divisant l'ordre de E, il divise un de

ses facteurs de composition; mais ce facteur de composition appartient à

l'une au moins des équations partielles X, Y,... (394). Donc il divise un au

moins des facteurs de composition de chacune des autres équations : donc il

divise l'ordre de chacune d'elles.

Corollaire II. — Si Vune des équations partielles X, Y,.. . a tous ses fac-

teurs de composition premiers, il en est de même des autres.

398. Théorème. — Si une équation E, irréductible et de degré n, a son

ordre divisible par un nombre premier p, supérieur à - n, son groupe G sera

n — /> H- I fois transitif.

Supposons en effet que G soit n — q-v-x fois transitif, q étant >/?• Son

ordre sera égal à n[n— i)...{q-\- \)Çl,Ù étant l'ordre du groupe partiel ç

formé par celles de ses substitutions qui laissent immobiles n — q racines

données a, a,,..., lequel est simplement transitif par rapport aux q racines

restantes. Mais n{n — \)...[q -{- i) n'est pas divisible par p, n étant < 2/?

et q >/?. D'autre part, il ne peut être divisible par p. En effet, considérons

l'équation C de degré q à laquelle se réduit la proposée par l'adjonction

des racines a, a,,...; elle a évidemment pour groupe g". Si elle n'est pas pri-

mitive, soit [L le nombre des systèmes entre lesquels se répartissent ses ra-

cines : le groupe g" est contenu dans le groupe r obtenu en combinant tous

les déplacements possibles des systèmes avec tous les déplacements possi-

bles des racines dans chacun d'eux. L'ordre de ce dernier groupe, évidem-

ment égal à 1 .2... ^( 1.2... i
j

sera donc un multiple de I^; mais il n'est

pas divisible par p, qui est supérieur à --. et, par suite, à ,a et à -• Si, au

contraire, l'équation C est primitive, son ordre est égal à yO, étant l'ordre

de l'équation E', de degré q — i, qu'on obtient en adjoignant une nouvelle

racine b. Mais Ç étant simplement transitif, le groupe de E', formé par celles
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des substitutions de ç qui laissent b immobile, sera intransitif : l'équation E'

se décompose donc en plusieurs facteurs rationnels X, Y,... L'une au

moins de ces équations partielles sera d'un degré d inférieur à -» et par

suite à /?; son ordre, divisant i.2...d, ne sera pas divisible par p. Mais il

est divisible par tout nombre premier qui divise (397) : donc O, et, par

suite, Ù = q0 n'est pas divisible par p.

399. Théorème. — Soient C une équation irréductible et primitive de

degré /i; E Véquation de degré n — i qui s'en déduit par l'adjonction d'une de

ses racines, a; Ç et G les groupes de ces équations. Groupons les substitutions

de G en classes, en réunissant ensemble celles qui sont semblables entre elles :

chaque racine de G sera déplacée par l'une au moins des substitutions de cha-

cune de ces classes.

Supposons en effet qu'il existe une classe C dont toutes les substitutions

laissent immobiles certaines racines a,,..., a^_,. Soit S une substitution

de G qui remplace a par l'une des racines a, a,,..., a^^_,, telle que a,; elle

remplacera toutes ces racines les unes par les autres. En effet, S transforme

le groupe G, formé des substitutions qui ne déplacent pas a, en un groupe

analogue G, formé des substitutions qui ne déplacent pas a,; et la classe C

aura pour transformée la classe formée par celles des substitutions de G,

qui sont semblables aux substitutions de C; mais les substitutions de C, ne

déplaçant pas a, , sont contenues dans G, : donc la classe C est sa propre trans-

formée : donc S remplace les unes par les autres les lettres "a, a,,..., aji_,,

que les substitutions de C ne déplacent pas.

On conclut de là que C n'est pas primitive ^396;.
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CHAPITRE II.

APPLICATIONS ALGÉBRIQUES.

§ I. — Équations abéliennes.

Des équations abéliennes en général.

400. Considérons avec Abel les équations irréductibles dont deux ra-

cines, ^, et x-i, sont liées par une relation rationnelle de la forme

Le groupe d'une semblable équation étant transitif contient une substi-

tution S qui remplace a?, par x.^. Soit [x^X2.'.Xn) le cycle de S qui con-

tient ces deux racines : la fonction nulle x^ — 9(^1) n'étant pas altérée en

valeur numérique par S ni par ses puissances (356), on aura

(i) X2 — cp(.r,) = ^3 — 9(^2) = • • • =-^. — ^(a'n) =o-

Supposons, pour plus de généralité, que l'équation proposée ait d'autres

racines que a?,, x^,..., x„. Soit x\ l'une d'elles : le groupe de l'équation

contient une substitution T qui remplace x, par x\. Soient x\, x'^,..., x'„

les racines par lesquelles elle remplace x,, x^,..., Xn- La substitution T

opérée sur les identités (1) ne les trouble pas (356); on aura donc

x\ — 9(.r',) = X, — (^[x\) = . . . = ^', — 9 «) = o.

Les nouvelles racines a?',, x\,..., x'„ sont essentiellement distinctes des

racines x^, x^,..., x^; car, si x'„ était égal à Xo, par exemple, x\ =(p(x'„)

le serait à 373 = 9(^72); mais l'équation, étant irréductible, n'a pas de ra-

cines égales : donc x\ serait identique à x^, contre rbypotbèse.

S'il existe une racine x'\ qui ne fasse partie d'aucun des deux systèmes

Xf, X.2,..., Xn\ x^, x^,..., x^, on aura de même un troisième système de

racines x\, x\,,.., x"„, distinctes des précédentes, et liées entre elles par



DES IRRATIONNELLES. iiH*

(les relations analogues aux relations (i); et f'on continuera ainsi jusqu'à

ce qu'on ait épuisé le nombre des racines, qui se trouveront ainsi grou-

pées nk n en m systèmes.

401. Soit maintenant U une substitution quelconque du groupe de l'é-

quation donnée, laquelle remplace, par exemple, x'-J'^ par x'^J^ : elle rempla-

cera x'^iy Xs_l,_,...y x!^l^ par x'-^ii, x{l^,..., x'^_^. Car, soit z la racine qu'elle

fait succéder à ic^-, : U n'altérant pas la fonction nulle oé\X^ — r^[x-^'), on

aura z — y (^l^^) = o, d'où z = X;,^li; etc.

Il résulte évidemment de là que toutes les substitutions du groupe

cherché résultent de ïa combinaison de substitutions A permutant tout

d'une pièce les m systèmes de racines, en remplaçant les unes par les autres

les racines qui ont le même indice, avec les puissances des substitutions

circulaires

T = {x,x^. . . x„ , r = {x\ x\ . . - x'„),. . . .

Donc Véquation proposée sera non primitive; et en résolvant une équation

de degré m, on la décomposera en m équations partielles, de degré n, déter-

minant respectivement les m systèmes de racines a?,, Xj,..., Xn\ x\, x'^,...,

x'„;... (359). Les groupes de ces équations partielles ne contiendront plus

respectivement que des puissances de F, des puissances de F', etc.

402. Nous nous trouvons ainsi amenés à étudier les équations dont le

groupe est formé par les puissances d'une seule substitution circulaire.

M. Kronecker a proposé de les nommer équations abéliennes : mais il nous

paraît convenable d'étendre cette désignation à une classe d'équations plus

générale, également considérée par Abel, et qui se traite d'après les mêmes
principes. Nous appellerons donc équations abéliennes toutes celles dont le

groupe ne contient que des substitutions échangeables entre elles.

403. Si une équation abélienne n'est pas irréductible, les facteurs irfé*

ductibles dont elle est le produit seront eux-mêmes abétiens. Car soient F,

F', ...ces facteurs irréductibles; x, x,,...;x', x\,...;... leurs racines.

Chaque substitution du groupe de la proposée sera de la forme AA'...;

A, A',... étant respectivement des substitutions qui permutent entre elles

les racines j?, x,,..., les racines x', x\,..., etc. Mais, pour que deux sub-

stitutions de cette forme. A, A',..., Aj Aj... soient échangeables entre elles,

il faut é\idemment que A, soit échangeable à Aj, A', à A'^, etc. Donc les
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substilutions A,, Aa..-- sont toutes échangeables entre elles; et l'équation

F = o, dont le groupe est formé de ces substitutions (*), est abélienne.

Il nous suffira donc d'étudier les équations abéliennes irréductibles.

404. Théorème. — Les racines d'une équation abélienne irréductible s ex-

priment toutes par des fonctions rationnelles (f>{x), ^{x),... d'une seule d'entre

elles : et les symboles d'opération cp, ^,... seront échangeables. Réciproque-

ment, toute équation irréductible dont les racines jouissent de cette propriété

est abélienne.

Soit S une substitution du groupe G d'une équation abélienne irréduc-

tible : elle déplacera toutes les racines, ou se réduira à l'unité. Car suppo-

sons qu'elle laisse immobile une racine œ. Soient y une autre racine quel-

conque; 1 une substitution de G qui remplace x par j : 2~'S2 laissera y
immobile. Mais I~* S1 = S> : donc S laisse toutes les racines immobiles, et,

par suite, se réduit à l'unité.

Donc le groupe de l'équation proposée se réduit par l'adjonction de x h

la seule substitution i : donc ses racines x, y, z,... sont toutes des fonctions

rationnelles de x.

Soient par exemple 7 = 9(0?), z = ^[x) : G, étant transitif, contient une

substitution T qui remplace x par j, et une substitution U qui le remplace

par z. Soient t la racine que T fait succéder à 2; w celle que U fait S4iccéder

à j. La substitution T, opérée sur la fonction nulle z — ^{x) n'altère pas

sa valeur (356). Mais elle la cbange en t— ^(j). Donc / est égal à
<f (y),

ou ip[9(a?)]. De même, la substitution U, opérée sur la fonction nulle

y—(p{x), n'altère pas sa valeur. Donc u est égal à (p{z) ou (p[^{x)].

Mais TU et UT remplacent respectivement x par u et par /; ces deux sub-

stitutions étant identiques, par hypothèse, on aura u = t.

Réciproquement, soient x, y, z,... les racines d'une équation quel-

conque, jouissant de la propriété indiquée au théorème; T et U deux sub-

stitutions de son groupe, qui remplacent respectivement x par 7 = 9(0?)

el z = ^{x) : T n'altérant pas la fonction nulle z — d^ {x), remplacera z par

une racine t égale à ^{y) ou ^[9(0?)] : U remplacera de même y par

<p
[i\>{x)] = t. Les deux substitutions TU et UT remplaceront toutes deux x

(*) En effet, pour qu'une fonction de a:, jr,,. . . soit rationnelle, il faut et il suffit qu'elle soit

invariable par les substitutions A, A',,..., A, A',...,..., ou, co qui revient au même, par les sub-

stitutions A,, Aj,
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par une même racine t. La racine x étant d'ailleurs quelconque, ces deux

substilulions sont identiques.

iOô. Théorème. — Fm résolution d'une équation abélienne irréductible de

degré n^= p'*(f... [p, q,... étant premiers) se ramène à celle d'équations ana-

logues de degrés p^, ^*,

Soit, pour fixer les idées, n^=p"^q^\ et soit G le groupe de l'équation

proposée : son ordre est égal à n (358). Donc l'une quelconque de ses sub-

stilulions a pour ordre un diviseur de n, tel que p'^q^, et résultera de la

combinaison de celles de ses puissances qui ont respectivement pour ordre

y»*, q^. Donc on obtiendra toutes les substitutions de G en combinant en-

semble celles de ses substitutions P,, Po,..; Q,, Q2,... qui ont respective-

ment pour ordre une puissance de /?, et une puissance de q. Ces substitu-

tions étant échangeables entre elles, toute substitution dérivée de leur

combinaison pourra évidemment se mettre sous la forme l*^, ^ étant dé-

rivée de P,, P2,..., et ^de Q,, Q2,....

Les substitutions $ ont toutes pour ordre une puissance de p. Car soit

PiPo... l'une d'entre elles : on aura

(P,P,...)/''=Pf Pf...= i:

donc l'ordre de P, P^... divise/?". De même les substitutions ^ ont pour

ordres des diviseurs de (f

.

Deux substitutions ^,^<, ^2^2 tie la forme ^\, sont distinctes, à moins

qu'on n'ait Ç, = ^2. ^1 = ^2- Car, en les supposant égales, on aura

^'Ç, = ^j^~', égalité dont le premier membre a pour ordre un diviseur

de pP et le second un diviseur de q^. Ils ne peuvent donc être égaux sans se

réduire à l'unité : donc Ç, = Ç^. ^i = ^2-

Le nombre n des substitutions ^^ est donc le produit du nombre tt des

substitutions ^ par le nombre y^ des substitutions ^. Mais les substitu-

tions ^ ayant toutes pour ordre une puissance de/?, et formant un groupe,

par construction, l'ordre rr de ce groupe sera une puissance de />; de même,

/ est une puissance de q. Cela posé, l'égalité 7rx = n=^p'^(f entraînera les

suivantes : 7:=/?'', j^z= q^

.

Soit maintenant o une fonction des racines de l'équation proposée, inva-

riable par les 9* substitutions de la forme ^ et variable par toute autre

substitution. Elle dépend d'une équation irréductible de degré />** (366).

Cette équation est abélienne. Car soient S, S, deux substitutions quel-

conques de G: ces substitutions, effectuées sur les/?" valeurs distinctes de

s?
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la t'oiiclion (p, équivalent respectivement à des substitutions 1, 1, opérées

entre ces valeurs; et les substitutions SS,, S, S équivaudront évidemment

aux substitiilionsI2,, 1,1. MaisSS, = S,S, par bypotbèse : donc 22,=: 2, 2.

Les substitutions 1, 1,,..., qui forment le groupe de l'équation auxiliaire

dont dépend 9, sont donc échangeables entre elles, et celte équation est

abélienne.

Soit de même ^ une fonction des racines, invariable par les substitu-

tions (S et variable par toute autre substitution. Elle dépendra d'une équa-

tion abélienne irréductible de degré g^.

Les racines de la proposée s'exprimeront rationnellement en fonction

de 9, ^ : car l'adjonction de ces deux fonctions réduit le groupe de l'équa-

tion à la substitution i, qui seule les laisse toutes deux invariables (362).

i06. Théorème. — La résolution d'une équation abélienne irréductible de

degré p'^ se ramène à celle d'équations abéliennes successives, dont les groupes

ne contiennent que des substitutions d'ordre p [la substitution 1 exceptée).

Soit G le groupe d'une semblable équation. Ses substitutions ont toutes

pour ordre une puissance de/>; soit p^ l'ordre de celles de ces substitutions

dpnt l'ordre est maximum. Celles des substitutions de G dont l'ordre ne

dépasse pas /?^~' forment un groupe H. Car soient T, T, deux de ces substi-

tutions, on aura

donc TT, jouit de la même propriété que T et T, . Soif />* l'ordre du groupe H.

Soit maintenante une fonction des racines de l'équation, invariable par

les substitutions de H, et variable par toute autre substitution. Elle dépend

d'une équation irréductible de degré /?'^~*. On voit, comme au numéro pré-

cédent, que cette équation sera abélienne. De plus, toutes ses substitutions

ont pour ordre p. Car soient S une substitution quelconque de G, 1 la sub-

stitution correspondante du groupe de l'équation en «p : la substitution S''

aura évidemment pour correspondante 2''; mais l'ordre de S^' divise />'"'
:

donc sa correspondante se réduit à l'unité : donc 2^=1.

. La fonction 9 étant supposée déterminée, son adjonction réduira le groupe

de la proposée à H. Soit de même H, le groupe formé par celles des substi-

tutions de H dont l'ordre ne dépasse pas p^--. Une fonction 9,, invariable

par les substitutions de H,, dépendra d'une équation abélienne telle, que

les substitutions de son groupe soient d'ordre p: son adjonction réduira le

groupe de la proposée à H,, etc....
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407. Théorème. — La résolution d'une équation abélienne irréductible,

de degré //', et ne contenant dans son groupe que des substitutions d'ordre p
(la substitution i exceptée) , se ramène à celle de n équations abéliennes irré-

ductibles de degré p.

Soient F le groupe de l'équation proposée, A l'une de ses substitutions :

F contiendra les p substitutions r , A, . . . , A''"' . Soit B une autre substitution

de F : ce groupe contiendra les/?* substitutions de la forme A"B^, lesquelles

sont toutes distinctes : car si l'on avait A°'B^= A*'B^', sans avoir |3^/5',

d'où as^a' [moà p), on en déduirait B^"^'=A*'~*, d'où B = A'*'"'^'', r étant

une racine de la congruence (P — jS'jr^i. Donc B serait une puissance

de A, contre l'hypothèse faite.

Supposons « > 2 , et soit C une substitution de OL différente des précé-

dentes : F conliendi'a les p^ substitutions de la forme A*B^D, lesquelles

sont distinctes : car si l'on avait A*B^C^= A^'B^^'O', sans avoir y^^y', d'où

^^|S', a^a\ C serait de la forme A*B^, contre l'hypothèse faite.

Continuant ainsi, on voit que les substitutions de F f^ont de la forme

A*B^D..., A, B, C,... étant n substitutions dont aucune ne dérive des pré-

cédentes.

Soient maintenant o, ^, ;^,... des fonctions des racines, respectivement

invariables par les/?"* substitutions B^D..., par les substitutions A*0...,

par les substitutions A' B^..., etc. Chacune d'elles dépend d'une équation

abélienne de degré p, et les racines de la proposée s'exprimeront rationnel-

lement en fonction de 9, ^, y^,

408. Soit R l'une des racines de l'équation proposée; désignons par le

symbole ixy z...) celle des racines que la substitution A'^B'C... fait suc-

céder à R. La substitution A-^B^C... A*B^C^... fera succéder à R la racine

que A^B^C^... fait succéder à [xy z...). Mais cette substitution, étant égale

àA'^B^-^PC'^T^..., remplace R par (a;+ a,v-i-p,z-f-7,...). DoncA'B^D...
remplace [xy z...) par cette dernière racine. On aura donc

k'B^O. . .= \- x,x,z,... j; 4- a, ; H- (3, 2 -+- y, . . . |

Équations binômes.

409. Comme application, considérons l'équation binôme

a:"= I .

37.
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Toute racine commune à deux équations de celte forme, x" = ï et .x'" = r

,

satisfait à Véquation x^ =^\ , 9 étant le plus grand commun diviseur de m
et de n.

Soit en effet n > w. Si m divise n, la proposition est évidente. Dans le

cas contraire, soit n = mq + r: des deux équations ^'"^+' = 1, x'" = i, on

déduit évidemment x^= i.De cette équation, combinée avec x'" = i, on dé-

duira de même a:''=i, s étant le reste de la division de m par/-, etc....

En particulier, si ô = 1, les deux équations n'auront d'autre racine com-

mune que l'unilé.

410. Soit maintenant a une racine de la congruence x" = \ : formons la

suite de ses puissances, i, a, a^,..., a'",...; soit a? la première d'entre

elles qui se réduise à l'unité : tous les termes de la suite qui précédent a^

seront différents. Car si l'on avait a'^=a\ r et s étant < p, on en déduirait

a'~^= i, r— s étant < p, ce qui est contraire à l'hypothèse. Il est clair que

tous les term.es de la suite se reproduiront périodiquement à partir de «p.

Vexposanl p divise n : car a, satisfaisant aux deux équations a" = i et

aP = I , satisfait à la suivante a^= i , Q étant le plus grand commun diviseur

de n et de p. Mais, par hypothèse, aucune puissance de a inférieure à la
p'^'"''

ne se réduit à l'unité ; donc 5 =/9.

Si p = n, a sera une racine primitive de l'équation proposée.

411. Problème. — Trouver le nombre des racines primitives de l'équa-

tion x" = 1

.

i" Soit n=p'^, p étant premier. Les racines non primitives satisfont à

l'équation xp''~'=i et sont en nombre /?*"'. Les autres racines, en nombre

/>°' ( 1 —
-

J 1 sont primitives.

2° Soit n=p'^q'^..., p, q,... étant premiers et différents. Soient respecti-

vement A, B,... des racines quelconques des équations xp'=z i, x^' = \ ,. ..:

on aura (AB...)"= A"B"...= i . Donc AB... est une racine de l'équation

proposée. Réciproquement, en faisant varier A,B,..., on obtiendra />*^^..

produits tous différents, qui seront les diverses racines de la proposée. Car

si l'on avait AB...= A'B'... sans avoir A = A', B = B',..., et qu'on eût par

exemple A<A', il viendrait

*

AA'-=:B'B-'..., d'où (AA'-'/--=(BB'-..'./•••=!,
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ice qui ne peut être : Car on a (AA'~*)''*= i; AA'-' serait ainsi racine com-

mune aux deux équations a?''*= i, a;'^*-=i, ce qui est absurde, car elfes

n'ont d'autre racine commune que l'unité (409).

Cela posé, si A, B,... sont des racines primitives des équations corres-

pondantes, AB... sera une racine primitive de la proposée; sans quoi elle

satisferait k l'une des équations

x'' =: l, x'^ =t,. . ..

ce qui est impossible; car ou a, par exemple,

n n n n

expression < ï , - n'étant pas divisible par /?', ordre de la première puissance

de A qui se réduit à l'unité.

Au contraire, si l'une des quantités^, B,..., A par exemple, n'était pas
n

racine primitive, il est clair que (AB...)'' se réduirait à i, el AB... ne serait

pas racine primitive.

Les équations a;'**= i , a^^= i , . . . ayant respectivement />*
(

i — -
)'

p^y
J

î •
. racines primitives, la proposée en aura nix j(i )•••

Soit a l'une de ces racines primitives : les autres seront évidemment les

puissances d'ordre premier à /i de celle-là.

412. Supprimons par la division tous ceux des facteurs de l'équation
n n

a;"— i = oqui lui sont communs avec les équations a?^ — i = o, a;'' — i = o,...:

nous obtiendrons une équation Y{x) = o ayant pour racines les racines pri-

mitives de la proposée. Les équations considérées ayant pour premier coef-

ficient l'unité, la division n'introduira pas de fractions, et ¥{x) aura ses

coefficients entiers : de plus, le premier de ses coefficients sera égal à i.

Théorème. — L'équation ¥{x) = o est irréductible.

Cette importante proposition, prouvée d'abord par Gauss dans le cas où

n est premier, a été établie généralement par M. Kronecker. Parmi les dé-

monstrations qui ont suivi la sienne, nous choisirons celle de M. Dedekind.
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413. Lf.mmf. — Si F (a?) a un diviseur rationnel -f (x) dont le premier

coefficient soit égal à i, tous les autres coefficients de f{x) seront entiers.

Car supposons qu'il en soit autrement; posons

•

(p{x) sera un polynôme dont les coefficients seront rationnels, le premier

étant égal à i. Supposons les coefficients fractionnaires réduits à leur plus

simple expression, tant dans ç(a;) que dans f{oc). Soit p un des facteurs

premiers qui entrent en dénominateur dans les coefficients de f{oc); et soit

Mx^ un terme de \{oo) tel, que p y entre en dénominateur à une plus"

haute puissance que dans les précédents, et à une puissance non moindre

que dans les suivants. Soit Nx" un terme choisi de la même manière dans

^

—

- (p entre en dénominateur au moins dans le premier terme de cette

expression). Parmi les termes en x^^^ que contient le \)Yodmi f{x)——
développé se trouvera le terme MN^r'^"^'', qui contiendra p en dénominateur

à une puissance au moins égale à 2, et supérieure à celle à laquelle il se

trouve dans les autres termes du même degré. Donc en réduisant ensemble

les termes de ce degré, p restera en dénominateur au moins à la seconde

puissance : multipliant par /;, ce nombre resterait encore au moins une fois

au dénominateur de ce terme-là: résultat absurde, les coefficients de

Y(x)=zf(^x)<p[x) étant entiers.

414. Procédons maintenant à la démonstration du théorème. Supposons

¥{x) décomposé en facteurs irréductibles; soit

f{x) = {x — a)(x-~ b).. . —x'' + M,x'-'-\- N,x''—'-+-. . .

un de ces facteurs, choisi parmi ceux dont le degré est minimum. Nous al-

lons établir que fi[x) admet toutes les racines de ¥{x), lesquelles ne sont

autres que les puissances d'ordre premier à n de 1^ racine a.

i" Si fi(x) admet pour racines a"^ et a\ il admettra pour racine a'^^ Car

l'équation /, (x^) = o, ayant une racine commune a avec l'équation irréduc-

tible f{x) = o, admettra toutes les racines de cette dernière, et en parti-

culier a" : donc /, [a''^) = o : donc /, {x) admet la racine a". Il suffit donc

de prouver que f,{x) admet celles des racines de f (x) qui sont de la

forme «^, n étant premier.
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a** Or le polynôme

f^{x) = [x — a') {x — 6'). . . = jr^+ M=x""-' + N= jr""-'-+- . .

.

a ses coefficienls évidemment entiers, et de la forme M^-hTrOR, N^ + nX,...;

-^'>n., JLf... étant des fonctions symétriques des racines de /i{x)t et, par

suite, des entiers. Mais le théorème de Fermât donne M^^eeM,, N^^N,,...,

(mod ;r). Donc M^i^^M,, N^e^N,,-., et enfin /^(a:)^:^/, (^). D'ailleurs les

racines de f-^^x) étant des puissances de a, ^,..., d'ordre premier à «, sont

des racines de F(a;): doncyîj(j:) divise F(jc*) : enfin il sera irréductible;

car s'il avait des diviseurs rationnels, leur degré serait -< X, ce qu'on sup-

pose impossilile.

Cela posé, on aura ^(x) =:/,(a7). Car s'il en était autrement, F(ic), et

par suite x'* — \, serait divisible par le produit de ces deux fadeurs. Soit

x' — \—f\x)f^Xx]^[x)^f\[x)o[x) (motl.rj;

«

on en déduit en différenlianl

/j^»-'= 2/',(x)y;(j:)o(a:)-+-/î(^)cp\x) (mod. r).

Les deux congruences ot" — i e^e o et /2x"~' ss o auraient donc en commun
toutes les racines de la congruence f^[x)^o : résultat évidemment ab-

surde, car la première n'est pas satisfaite par la valeur j7^o, qui seule

satisfait à la seconde. Donc f\{x^ se confond avec ^^(a?), et admet la ra-

cine dr

.

415. Cherchons maintenant la forme des substitutions du groupe G île

l'équation F(a?) = o.

I** Soit d'abord n=p'^, p étant premier impair. Soient x^ une des ra-

cines de F(x), g une racine primitive de la congruence

gr/.'-p— '= , (mod. ^*).

Les racines de Y[x) seront données par la suite

> Xtf Xy — JT* , Xi— X'[ —. JT'J , • • •

dont les p"^ — p^~* premiers termes sont distincts, et s'expriment chacun

par une même puissance du précédent. Cela posé, la substitution de G qui

remplace x^ par x, remplacera en général x^ par œ^^, (iOl); elle .sera
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donc circulaire : en outre, ses puissances constitueront a elles seules le

groupe G (401).

2° Soit n = 2'.S\ y<2, la congruence

fci

'' '^i (mod. 2')

ayanl encore une racine primitive, on raisonnera comme tout à l'Jieure. Si

V >> 2, cette congruence n'a plus de racines primitives : mais on peut dé-

terminer (14) un entier a tel, que la moindre valeur de t qui satisfasse à la

congruence a'^^i (mod. 2^^) soit 2"'~^, puis un entier b qui ne soit pas

une puissance de a, el dont le carré soit congru à i (mod. 2'). Les deux

suites

a, a-,. . ., a-'~^^ a"; ba, ba^, . . ., ba''~^ ( mod. 2')

J^reproduiront tous les nombres inférieurs et premiers à 2'.

Gela posé, soit R = (0,0) une des racines^e F(a^); et désignons en géné-

ral par {r, s) celle des racines de cette équation qui est égale à (0,0)*''''.

Le groupe de l'équation sera formé des substitutions de la forme

I

f , * r -t- a, s 4- (3 |.

Soit en effet S une substitution du groupe, qui remplace (0,0) par (a, |S).

Soient (r, 5) une racine quelconque, [p, q) celle qu'elle lui fait succéder. La

substitution S opérée sur l'identité (r, 5) = (o, o)*'''' donnera

(p, o-)= {a, [3)*'''''=(/M-a,i + (3), d'où p = r + a, o- = 5 -h [3,

Y(x) n'ayant pas de racines égales.

3*^ Soit enfin n^=p*^qK.., p, q,... étant premiers et différents. Désignons

respectivement par j,,, j,,..., parso, s,,..., etc., les racines des équations

fir)=^T:r, = 0, l{z) = —^^ =--0,....
rP — I 2V — 1

Soient

(2)
I Xr >•=(') 1' i

^s Ziu)\,---

les substitutions des groupes de ces équations.
''

Nous avons vu que les racines de F (a?) sont les divers produits de la

forme VrZj... (411). Posons en général (r, 5,...) — v^Zf.... Les substitutions



DES IRRATIONNELLES. 2»7

du groupe cherché seront les suivantes :

(3)
I
r,s,... o(r),q.(5),-.. |

En effet, soit K une fonction des x invariable par ces substitutions; con^

sidérons-la d'abord comme fonction des y, les z,... étant traités comme des

coefficients indéterminés : K étant invariable par les substitutions

\r,s,... (p(r),*,...
I,

ou
\ Xr r?W I

sera une fonction rationnelle des coefficients de /{y) et des quantités Zo,

Zf,. ..;... .On voit de même que K peut s'exprimer rationnellement en fonc-

tion des coefficients de /(j), de ceux de /,{z) ei des indéterminées sui-

vantes (représentées par des points dans l'écriture); et enfin que K est ra-

tionnel. Donc le groupe cherché est exclusivement formé des subslitu-

tions (3) qui n'altèrent pas K.

D'ailleurs il contient toutes ces substitutions. Car les substitutions (2)

élant respectivement en nombre />" 1 1 — -
]
» yM i — -

j
» • • • les substitutions

dérivées des substitutions (3) seront en nombre n(i— -j(i )••• seule-

ment : et le groupe cherché, étant transitif, contient au moins ce nombre de

substitutions.

§ II. — Équattons de Galois.

416. Soit F(a7) = o une équation irréductible de degré premier /?, et

dont toutes les racines s'expriment rationnellement en fonction de deux

d'entre elles x^ et x,. Cherchons quel sera son groupe G.

L'ordre de G ne peut dépasser p(p — 1). En effet, il est égal au produit

du nombre des systèmes de positions distinctes que ses substitutions don-

nent à Xo et X, par l'ordre du groupe partiel H formé par celles de ses sub-

stitutions qui ne les déplacent pas (44). Le premier de ces deux nombres
est au plus égal à p{p — i) : et le second se réduit à l'unité, l'adjonction

de Xo et de Xt devant réduire le groupe de l'équation à la seule substitu-

tion I .

D'autre part, G étant transitif (357), son ordre est divisible par/? : donc

G contient au moins une substitution d'ordre p. Cette substitution A, é^ale à

{xoXi.,. x^... Xp_,), pourra être représentée par le symbole
\
z z -h- 1 |.

Le groupe G ne contient aucune substitution d'ordre/?, sauf x\ et ses puis-

38
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sances. Car, s'il en contenait une autre B, il contiendrait les p^ substitu-

tions A"B^ lesquelles sont toutes distinctes : car si A"B^ était égal à A*'B^',

sans qu'on eût |S'= |3, d'otf a' = a, B serait une puissance de A, contre l'hy-

pothèse (407). Mais G contient au plus />(/? — i) substitutions : donc il ne

peut contenir de substitution telle que B.

La transformée de A par une substitution quelconque S du groupe G est

semblable à A et fait partie de G : c'est donc une puissance de A. Soit donc

S=
I

3 9(2) I

: on aura une relation telle que S~*AS— A'', d'où la con-

dition

tp(z -f- 1) = (p(z) + «, ou 9 ( 3) = az +- a.

Donc G ne contient que les substitutions de la forme

\
z az -h oc \.

Il peut d'ailleurs les contenir toutes. Car supposons que le groupe de l'équa-

tion F(a7) = o ne contienne que des substitutions de cette forme : chacune

d'elles, sauf l'unité, déplace l'une au moins des deux racines Xq, ^,. Donc

l'adjonction de ces deux racines réduit le groupe de la proposée à la seule

substitution i; donc les autres racines sont fonctions rationnelles de ces

deux-là.

417. La résolution de l'équation proposée Y [x] =^ o se ramène à la résolu-

tion successive de deux équations abéliennes, de degrés p — i et /?. Car soit 'p,

une fonction des racines invariable par les seules substitutions
\
z zh- a |.

Adjoignons 9, à l'équation proposée : son groupe se réduira aux substitu-

tions ci-dessus : elle devient donc abélienne.

D'ailleurs 9, dépend d'une équation abélienne de degré /> — 1 . Car soit a^

ce que devient cp, par la substitution
\
z ^52 [

: «p,, . . ., (pp_, dépendent

d'une équation de degré jo— i. En outre, pour qu'une fonction de ces quan-

tités soit rationnelle, il faut et il suffit qu'elle soit invariable par chaque

substitution de la forme
\
z az -h a \, laquelle équivaut au changement

de 9p en (p^p. Le groupe de l'équation en (p, est donc formé des substitutions

de la forme
|
p ap |, lesquelles sont évidemment échangeables entre elles.

418. Comme exemple du type d'équations que nous venons de discuter,

on peut citer la suivante :

xf— A = o

lorsque la racine/?"^'"* de A est irrationnelle.
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Soit oon l'une des racines de cette équation : les autres seront

X| ::^ yjC), Xi "^^^ y x^f • • • > Xp—\ — y^ Xof

X étant une racine p'^'"' de l'unité.

Toutes les racines Xq, x,,..., Xf,_, s'expriment rationnellement par deux

d'entre elles : car x^, par exemple, est égal à x\ x^~''. Donc l'ordre de l'équa-

tion proposée divise />(/?
— i).

Il est d'ailleurs un multiple de p ~i : car la résolution de cette équation,

faisant connaître j= —) entraîne celle de l'équation irréductible Y, d'or-
Xo

dre p — i, dont dépend y. Donc réciproquement l'adjonction des ra-

cines de Y abaissera le groupe de la proposée en divisant son ordre par

/?
—

I (378). Après cet abaissement, l'ordre du groupe se trouvera réduit

à I ou à ^3.

Il ne peut se réduire à i : car s'il en était ainsi, l'équation proposée,

ayant l'ordre de son groupe inférieur à p, ne serait pas irréductible. Soit

donc

XP— \ = (^{x)<f,{x).. .

son premier membre décomposé en facteurs irréductibles

0{X) = {X — Xa){x — Xaf). . ., <f,{x) = {x—Xi){x ~ X//) . .......

Le coefficient du second terme de (p{x) est égal à

Celui du second terme de (pt{x) est de même égal à — a^o(7* + 7* -!-•••)• ^^^

deux coefficients sont rationnels : leur rapport est donc égal à une quantité

M
rationnelle ^^ d'où l'on déduit l'égalité

laquelle, étant au plus du degré p — i en j, et n'étant pas identique, devra

nécessairement se confondre avec la suivante :

Y = I + j -f- . . . -I- xP-'= o.

. On aura donc M = — N, et, en outre, la suite J'',7'*',...,r^:K*',... con-

38.
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tiendra toute la suite des termes i, j, ...,y~'. Donc le nombre des fac-

teurs (3?(^), (p,(a7),... ne peut dépasser t..

Ov la résolution de Y entraînant par hypothèse celle de l'équation

af-- A = o, chacune des racines Xo,x,,... sera une fonction rationnelle

dey. Soit, par exemple, Xa=^{y). Le degré de l'équation irréductible

(p[x) = o à laquelle x^. satisfait est égal au nombre des valeurs distinctes

que prend la fonction ^ (y) lorsqu'on y effectue les substitutions du groupe G

de l'équation /(/) — o. Ce nombre v est égal à ^-^'» «^ étant l'ordre du

groupe partiel formé par celles des substitutions de G qui n'altèrent pas

Soient donc v, v, les degrés respectifs des facteurs <p(^) et f,{jo) : tous

deux divisent /> — i: et leur somme est p : résultat absurde, à moins qu'on

n'ait v=/? — i, V, =1. Mais alors la proposée aurait une racine rationnelle,

ce qui n'est pas.

Donc l'ordre du groupe de l'équation x'' — A = o est égal à p[p — i) : et

cette équation est irréductible.
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CHAPITRE III.

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES.

419. L'un des problèmes les plus fréquents de la géométrie analytique

est de déterminer quels sont les points, ou bien les lignes ou surfaces d'une

espèce donnée, qui satisfont à certaines conditions. Lorsque le nombre des

solutions est limité, les coordonnées du point cherché (ou les paramètres

que renferme l'équation des lignes ou surfaces cherchées) sont déterminées

par un système d'équations algébriques A, B,... en nombre égal à celui des

inconnues a^, y, Eliminons toutes les inconnues, sauf une seule, oo : on

sait que le degré de l'équation finale X indiquera le nombre des solutions

du problème : et si les racines de celte équation sont inégales, soit x^ l'une

d'elles: on aura les valeurs correspondantes de ^,... exprimées en fonction

rationnelle de x^, en substituant Xq à la place de x dans les équations A,

B,..., et cherchant le système des solutions communes à ces équations.

Les points, lignes ou surfaces cherchés sont donc déterminés lorsqu'on a

résolu l'équation X, et correspondent respectivement à ses diverses racines

Xo,x,, Nous conviendrons de désigner par Xo,x,,... ceux des points,

lignes ou surfaces cherchés qui correspondent respectivement aux racines

jTo, X,, Cette locution sera commode, et n'offre aucun danger de confu-

sion, les deux choses ainsi désignées par le même nom étant de nature ab-

solument différente.

Les solutions des problèmes dont il s'agit sont en général assez nom-

breuses, mais liées les unes aux autres par certaines rdations géométriques.

De ces relations on déduit immédiatement l'existence d'une fonction en-

tière (p(xo,x,,...) dont le groupe contient celui de l'équation X. Récipro-

quement, si l'on était certain de connaître loutes les relations géométriques

que présente la question proposée (ou du moins celles dont les autres dé-

rivent), le groupe de l'équation X contiendrait toutes les substitutions du

groupe de 9(0^0, ^,,...). Mais une semblable certitude est difficile à obtenir,

malgré le soin apporté par d'habiles géomètres à l'étude de ces problèmes.

Il ne serait donc pas impossible que les équations auxquelles ces problèmes
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donnent naissance eussent parfois une fornie plus parliculiëre encore que

celle que nous allons trouver, en nous appuyant sur les résultats obtenus

par nos prédécesseurs.

§ P^ — Équation de M. Hesse.

420. On sait que les neuf points d'inflexion des courbes du troisième degré

sont situés trois à trois sur douze droites, qui s'y coupent quatre à quatre. Dé-

signons ces points, ou les racines de l'équation X dont ils dépendent, par le

symbole [x y), chacun des indices x, jetant variable de o à 2 (mod 3) : et

représentons par [ocy) [x' y') [x" y") la droite qui passe parles trois points

[xy], [x'y'), [x"y")\ il est aisé de voir que les douze droites correspon-

dent aux douze termes de l'expression

o = (00) (01) (02) -4- (lO}{l l)(l-2) -)- (20) (21) (22)

-4- (00) (10) (20) -t- (01) (il) {21) -1- (02) (12) {22}

+ (00)(ll)(22j + (01) (20) (12) -+- (02) (10) (21)

-4- {00)(l2)(2l) -4- (01) (10) (22) -4- (02) (20) (il)

formée par les produits tels que [xy) [x' y') [x" y") qui satisfont aux rela-

tions

(1) X + x -\- x" ^y -r-
y'

-^ y" ^o (mod 3).

421. Le groupe de l'équation X se réduit aux substitutions qui n'altèrent

pas l'expression 9. Car soit abc l'un des termes de 9 : la condition géométri-

que que les trois points a,b, c soient en ligne droite s'exprime analytique-

ment par une équation de condition entre les coordonnées de ces points. Mais

ces coordonnées s'expriment rationnellement en fonction des racines corres-

pondantes a, b, c de l'équation X. Substituant ces valeurs des coordonnées

dans l'équation de condition, on aura une relation de la forme

4> («, l>, c) =3 o.

Soient maintenant S une substitution quelconque du groupe cherché;

a , h\ c' les racines par lesquelles elle remplace a, b, c : on aura (356)

^{a,b',c') = o.

Donc les points a,b',c' seront en ligne droite; et abc sera l'un des

termes de 9.
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422. Cela posé, les substitutions de la forme

2=
\
X, y ax-fr- by -+- a, a' x -{- b'y H- x'

\

laissent Ç5 invariable. Car si trois racines forment un ternie de o, leurs in-

dices satisfont aux relations (i); les indices des trois racines que I leur fait

succéder satisfont évidemment aux mêmes relations; ces nouvelles racines

formeront donc un terme de 9.

Réciproquement le groupe G de la fonction o ne contient d'autres substi-

tutions que les 1. Car soient S une substitution qui laisse 9 invariable;

f«a') la racine qu'elle fait succéder à (00) : on aura S = T2,, 2, étant la

substitution
\
x,y a; + a, j-f- a'

], et T une nouvelle substitution de G,

qui ne déplace pas (00). Soit [aa') la racine que T fait succéder à (10); a,

a' ne seront pas nuls à la fois. Soient b, b' deux entiers tels, que ab' — ba'

ne soit pas congru à o (mod 3); on aura T =T'i'; 2' désignant la substi-

tution
\
X, y aac -h by, a' oc 4- b'y |, et T' une nouvelle substitution de G

qui ne déplace ni (00) ni (10), ni, par suite, (20), qui leur est associée dans

un terme de (p. Soit donc {ce') la racine que T' fait succéder à (01); c ne

sera pas nul, et l'on aura T = T'T, 1" désignant la substitution

I
X, y X -f- cy, c'y

\

et T" une substitution de G, qui ne déplace pas (00), (10), (01). Mais si T"

laisse immobiles deux racines, elle n'altère pas le terme de 9 qui les con-

tient, et, par suite, elle laisse immobile la troisième racine contenue dans

ce terme. On voit aisément, par l'application réitérée de ce principe, que T "

laisse toutes les racines immobiles : donc elle se réduit à l'unité : et

S = T'1"1'1, sera de la forme 1.

423. Les coefficients a, b, a', b', peuvent être eboisis de (3- — i f 3* — 3)

ou quarante-huit manières, de telle sorte que leur déterminant ne soit pas

congru à o(inod. 3); et a, a' peuvent prendre toutes les valeurs possibles

(mod. 3). Celles des substitutions I pour lesquelles b = o forment un

groupe H, contenant ia.9 substitutions, soit le quart du nombre total. Une
fonction des racines de X, invariable par les substitutions de H et variable

par toute autre substitution, dépendra donc d'une équation Y du quatrième

degré. Cette équation étant*résolue, le groupe de la proposée sera réduit au

groupe I le plus génér^il parmi ceux qui sont contenus dans H et permu-
tables aux substitutions de G (368). On voit sans peine que I est formé des
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2.9 subslitulions

'
I
x,r ax -Ha, ay -\- a' \.

Soit K le groupe formé des six substitutions de I pour lesquelles y. — o.

Une fonction des racines de X, invariable par les substitutions de K, dé-

pendra actuellement d'une équation Z du troisième degré. Celle-ci résolue,

le groupe de X sera réduit au groupe le plus général parmi ceux qui sont

contenus dans K et permutables aux substitutions de I; ce groupe est évi-

demment formé des substitutions

I ^-.r x,y-ha'
\

qui permutent exclusivement entre elles les trois racines correspondantes

à une même valeur de x. L'équation X se décompose donc en trois facteurs

rationnels du troisième degré. D'ailleurs elle est abélienne.

424. L'équation auxiliaire Y a une signification géométrique très-simple.

Un coup d'œil jeté sur l'expression 9 suffit pour reconnaître que les douze

droites peuvent être groupées d'une seule manière en quatre systèmes tels,

que les trois droites de chaque système contiennent les neuf points d'in-

flexion. Ces systèmes dépendront donc d'une équation du quatrième degré,

laquelle n'est autre que Y : car celles des substitutions de G qui permutent

exclusivement entre elles les trois droites (00) (01) (02), (10) (11) (12),

(20) (21) (22) du premier système sont précisément celles du groupe H.

425. Théorème. — Si une équation du neuvième degré est irréductible, et

telle, que deux quelconques de ses racines, a et b^ étant données, on puisse en

déduire une troisième c, liée à a etb par les relations suivantes :

(2) c = ^[a,h), bz:^^{c,a), a=(^(6,c)

[oii di désigne une 'fonction rationnelle, symétrique par rapport aux deux va-

riables quelle contient), le groupe de cette équation sera contenu dans G.

Cherchons en effet le groupe des équations les plus générales jouissant

de la propriété énoncée. Soit S une de ses substitutions. Elle remplace le

système des trois racines a, b, c par un autre système de trois racines a'

,

b'yc' liées entre elles par les mêmes relations (356).

Deux des systèmes de racines ainsi obtenus ne peuvent avoir deux ra-

cines communes sans être identiques : car si a', b' se confondaient avec a, b
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sans que d se confondît avec c, l'équalion proposée aurait deux racines

égales c= vj^frt, h) et c' = '^[o! •, h') et ne serait pas irréductible.

Chaque racine a fait partie de quatre systèmes différents : car soit b une

autre racine qjielconque; on peut, par hypothèse, déterminer une troi-

sième racine c, liée à ces deux-là par les relations (2) : soit d une quatrième

racine; il en existe une cinquième, associée à a, d, etc.

Chaque système contenant d'ailleurs trois racines, on aura en tout douze

systèmes, évidemment analogues aux droites du n** 420, et qui correspon-

dront comme elles aux douze termes de la fonction ç.

426. Les équations du luiitième degré dans lesquelles trois racines quel-

conques, a, b, c étant données, on en déduit une quatrième d, satisfaisant

aux relations

d='i^[a,byC], c = ^id,a,b), b = \\i{c,d,a), a = ^{b,Cyd),

où 4» désigne une fonction rationnelle et symétrique, ont été considérées

par M. Mathieu : elles se traitent exactement par les mêmes principes. On
voit en effet : 1° qu'en désignant leurs racines par le symbole {xyz), où

3c,y, z varient de o à i(mod 2), leur groupe est contenu dans le groupe G
de la fonction f formée par la somme des quatorze produits de quatre ra-

cines telles, que les sommes de leurs indices soient nulles; 2** que les sub-

stitutions de G sont de la forme

I
X, y; z ax-h by -h cz -i- x, a' x -\- b' y -h c' z -\- a', a" x -h b"y -f- c" z -\- oc."

|
;

S** que les termes de «p se groupent deux à deux en sept systèmes tels, que

les deux termes de chacun d'eux contiennent les huit racines; 4** que l'équa-

tion aux sept systèmes étant résolue, le groupe de la proposée se réduira

aux substitutions

\Xyy,z X -\- a, y -\- a\ z -k- a" \y

ce qui ramènera sa résolution à celle de trois équations du second degré.

§ II. — Equations de M. Clebsch.

427. Le problème de déterminer une courbe du troisième ordre dont les

points d'intersection avec une courbe donnée C du quatrième ordre coïnci-

dent quatre à quatre conduit à une équation X du degré 4** [Clebsch, Uber

39
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die Anwendung der Abelsclien Functionen in der Géométrie [Journal de M. Bor-

CHARDT, t. LXIII)].

- Les racines de cette équation étant représentées par six indices, x,,...,

Xq, variables chacun de o à 3, on aura le théorème suivant (Mémoire cité,

§ VU):

Les points de contact de C avec les courbes correspondantes aux quatre ra-

cines [x^...x^), {x\... x\), [x\... x'^, [x"[... x'"^) sont situés sur une même

courbe D du troisième ordre, lorsque les six congruences contenues dans la for-

mule suivante

( 3 )
x^-^ x^-\-x"^-ir- x'I^ O ( mod 4 )

sont simultanément satisfaites.

On en conclut, comme au n° 421, que le groupe de X se réduit aux sub-

stitutions qui laissent invariable l'expression ^ formée par la somme des pro-

duits de quatre racines qui satisfont aux relations (3).

128. On voit ensuite, comme au n^ 422, que le groupe G de la fonction ©

contient les substitutions de la forme

2=z
\ Xx,. . .,Xe rt, X, H- . . . -\-fx6-<r a,, . . . , tt^X^ -4-

. . . -h fe Xg -f- (Xe |.

Réciproquement, les substitutions de la forme 2 sont les seules que con-

tienne G : car soit S une substitution de G, laquelle remplace (0...0) par

une autre racine (a,.. .«e); on aura S^TI,, 2, étant la substitution

I
-^i» • • , -^6 -^1 ~t~ OCi, • . • , Xe H- Offi

I
,

et T une nouvelle substitution de G, qui ne déplace pas la racine (0...0).

Cette substitution T permutera évidemment les uns dans les autres ceux

des termes de © où entre le facteur (o...o).Donc elle remplacera chaque

racine par une autre racine, qui figure le même nombre de fois dans ces

termes. Or celles des racines pour lesquelles x,,..., x^ sont tous pairs n'y

tigurent pas le même nombre de fois que les autres. En effet, il est clair

que la racine [x,... x^) y figure autant de fois qu'il y a de manières de dé-

terminer deux autres racines (a;'j... x'^), {x\... x"^) satisfaisant aux relations

(4) x^-^x'^-hxl = o (mod 4),

en exceptant les systèmes de solutions dans lesquels on aurait générale-

ment, x\ = o, ou x'^ = Xç, ou xi = o, ou x'I = x^, ou enfin x^ = oc\ .
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Or s'il n'y avait à faire aucune exclusion, on pourrait choisir arbitraire-

ment les indices x\ , et les relations (4) détermineraient les indices x' . Le

nombre des solutions serait donc toujours le même. Mais si les Xç, ne sont pas

tous pairs, on aura seulement quatre cas d'exclusion, car il est absurde de

supposer que les relations (4) puissent être satisfaites en posar^t x\ =^" . -Si—

\§^ji^ eont loug paire» onna être toua égaux à a, on aura cinq cas d'cxclu--

si^nn ! -A iinvmr^ Ips-, qmtrr p i n i

'

i l i mMi r t rrl ui où T o n n ir — r" v
^

Fm

fia
"

l i Ir i r^ nnnt tr im rjuvi , \ ,
v l lr^^ t

'

i n i I f ^ t
' f^ii uv > •f^i\ Ipti i;'

()]iJUib iJi\ Lj ci'u utTsgaux aux a^p ; les cinq cas d'exclusio u se léduiscnt donc—
à.jxal« difetin cts.

La substitution T fait donc succéder la racine (lo.-.o), dont les indices

ne sont pas tous pairs, à une autre racine («, a^... a^), dont les indices ne

sont pas tous pairs. Mais il existe une substitution linéaire qui produit ce

remplacement. Car il existe (121) une substitution linéaire

qui remplace ce, par a, œ^ -{- ...-{- a^x^; et l'opération

1'=
j
X„. . .,Xe a^Xt-h. . . -hf,Xe,. . ., C^X, -f- . . + ftX^ \,

qui a le même déterminant, sera aussi une substitution, laquelle remplace

(10...0) par (a, «2... fle)-

Posons T = T'2' : T' sera une nouvelle substitution de G, laquelle laisse

(00... o) et (10... o) immobiles. On voit maintenant comme tout à l'heure :

i** que T' fait succéder la racine (01...0) à une autre racine {a\a.-,...dg),

dans laquelle les indices a'j,..., a'^ ne seront pas tous pairs; 2** que parmi

les substitutions linéaires qui laissent (i 0...0) immobile, il en existe une, 2",

qui produit ce remplacement. On posera T' = T"2" : et continuant ainsi, il

viendra

S = T2. = ... = U...2"2'2,,

U étant une substitution de G, qui laisse immobiles les sept racines (00... o),

(10...0), (01...0),..., (00...1).

Or considérons un terme quelconque de 9 : si U laisse invariables trois

des facteurs qui forment ce terme, elle n'altère évidemment pas ce terme,

et par suite, laisse invariable le quatrième facteur. Par l'application réitérée

de ce principe, on reconnaît que U laisse immobiles les racines (33oooo),
(3o3ooo), (o33ooo); puis (i i 1000); puis (200000) et (3ooooo).

39.
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Donc U laisse immobile la racine (j3,ooooo), quel que soit /3,; et par

une raison de symétrie évidente, elle laissera immobiles les racines

(oiSoOooo),..., (ooooolSe), quels que soient ^a»---. /Sj. Appliquant de

nouveau le principe ci-dessus, on voit que U laisse immobiles

(4 — [3,, 4 — (3,, 4 — ^3, o,p, o), (o, o, o, 4 — (3„ 4 — Ps, 4 — ^,)

et enfin (|3, jSj ^g p^ Ps ^b). Donc U, laissant immobile une racine quelconque,

se réduit à l'unité, et S sera de la forme 1.

429. Les problèmes de contacts traités par M. Clebsch dans le Mémoire

(^ité l'ont conduit à un grand nombre d'équations analogues à la précédente,

parmi lesquelles nous indiquerons les suivantes :

i*' L'équation du degré 3-° qui détermine les courbes du cinquième ordre

dont les points d'intersection avec une courbe donnée du sixième ordre

coïncident trois à trois (§ VII du Mémoire);

2° Celle du degré 4' dont dépendent les plans qui coupent une courbe

gaucbe du quatrième ordre en quatre points consécutifs;

3*^ Celle du degré 3' qui détermine les courbes gauches du quatrième

ordre qui coupent une courbe gauche du sixième ordre en douze points

coïncidant trois à trois (§ XVII et XVIII du Mémoire).

Les raisonnements qui précèdent s'appliquent sans difficulté à ces di-

verses équations, et montrent que leur groupe G a ses substitutions de la

forme

I

:Vi,X2,.-. ûf 1 ^, -I- 6, .r j 4- . . . H- a, , «2 ^1 -f- 6j jr, -}- . . . -t- aj, . . . |

.

430. Les facteurs de composition de G sont évidemment ceux du groupe

linéaire

\xt,Xi,... tttX, -\- b,Xj-{-. .., n^Xi -\- biX2 -h ...... . \

déterminés plus haut (127-140), joints à ceux du groupe partiel

\xt,Xi,... ^, + a„ .Tj 4- «2, . . . |,

lesquels sont évidemment égaux aux facteurs premiers de m", n étant le

nombre des indices a?^, iTj,..., et m le nombre de valeurs de chacun d'eux.
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§ III. — Droites situées sur les surfaces du quatrif.me degré

A CONIQUE double.

431. Les surfaces du quatrième degré qui possèdent une conique double

jouissent de propriétés remarquables, au sujet desquelles M. Clebscb a bien

voulu nous adresser une communication dont nous donnons ici la traduc-

tion (*):

c Ces surfaces possèdent cinq cônes K dont les arêtes leur sont double-

ment tangentes. La surface contient en outre seize droites, qui coupent cha-

cune la courbe double en un point. Chacun des cônes K est touché par les

seize droites; et, relativement à chaque cône, les droites se partagent en

huit couples, ainsi qu'il suit. Chaque plan tangent au cône coupe la surfacwî

suivant deux coniques, comme l'a montré M. Kummer : en faisant tourner

le plan tangent autour du cône, on engendrera ainsi deux faisceaux de co-

niques, complètement séparés, et entre lesquels n'existe aucune transition.

Chacun des deux faisceaux de coniques ainsi correspondants à chaque cône

contient quatre coniques décomposables en deux droites.

» Si l'on résout l'équation du cinquième degré qui donne les cônes, puis

les cinq équations quadratiques qui servent à séparer les faisceaux de co-

niques, on pourra ensuite exprimer les droites rationnellement : car, si l'on

prend arbitrairement quatre faisceaux parmi ceux qui appartiennent à quatre

couples donnés de faisceaux, ils n'ont jamais qu'une droite commune. On
n'a pas besoin de considérer les faisceaux qui correspondent au cinquième

cône. Cela est mis en lumière dans le tableau suivant, où les chiffres i, 2,..,,

16 représentent les seize droites, et les chiffres !,...,¥ les cônes, mis en

regard des couples de droites correspondants ;

1 2, 6; 3, 7; 4, 8; 5, 9;

II 1,6; 3,10; 4' ' ï î 5,12;

III 1,7; 2, 10; 4, i3; 5, i4;

IV. ... 1,8; 2, 1 1 ; 3, i3; 5, i5;

V 1,9; 2, 12; 3, i4; 4, i5;

1, 16; 10, i5; 1 1, i4

2, 16; 7, i5; 8, 14

3, 16; 6, i5; 8, 12

4, 16; 6, i4; 7, 12

5, 16; 6, i3; 7, 1

1

; 12,
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les racines de l'équation aux seize droites seront contenues dans la formule

a[x„>.„>3,>4, ±v'?(>.). ±v'?lM» ±v'9Û7). ±^^{h)],

où (2 et 9 sont des fonctions rationnelles. »

432. Le groupe de l'équation X aux seize droites se réduit aux substitu-

tions qui n'altèrent pas l'expression

cp = 2.6 + 3.7-i-4-8-t-5.94-... + 5.i6-i-6.i3-f-7.ii-+-8.io.

En effet, soient ab l'un des termes de cette expression; S une substitu-

tion du groupe cherché; a', h' les racines qu'elle fait succéder à a, h. Les

deux droites a, h étant dans un même plan, tangent à un cône singulier, on

voit comme au n° 421 que les droites a', h' jouiront de la même propriété :

donc a!h' est un terme de 9.

433. Le groupe G de la fonction 9 contient au plus 16. 1.2.3.4. 5 substi-

tutions. Car son ordre est égal au produit du nombre de positions distinctes

que ses substitutions permettent de donner à la racine 2, lequel est au plus

égal à 16, par l'ordre du groupe partiel H formé par celles de ses substitu-

tions qui ne déplacent pas cette racine (44). Les substitutions de H permu-

tent exclusivement entre elles les cinq racines 6, 16, 10, 11, 12 qui se trou-

vent associées à 1 dans les termes de 9. L'ordre de H est donc au plus égal

à 1.2.3.4-50, étant l'ordre du groupe partiel I formé par celles de ses

substitutions qui laissent immobiles les racines 2, 6, 16, 10, 11, 12. Mais la

racine i, étant la seule qui soit associée à la fois à 6 et à 16 dans les termes

de 9, ne sera pas altérée par les substitutions de I; de même pour chacune

des autres racines. Donc I se réduit à la seule substitution i.

D'autre part, on vérifie sans peine que G contient les substitutions

A=:(2, i)fio, 7)(ii,8)(i2, 9), A. = (6,7)(i4, i2)(i3, ii)(3,2),

A. = (7,8)(io, ii)( 4,3)(i4, i5), A3 = (8,9)(ii,i2)(i3, i4)(5,4),

B =( 9, i6)(4, io)(2, i3)(3, ii)(5, i)(6, i2)( 7, i4)( 8, i5),

B.r=(i2, i6)(4, 7)(i,i3)(3, 8)(5,2){6, 9) {10, i4)(ii, i5),

B. = (i4, i6)(4, 6)(i,ii)(2, 8)(5,3)(7, 9)(io, i2){i3, i5),

B3 = {i5,i6)(3, 6)(i,io)(2, 7)(5,4)(8, 9)(i i, i2)(i3, i4),

et leurs dérivées. Ces dérivées sont au nombre de 16. 2. 3. 4» 5. En effet, la
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l'onction ^ est la somme de dix fonctions partielles a,, b,;...; a^, 65, respec-

tivement formées par les quatre termes de 9 qui correspondent à un même

faisceau de coniques : et l'on voit que les substitutions A, A,, Aj, A3, B,

B,, Bo, B3 permutent les unes dans les autres ces dix fonctions partielles, et

leur font éprouver les déplacements suivants :

.,l,=(a, a,)(6, 6,), A., = (a, «j) (6, 6,), ^U. = iaia,){b,bt), -Aj = («< a») (*« *i)

^= {atb,\{aibi), ift), = (a2 6,)(a5frs), ifc: = («î 6,) {«» 6»), ife, = {«4 6,)(aifci).

Cela posé, les substitutions A, =,i., =^j, <vi>3, combinées entre elles, permet-

tent de permuter d'une manière quelconque les cinq couples de fonctions

a,, 6,;...; «g, ^5; et les seize substitutions de la forme Di)*^ ub^j' Db^^' ift'3' permu-

teront entre elles les deux fondions de chaque couple, sans déplacer ces

couples. Donc l'ordre du groupe ç dérivé de »l., .^o..., ift),, et a fortiori

l'ordre du groupe dérivé de leurs correspondantes A, A,,..., B3 est au moins

égal à 1 . 2. 3. 4- 5. 16.

434. Le groupe g* de l'équation Y du dixième degré qui a pour racines

a^, h^\,..\ ûjg, ^5 ayant le même ordre que G, l'équation Y est équivalente à

l'équation aux seize droites. Donc les racines i, 2,..., 16 sont des fonctions

rationnelles de a,, 6,;...; «5, h^. Pour avoir la forme de ces fonctions, on

remarquera que la racine 16 reste invariable par les substitutions A, A,,

A 2, A3, respectivement correspondantes à ».l>, «,1.,, 1A.2» »^3- Donc cette racine

est une fonction symétrique par rapport aux cinq couples a,, 6,;,..; 05, é»5,

et pourra s'exprimer en fonction rationnelle de la fonction

«i — 6, -^ ûî — 6, H- ... -f- a» — bi,

invariable par les mêmes substitutions.

Soit donc

16 := •vj' (^' — 61 -f- • .
. -f- «i — 6i ).

On ne troublera pas cette égalité en opérant à la fois sur son premier

membre les substitutions dérivées de B, B,, B2, B, et sur son second membre
les substitutions correspondantes dérivées de ift», ife,, ifca. ^^sî ce qui déter-

minera les diverses racines 1,2,..., 16 en fonction des différences a,— 6,,...,

«5 — as-

soient maintenant >>, une fonction symétrique de a,, 6,; Xo,..., Xj les

fonctions analogues de Oj, h^\...\ «5, 65. Toute fonction symétrique des cinq

quantités X est invariable par les substitutions de ç, et, par suite, ration-
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nelle. Donc À,,..., Xs sont les racines d'une équalion du cinquième degré à

coefficients rationnels. Adjoignons ces cinq quantités à l'équation donnée

du dixième degré. Cette équation sera décomposée en cinq facteurs 'quadra-

tiques : car les coefficients de l'équation quadratique qui détermine a,, 6,,

étant symétriques en «,, ft,, s'expriment rationnellement en X,. Soient

i5(X,), 0,(X,) ces coefficients : les deux expressions nulles

a] + B{X)a, + 6,{X), 6? -+ 0(X,)6", -f- 0, (X.)
.

.

seront invariables par toutes les substitutions de G. Mais ces substitutions

permettent de remplacer «,,6,, X, par a^, b^, Xa*,...; «s, b^, Xg. Donc, quel

que soit l'indice r, «^ et b,. seront données par l'équation quadratique

Résolvant cette équation, il vient

9 étant une fonction rationnelle. Donc la racine i6 sera égale à

>i^[v'?âô+...+v^?Txr)]-

Les autres racines s'obtiennent en opérant sur cette expression les substi-

tutions dérivées de ilb, ift),, oftsa, r^3, lesquelles reviennent à exécuter sur les

radicaux des changements de signe en nombre /?aïr.

Cette expression des racines, plus symétrique que celle de M. Clebscli,

contient une irrationnelle de trop; car a^, b^, et, par suite, leur différence

V(p(X5), s'expriment rationnellement -en fonction de «i, 6,;...; a,,, b^, qui

s'expriment eux-mêmes en fonction de X,,..., X^, \/ç(X, ),..., V'flX*)-.

435. Soient en général G un groupe de substitutions échangeables entre

elles opérées sur p lettres ce, y,...; A, B, C... ses substitutions; A,,B,,

C, ;...; Aq, By, C^,... des substitutions analogues respectivement opérées

sur ^ systèmes analogues de p lettres, x,,y,,...;— ; Xq, yq,— Soient en

outre A, B,... des substitutions en nombre q, choisies arbitrairement dans

le groupe G, de telle sorte pourtant que leur produit donne l'unité : et for-

mons la substitution A, Ba Les diverses substitutions ainsi construites

forment un groupe H; car, soient A, Bo... et A', B'^... deux de ces substitu-

tions : leur produit fait subir aux lettres des divers systèmes les déplace-

ments représentés par A, A'i, BaB'g,..., qui, effectués successivement sur
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le système x,y,..., donneraient pour résultat

AA'BB'... = AB. .A'B'... = i.

Donc le produit est l'une des substitutions de H.

Si le groupe G est transitif, son ordre est égal à p : celui de H sera donc

égal à^^"*. Car l'une des q substitutions partielles qui forment ses substitu-

tions est déterminée par les y — i autres, qui peuvent être choisies chacune

de/? manières différentes. D'ailleurs, il est clair que H est permutable aux

1.2...^ substitutions qui permutent les systèmes a;,, j,, ...;...; x^^y^^...

entre eux, en remplaçant les unes par les autres les lettres correspondantes.

Cessubstitutions, jointesàH, fournirontdonc un groupe! d'ordre i .2...^/?^-'.

L'équation de degré pq qui a pour groupe 1 se décomposera évidemment

par la résolution d'une équation de degré f en /^ équations abéliennes,^

telles, que la résolution de /^— i d'entre elles entraînera celle de la dernière, ^1
et par suite la résolution de la proposée. D'ailleurs une fonction des racines

delà proposée, invariable par les \.i...q substitutions que nous avons

jointes îà H, dépendra d'une équation du degré z?^"', équivalente à la pro-

posée.

Si p= 2, q= 5^ on aura l'équation de M. Clebsch. Si p = 2, q = 'j, on

aura, d'après le même géomètre, l'équation qui donne les cent-vingt-huit

coniques situées sur les surfaces du quatrième ordre à droite double.

§ IV. — Points singuliers de la surface de M. Kummer.

436. M. Kummer a montré [Monatsberichte der Berliner Akademie : i864),

1" qu'i7 existe des surfaces du quatrième degré à seize points singuliers; a" que

ces points sont situés six à six sur seize plans tangents singuliers, qui récipro-

quement se coupent six à six aux points considérés.

Soient

a b c d

^ f 8 ''

i k l m
n P

les seize plans. Prenons arbitrairement dans le tableau ci-dessus une ligne

horizontale, telle que efgh, et une colonne verticale, telle que cglq : sup-

primons le plan g commun à celte ligne et à cette colonne; les six plans

40
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restants e,/, h, c, l, q, formeront l'une des seize combinaisons de six plans

concourants.

Ces résultats admis, ajoutons ensemble les seize produits, tels que efhclq^

respectivement correspondants aux seize combinaisons de plans : nous ob-

tiendrons une fonction du sixième degré :

<p = bcdein + cdafkp -f- dabglq -\- abchmr+ fghina -\- gliekpb

-f- heflqc -I- efgmrd -f- hlmnae -+ Imipbf + mikqcg-h iklrdh

-+- pqraei -\- qrnbfk •+- rnpcgl H- npqdlim.

Considérons maintenant l'équation du seizième degré dont dépendent les

plans singuliers; et soient a, b, c,... ses racines. Le groupe G de l'équation

ne contiendra d'autres substitutions que celles qui laissent invariable l'ex-

pression 9 (421 ).

437. Ce groupe ne peut contenir plus de i6. i5.8.6 substitutions. En

effet, le nombre des systèmes de places différents où ses substitutions permet-

tent d'amener « et 6 ne dépasse pas i6. i5. D'autre part, celles de ses sub-

stitutions qui laissent a et 6 immobiles laissent évidemment invariable la

fonction partielle ah[chmr -\- dglq) formée par ceux des termes de cp qui

contiennent ab en facteur. Elles ne permettent donc de transporter c qu'à

l'une des huit places actuellement occupées par c\ h, m, r, d, g, /, q. Celles

des substitutions de G qui laissent a, b, c immobiles laissent invariable le

terme abchmr; elles permutent donc entre elles les trois racines hmr, ce

qui ne peut se faire que de six manières. Enfin, on vérifie immédiatement

que toute substitution de G qui laisse a, b, c, h, m, r immobiles se réduit à

l'unité.

Mais G contient précisément i6. i5. 8.6 substitutions. Car on peut vérifier

qu'il contient les suivantes :

\ = {ei){fk)igl){hm), B = [ch){dg)(kn)[ip), C ={bc){fg){kl){pq),

D = {in){kp){lq){mr), E = (cd)igh)ilm){qr), Y = [ab){ef){ik)[np),

qui permettent d'amener a à une place quelconque, puis 6 à l'une quelconque

des quinze places restantes, puis c à l'une quelconque des huit places pré-

cédemment occupées par c, h, m, r, d, g, /, q, et enfin de permuter entre

elles d'une manière quelconque les trois racines A, m, r.

438. Supposons que les seize racines actuellement désignées par a, b,

c,,.. soient représentées à l'avenir par une même lettre, affectée de quatre
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indices x^y^ z, m, variables chacun de o à i. On peut donner à la racine a

les indices o, o, o, o, puis choisir les indices correspondants aux autres ra-

cines de telle sorte que les substitutions A, B, C, D, E, F prennent les formes

suivantes :

.\=\x,x,z,u x,y;u,z \, B = |
x,^, 2, m x -f- j-+- ^i, j,j-hz -H m, m

1

,

C = \x,);Z,U X,X,Z,U |, ï)z= \x,XyZ,U X,XyZ-{-U,U |,

E =
j x.r, z, u x-hj^y, z, u \, F =

I
jt, r, z.u x -\-r-h i, r, s, m

|
•

Ces substitutions sont évidemment contenues dans le groupe F dérivé de la

combinaison du groupe abélien avec le groupe H formé des substitutions

I
X, y; z, u X -h (Z, y -h ^, z -h y, u -h d \.

D'ailleurs l'ordre de F est égal à 16(2* — 1)2' (2^ — 1)2; il est donc égal à

l'ordre de G; donc ces deux groupes sont identiques.

439. Considérons maintenant la fonction

, dcp 00 00

àa 00 or

Elle est évidemment invariable, ainsi que cp, par toutes les substitutions

de G. D'ailleurs chaque terme de ç fournissant six termes par la différentia-

tion, ©' en contiendra quatre-vingt-seize. Mais ces termes peuvent être grou-

pés seize à seize en six systèmes, en réunissant ensemble ceux que les sub-

stitutions de H permutent entre eux. Et l'on vérifie immédiatement que

chacune des substitutions A, B, C, D, E, F dont G est dérivé remplace les

termes de chaque système par ceux d'un même système. Ces systèmes sont

donc les racines d'une équation X du sixième degré, dont les coefficients

sont invariables par les substitutions de G, et par suite rationnels.

L'équation X étant supposée résolue, le groupe de la proposée sera ré-

duit à celles de ses substitutions qui n'altèrent pas les systèmes, c'est-à-dire

à celles de H: l'équation sera donc abélienne, et quatre racines carrées

achèveront sa résolution (407).

L'équation X appartient au type le plus général des équations du sixième

degré : car son ordre est au moins égal à —'-—A-^ = 1.2.3.4.5.6.

440. En général une équation de degré 2*" dont le groupe est formé des

/|0.
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substitutions

(5) I
^, j, 2, M,... ^H-a, j-4- (3, 2 + y, M -+-0, . . . 1,

jointes aux substitutions du groupe abélien, se résout par une équation du

degré 2^"~' — 2"""'
, et par2/i équations du second degré. Car soit / une

fonction des racines, invariable par les substitutions (5) et variable par

toute autre substitution. Son adjonction réduit le groupe de la proposée

aux substitutions (5). On pourra donc achever la résolution au moyen de in

équations du second degré. Mais le groupe de l'équation X dont dépend /
est isomorphe sans mériédrie au groupe abélien, et par suite au groupe

steinerien de degré a^""' — 2""' qui est isomorphe à ce dernier. Il existe

donc une certaine fonction des racines de l'équation X à laquelle les substi-

tutions du groupe de X font prendre a^""' — 2""' valeurs algébriques dis-

tinctes, qu'elles permutent suivant le mode steinerien (68-73). L'équation

Y d'où dépend cette fonction sera du degré 2^"~' — i"~\ et équivalente à X.

§ V. — Droites situées sur les surfaces du troisième degré.

441. Steiner a fait connaître [Journal de M. Borchardt, t. LUI) les théo-

rèmes suivants :

Toute surface du troisième degré contient vingt-sept droites;

L'une quelconque d'entre elles, a, en rencontre dix autres, se coupant elles-

mêmes deux à deux, et formant ainsi avec a cinq triangles. Le nombre total

des triangles ainsi formés sur la surface par les vingt-sept droites est de qua-

rante-cinq;

Si deux triangles abc, a' b'c' nont aucun côté commun, on peut leur en as-

socier un troisième a" h" c" tel, que les côtés correspondants de ces trois trian-

gles se coupent, et forment trois nouveaux triangles aa'a" , bh'b" , cc'c".

D'après cela, désignons par les lettres a, b, c, d, e,f, g, h, i, k, l,m , n,

p, q, r, s, t, u, m', n',p', q' , r' , s', t' , u' les vingt-sept droites : on formera

sans peine le tableau suivant des quarante-cinq triangles, où la désignation

des droites reste seule arbitraire :

abc, ade, afg, alii, ahl, binn, bpq, brs, btii, cm'n, cp'q', cr's',

d'il', dmm', dpp' , drr' , dti'

,

enn' , eqq'

,

ess' , euu',fmq', fpn' , fst'

,

fur' ,
gnp', gqm', gru', gts , tims' , lirn'

,

liqt' , liup' , inr' , ism' , itq',

ipu , kmu', htn', hqr' , hsp'

,

/ni', liim!

,

Irq' , Ips'.
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Cela posé, le groupe de l'équation aux vingt-sept droites est contenu (421)

dans le groupe G de la fonction

ç = abc -+- ade -f- . . . H- Ipsf.

442. Le nombre des places distinctes où les substitutions de G permet-

tent d'amener a est au plus égal à vingt-sept. Celles de ces substitutions qui

ne déplacent pas a permutent les uns dans les autres les cinq termes de 9

qui contiennent a : elles amènent donc 6, qui figure dans ces termes, à la

place de l'une des dix racines 6, c, d, e,/, g, h, i, k, l. Celles de ces substi-

tutions qui ne déplacent ni a ni 6 n'altéreront pas le terme abc qui contient

ces deux racines; donc elles laissent c immobile, et font succéder d à l'une

des huit autres racines d, e,f, g, h, i, k, l qui figurent dans les quatre au-

tres termes de 9 qui contiennent a. Celles de ces substitutions qui ne dé-

placent pas a, 6, c, d n'altèrent pas les coefficients de leurs diverses puis-

sances dans la fonction ç. Elles laissent donc invariables e, /g-^hi-+- kl^

mn -\- pq -{- rs -i- tu, mm' -h pp' -+- rr' -f- tt', Elles permutent donc exclu-

sivement entre elles les quatre racines m,p, r, t communes aux deux der-

nières expressions ci-dessus; ce qui ne peut avoir lieu que de vingt-quatre

manières. On voit de même que celles des substitutions de G qui laissent a,

è, </, m, p, r, t immobiles se réduisent à la seule substitution i.

L'ordre de G ne pçut donc dépasser 27.10.8.24. Mais il est égal à ce

chiffre, car on vérifie de suite que G contient les substitutions

\={amu)[cnt){gq'r') [is'p') (u'id) {m'ek),

B = {bhk) {cil) ipt'r') [ns'u') (p'tr) (n'su),

C ={dhk) {eil) {m's'u') (pus) {n'r't') {qtr),

D = {ghk) {fil) {n'n's'){mtr) {m't'r'){nus),

E = (//i/r) {gil) {p'r'f){prt) {q's'u'){qsu),

F = {hk){il){r't'){s'u'){rl){su),

dont les cinq premières, combinées entre elles, permettent évidemment de

faire succéder a à l'une quelconque des vingt-sept racines. Les substitutions

B, C, D, E permettent ensuite, sans déplacer a, d'amener b à la place de

l'une quelconque des dix racines b, c, d, e, f, g, h, i, k, L Puis les substi-

tutions C, D, E permettent, sans déplacer a, b, de faire succéder d à l'une

quelconque des huit racines d, e, /, g, h, i, k, L Les substitutions D, E, qui

ne déplacent pas a, b, d, permettent de faire succéder m et p à deux quel-

conques des quatre racines m, p, r, t, ce qui donne pour ces racines douze



318 LIVRE TROISIÈME.

systèmes de places distincts. Enfin la dernière substitution permet de per-

muter entre elles les deux racines restantes r et /, sans déplacer a, /^ d,

m, p.

Donc G ne contient pas moins de 27. 10.8. 12.2 substitutions; en outre, le

groupe partiel H dérivé des seules substitutions A, B, C, D, E en contient

au moins 27.10.8.12. Nous allons prouver: 1° qu'il en contient précisé-

ment ce nombre; 2** qu'il est permutable à toutes les substitutions de G.

i43. Chacune des substitutions de G, transformant les uns dans les au-

tres les divers termes de 9, équivaut à un certain déplacement opéré entre

ces termes. Les divers déplacements ainsi équivalents aux diverses substi-

tutions de G forment un groupe G,, dont les substitutions correspondent

une à une à celles de G. Celles des substitutions de G, qui résultent d'un

nombre pair de transpositions entre les termes abc, ade,... forment un

groupe partiel ^t permutable aux substitutions de G,. Les substitutions cor-

respondantes du groupe G forment un groupe ^, permutable aux substitu-

tions de G. En effet, soient S, S' deux substitutions de 5; Sj, S', les substi-

tutions correspondantes de 5, : S, S'^ faisant partie de 5,, sa correspon-

dante SS' fera partie de la suite 5, laquelle formera ainsi un groupe. D'autre

part, soient T une substitution quelconque de G, 'ï^ sa correspondante :

T~^S,T, faisant partie de 5,, sa correspondante T~' ST fera partie de 5;

donc T sera permutable à 5.

Or on vérifie sans difficulté que chacune des substitutions A, B, C, D, E

équivaut à un nombre pair de transpositions entre les termes abc, ade,

Donc H, qui en dérive, est contenu dans 5. Au contraire, la substitution F,

équivalant à un nombre impair de transpositions, n'est pas contenue dans

ce groupe. Donc 5, dont l'ordre est un diviseur de celui de G, renferme au

plus la moitié des substitutions de ce dernier groupe. Mais il contient H,

qui en renferme la moitié : ces deux groupes sont donc identiques.

4-44. Les facteurs de composition de G sont évidemment 2 et les facteurs

de composition de H. Mais ce dernier groupe est simple. Soit en effet I un

groupe contenu dans H et permutable à ses substitutions ; on prouvera par

des considérations analogues à celles des n°* 268 et 283 que I contient :

1" une substitution qui ne déplace pas a\ 2? une substitution qui ne dé-

place pas a, b; y^ une substitution qui ne déplace pas a, b, d-, [\° la substi-

tution E; 5** les substitutions A, B, C, D, E, transformées des puissances

de E par les substitutions de H.
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Nous nous bornons à indiquer ce procédé direct de démonstration, la pro-

position à établir devant se retrouver plus loin (50^. ^
445. L'équation aux vingt-sept droites a plusieurs réduites remarquables,

signalées par divers géomètres.

I** Prenons, par exemple, pour inconnue de la question le plan du triangle

formé par trois droites qui se coupent : ces triangles étant au nombre de

quarante-cinq, on aura une équation du quarante-cinquième degré, équiva-

lente à la proposée.

a** On peut déterminer de manières différentes un système de deux

triangles qui n'aient aucune droite commune; à chaque semblable système

correspond un triangle associé (44t). Réciproquement, chaque système de

trois triangles associés [trièdre de Steiner) correspond aux trois combinai-

sons deux à deux des triangles qui les forment. Le nombre total des trié-

dres sera donc '
^

- On peut d'ailleurs les grouper par paires [doubles triè-

dres) en réunissant ensemble ceux qui contiennent les mêmes droites. Enfin

les doubles trièdres peuvent être associés trois à trois, en réunissant en-

semble ceux qui n'ont aucune droite commune. Prenant pour inconnue

ce système de trois doubles trièdres, on aura une équation de degré

15 32
—^—5 = 4o> et équivalente à la proposée.

3*» On peut déterminer de
"^'^

manières différentes une paire de droites

qui ne se coupent pas. On peut d'ailleurs grouper ces paires six à six [dou-

bles-six de Schlàfli), de telle sorte que les droites d'une paire rencontrent

chacune une droite de chaque autre paire du double-six. Les doubles-six

dépendent donc d'une équation du degré
''"

=^ 36, qui sera encore équi-

valente à la proposée.

Aucune réduite d'un degré inférieur au vingt-septième n'ayant été ren-

contrée jusqu'ici, on était fondé à penser qu'il est impossible de ramener

la résolution de l'équation aux vingt-sept droites à celle d'une équation

d'un degré inférieur. Nous allons en effet prouver cette proposition.

446. En effet, si un semblable abaissement de degré pouvait avoir lieui

il aurait lieu a fortiori après l'adjonction de la racine carrée qui réduit le

groupe de la proposée à H. Supposons donc cette adjonction opérée ; soient
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E27 Tcquation aux vingt-sept droites, Ej celle des équations équivalentes

dont le degré d est minimum : cette dernière équation sera irréductible et

primitive. En effet, ses racines sont des fonctions rationnelles de celles

de Est (380). Si donc E^ n'était pas irréductible, elle se décomposerait

en facteurs irréductibles de degré inférieur à d; et la résolution d'un seul

de ces facteurs, faisant connaître des fonctions des racines de E2T qui aupa-

ravant n'étaient pas rationnelles, abaisserait le groupe de cette équation.

Mais ce groupe H est simple: donc l'équation E27 serait complètement ré-

solue; donc d ne serait pas le minimum supposé. D'autre part, si E^ n'était

pas primitive, ses racines se grouperaient en systèmes, dépendant d'une

équation dont le degré divise d, et la résolution de cette dernière équa-

tion, abaissant le groupe de E27, la résoudrait complètement; donc, ici

encore, d ne serait pas minimum.

Cela posé, l'ordre du groupe G^ de E^ est égal à celui du groupe de E27,

lequel est Q = 27.10.8.6.2 (443); mais il est divisible par d, et divise

\.2...d. Donc si fi? < 27, il sera l'un des nombres 24,20,18, 16, 10,12,

10, 9.

447. // n existe aucune réduite de degré 2/j, 18 om 12. Car soit, pour fixer

les idées, û?= 24. Adjoignons à l'équation E24 une de ses racines, œ : l'équa-

tion E23 qui détermine les vingt-trois racines restantes a son groupe G23

formé des substitutions qui laissent oc immobile, et son ordre est égal à —71
24

t^ nombre divisible par les nombres premiers 2, 3,\. Les équations irréduc-

tibles dont elle est le produit ont donc leur ordre divisible par ces trois

nombres premiers, à l'exclusion de tous les autres (397). Donc chacune de

ces équations est du degré 5 au moins; en outre, aucune d'elles n'a pour

degré 7, 8 ou 9, car son ordre ne pourrait être divisible par 5 sans l'être

par 7 (398); enfin aucune d'elles n'a son degré divisible par un nombre pre-

mier autre que 2, 3, 5, car ce nombre premier diviserait son ordre. D'après

cela, les seules hypothèses admissibles pour les degrés de ces facteurs irré-

ductibles sont les suivantes : 18 et 5; 12, 6 et 5; 6, 6, 6 et 5.

Mais ces hypothèses elles-mêmes doivent être rejetées. Considérons, par

exemple, la première (les mêmes raisonnements s'appliqueraient aux deux

autres). Supposons que E23 soit le produit de deux facteurs E<s et E5 ayant

respectivement pour racines 7,,..., 7,8 et Xf,..., x^. L'ordre du groupe par-

tiel r^^ formé par celles des substitutions de Ga* qui laissent immobiles jc

et x^^ sera —r-^ et celui du groupe partiel A^^^ formé par celles de ces substitu-
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lions qui laissent immobiles x et r,, sera —?—5- Soit maintenant S une
^ "^ 24

.

1 o

substitution de G24, qui remplace x par x^, et soient z une autre racine

quelconque de E24, u la racine que S lui fait succéder. Le groupe formé par

les substitutions qui laissent x^^ et u immobiles est le transformé par S de

celui dont les substitutions laissent x et z immobiles : il contiendra donc

Û a , . . . I. j .

—r-p ou —,—;t substitutions, suivant que z sera l une des racines Xf,..., x^,
24.5 24-1 c>

^

ou l'une des racines j,,...,j, g.

Or l'équation E5 ayant son ordre divisible par 3, son groupe est trois fois

transitif (398); donc le groupe formé par celles des substitutions de G23 qui

laissent immobiles deux quelconques de ses racines, x^ et x^^', a pour ordre

-7-F-T- Le groupe formé par celles des substitutions de G24 qui jouissent

de cette propriété, contenant celui-là, a pour ordre un multiple de ce

nombre; donc il ne peut avoir pour ordre —?

—

kï donc les cinq racines telles,

que le groupe partiel formé par celles des substitutions de Gj^ qui laissent

immobiles l'une d'elles en même temps que x^ ait pour ordre -7-^» sont

.r, ic,,..., x^_f, a7^^.,,— Mais S les fait succéder aux cinq racines x,,..., x^,

qui jouissent de la même propriété par rapport à x. Donc S permute ex-

clusivement entre elles les six racines x, a?,,..., x^^; d'où l'on déduirait

comme au n*^ 396, que E24 n'est pns primitive, ce qui est contraire au nu-

méro précédent.

448. // n existe aucune réduite de degré 20, 1 5 om 10. Car s'il existait,

par exemple, une réduite du vingtième degré, le groupe 5 formé par celles

des substitutions de H qui laissent sa racine invariable aurait pour ordre—

»

et le groupe K formé par celles des substitutions de H qui laissent immo-

bile la racine a ayant pour ordre — , l'ordre du groupe dc formé par les sub-

stitutions communes à 5 et à K serait ? ou le vingtième de l'ordre
27. -20 °

de K (393).

Cela posé, les substitutions de K sont de la* forme AjiB^; A,, A2,... étant

des substitutions partielles qui permutent ensemble les dix racines è, c, û?,

^»/' ^' ^' ^ ^'j ^' et B<, B2,... des substitutions opérées en même temps sur

les seize autres racines : d'ailleurs on voit sans peine qu'aucune subslitu-

4i
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lion (le K (à l'exception de l'unilé) ne laisse les dix premières racines im- ,

mobiles à la fois. Soient en particulier <.i', ift),, Ji,2ift)2»-" Ï6S substitutions

de ^ : le groupe ac' formé par les substitutions partielles ,.1,,, .1,2,... opérées

sur les dix premières racines sera évidemment contenu dans le groupe K'

formé par les substitutions partielles A,, A2,..., et contiendra un vingtième

du nombre total de ses substitutions.

Or on voit immédiatement que K', dérivé des substitutions

{bhk){cil), {dhk){eil), {ghk){fil), (f/ik){gil),

contient : i** les substitutions qui résultent d'un nombre pair de transposi-

tions entre les cinq systèmes binaires bc, de, fg^ hi, kl: 1° les substitutions

qui ne déplacent pas les systèmes, mais permutent ensemble les deux ra-

cines dans un nomhre pair de systèmes. On reconnaît en outre facilement

que tout groupe tel que 3C', contenu dans K' et contenant le vingtième de

ses substitutions, contient le groupe L' formé par ces dernières substitu-

tions. D'ailleurs L' est permutable aux substitutions de K'; et réciproque-

ment tout groupe contenu dans K' et permutable à ses substitutions est con-

tenu dans L'.

Les substitutions de K et de K' se correspondent évidemment une à une,

de telle sorte qu'au produit de deux substitutions correspond le produit de

leurs correspondantes. Le groupe SH" , formé des substitutions de K dont le pre-

mier facteur appartient à x', contiendra le groupe L formé des substitutions

de K dont le premier facteur appartient à L' : donc 5» qui contient dc, con-

tiendra L. En outre, L sera permutable aux substitutions^ de K, et récipro-

quement tout groupe contenu dans K et permutable à ses substitutions sera

contenu dans L.

Soient maintenant S une substitution quelcanque de H; a, la racine par

laquelle elle remplace a : elle transformera K, L en deux autres groupes K, , .

L,, qui jouent par rapport à la racine «, le même rôle que K, L par rapport

à la racine a. Raisonnant comme précédemment, on voit que 5 contiendra

les transformées des substitutions de L par une substitution quelconque

de H; mais ce dernier groupe étant simple, ces transformées, combinées

entre elles, le reproduisent tout entier. Donc ^, au lieu de contenir, comme
il le faudrait, le vingtième des substitutions de H, se confondrait avec lui.

449. // n'existe aucune réduite du degré 16. S'il en existait une, E,c,

soient E,5 l'équation qui donne quinze de ses racines après l'adjonction de

la seizième, G,5 son groupe, 0,5 son ordre : on voit, comme au n° 447, que
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si E,5 n'est pas irréductible, elle se décompose en deux facteurs du dixième

et du cinquième degré, ou en trois facteurs du cinquième. *

Mais E,5 ne peut se décomposer en trois facteurs du cinquième degré :

car l'ordre de E.e diviserait (i.2...5)'.i6 et ne pourrait être égal à fl.

Supposons maintenant E,5 = E,oE5. L'équation du cinquième degré E5,

ayant son ordre O5 divisible par 3, a son groupe G5 trois fois transitif: d'ail-

leurs O5, divisant -tt» n'est pas divisible par 8; donc le groupe G3 est alterné.

Cela posé, soient G,o le groupe de E,o, 0,o son ordre ; on aura évidemment

— = 0,5 = 0,0 P, P étant l'ordre du groupe partiel T formé par celles des

substitutions de G,5 qui ne déplacent pas les racines de E,o- Ce dernier

groupe est évidemment contenu dans G5 et permutable à ses substitutions;

et le groupe G5 étant simple, T se confond avec lui ou ne contient d'autre

substitution que l'unité. Mais si Y se confondait avec G5, P serait divisible

par 5 et 0,oP par 25, tandis que. -^ ne l'est pas. Il faut donc admettre la se-

conde hypothèse, d'où P = i , --r = 0,o.

Cela posé, adjoignons à l'équation E,o une de ses racines, c? : l'équa-

tion E, qui détermine les autres aura pour ordre —7— = 2.3*. Il faut évi-

demment pour cela qu'elle soit irréductible, mais que l'équation Eg obtenue

en s'adjoignant une nouvelle racine se décompose en facteurs irréductibles

ayant chacun pour degré i, 2, 3 ou 6. L'ordre de Eg devant être égal à 2.3-,

l'un au moins de ces facteurs aura pour degré 3 ou 6, et il est aisé de voir

que, quelque hypothèse qu'on fasse.sur les degrés de ces facteurs, l'équa-

tion Eg sera non primitive (395). Cela posé, soient a, /3, y; a', j5', y'; a", /5",

y" ses racines : on voit immédiatement que l'ordre de E9 ne peut être égal à

2.3* que si son groupe Gg est dérivé des substitutions

(«(3-/), (a'(3y), («T/'). i^^')W){yy'h i^^^nwniyy')-

Il est facile maintenant de prouver l'impossibilité du groupe G.o- Ce

groupe, étant deux fois transitif, contiendrait une substitution S qui rem-

place a, /3, y par (J, |3, et par une autre racine s (différente ou non de a et

de y) : et G,o contiendrait la substitution ((^]Se), transformée de (ajSy) par S.

Soient maintenant Ç une autre racine quelconque; T une substitution de G,o

qui remplace Ç par â; a,, |S,, y,, ô",, £, les racines que T fait succéder à a,

^, y, â, £ : les substitutions (o^,/5,c,), (aiiS,yi). transformées de {&^s), (ajSy)

41.
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par T, ne déplaçant pas â, appartiendraient à Gg : résultat absurde, car le

groupe dérivé de ces deux substitutions, alterné par rapport à a,, /3,, 7,, e,,

ayant son ordre divisible par 4. ne peut être contenu dans G9, dont l'ordre

est 2.3*.

450. Supposons maintenant l'équation E,5 irréductible et primitive. Ad-

joignons-lui une de ses racines, x; l'équation E,, qui donne les racines res-

tantes aurait pour ordre 0,^ = 75—^ = 4-27, et se décomposerait en fac-

teurs irréductibles dont l'ordre divise ce nombre, et admet les diviseurs

premiers 2 et 3. On aurait donc deux facteurs du quatrième degré avec un

du sixième, ou avec deux du troisième.

i'' Ces deux hypotbèses doivent être rejetées. En effet, considérons

d'abord la première. Soient E'^, E^, Ec les trois facteurs de E^. L'ordre

de Ec étant premier à 5, l'équation E5 qui s'en déduit par l'adjonction

d'une de ses racines sera décomposable en plusieurs facteurs irréductibles,

et de quelque manière qu'on imagine que' cette décomposition ait lieu, on

arrivera à cette conclusion que Eg n'est pas primitive (395). Les racines se

grouperont donc deux à deux en trois systèmes, ou trois à trois en deux

systèmes.

Le premier cas est inadmissible : car 0,^ serait divisible par 8 ou ne le

serait pas par 27, et, par suite, ne saurait se confondre avec -rf-T' En ef-

fet, 0,4 est égal au produit de Og, ordre de E^, par P, ordre du groupe F

formé par celles des substitutions de G, 4 qui ne déplacent pas les racines

de Eg. Chaque substitution de ce dernier groupe est le produit de deux sub-

stitutions partielles opérées respectivement sur les racines de E'^ et de E^ :

et son ordre est évidemment divisible par l'ordre P' du groupe T' formé

par les premières substitutions partielles. Mais T' est contenu dans le

groupe G\ de l'équation E'^ et évidemment permutable à ses substitutions.

D'ailleurs G'^ "ayant son ordre divisible par 4 et par 3, et non par 8, est al-

terné; et l'on voit immédiatement qu'il y a en tout trois groupes contenus

dans G\ et permutables à ses substitutions, lesquels ont respectivement

pour ordre 12, 4 et i. Donc P'= i2, 4 ou i. Mais Og étant divisible par 6,

0,4= OeP sera divisible par 8 si P'> i. On doit donc admettre que V se

réduit à la seule substitution i . On voit de même que le groupe T" formé

par les secondes substitutions partielles se réduit à la seule substitution 1.

Mais alors on aura 0,4 = Oe, et ce nombre divisant 1.2.3.(1.2)^ ne sera pas

divisible par 27.
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Supposons, au contraire, que les racines de E« se groupent trois à trois

en deux systèmes. On aura 0,* = ^R, R étant l'ordre du groupe I formé par

celles des substitutions de G, 4 qui ne déplacent pas ces deux systèmes. Mais

chaque substitution de I est le produit de trois substitutions partielles, opé-

rées respectivement sur les racines de E'^, de E'^ et de Eg. Soit V le groupe

formé par les premières substitutions partielles; il est clair qu'il contiendra

au moins six des douze substitutions du groupe alterné G'^ : d'ailleurs I étant

permutable aux substitutions de Gn, T le sera a fortiori à celles de G'^; donc

r contient les douze substitutions de G'^. Cela posé, R étant évidemment di-

visible par l'ordre de F, 0,^ le sera par 8, ce qui est inadmissible.

2** Il reste à examiner le cas où En se décomposerait en deux facteurs du

quatrième et deux du troisième degré. Mais l'impossibilité de cette hypo-

thèse (l'équation E,5 étant supposée primitive) se démontre par des consi-

dérations toutes semblables à celles du n° 447.

451. Il nous reste à démontrer que E,5 ne peut être à la fois irréductible

et non primitive. Si cela avait lieu, ses racines se grouperaient cinq à cinq

en trois systèmes, ou trois à trois en cinq systèmes. Examinons successive-

ment ces deux cas.

1° Si les racines de E,5 formaient trois systèmes, son groupe G, 5 aurait

pour ordre mP, m étant le nombre de positions différentes que ses substitu-

tions donnent aux systèmes, et P l'ordre du groupe I formé par celles des

substitutions de G, 5 qui ne déplacent pas ces systèmes. Ces dernières sub-

stitutions sonl de la forme Af-A^A^; A'j, A',... étant des substitutions

partielles opérées sur les racines du premier système; AjjAj,..., et A3,

A3,... d'autres substitutions partielles opérées en même temps sur les ra-

cines du second et du troisième système.

Soient respectivement I,, I.,, I3 les groupes formés par les substitutions

partielles A'^, A",,...; A;, A',,...; A'3, A;,...; B'.^B;, B^B;.... celles des sub-

stitutions de I qui ne déplacent que les racines des deux derniers systèmes;

K le groupe formé par ces substitutions; K2 le groupe formé par les substi-

tutions partielles B'.,, B,,...; soit enfin L le groupe formé parcelles des sub-

stitutions de I qui ne déplacent que les racines du troisième système. Il est

clair que K est contenu dans I et permutable à ses substitutions : donc a
fortiori K2 est contenu dans Ig et permutable à ses substitutions. De même
L est contenu dans I3, et permutable à ses substitutions.

Les groupes I,, L, I3 ont leur ordre divisible par 5. En effet. Tordre de I

est évidemment égal au produit des ordres p, q, r des groupes I,, K., L.
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Mais E, 5 a pour ordre 0,s= -t^ = 2-. 3'. 5 = mpqr. D'ailleurs m divise 1.2. 3;

donc un des nombres /?, q, r, et un seul, est divisible par 5. Supposons

que q, par exemple, soit divisible par 5 : là, contenant Ko, aura a fortiori

son ordre divisible par 5. D'ailleurs G, 5 contient une substitution S qui rem-

place les racines du second système par celles du premier : celte substitu-

tion transforme I2 en I,; donc /?, ordre de I,, est divisible par 5. De même

pour l'ordre de I3.

Le nombre p étant divisible par 5, comme on vient de le voir, q et / ne

le seront pas. Ils se réduiront donc à l'unité; car si q, par exemple, était > i,

les racines du second système pourraient être partagées en classes, en réu-

nissant ensemble celles que les substitutions de K2 permutent entre elles :

cela posé, les substitutions de lo, étant permutables à K2, permuteraient

exclusivement entre elles les racines appartenant aux classes les moins nom-

breuses; donc I2 ne serait pas transitif, et son ordre ne pourrait être divi-

sible par 5.

Soit donc q = r = i : 0,5, se réduisant à mp, divisera 1.2. 3. 1 .-a. 3. 4. 5 et

ne pourra être égal à -^» comme cela devrait être.

452. 2° Si les racines de E,5 formaient cinq systèmes, -^ =0,5 serait

encore égal à mP, m étant le nombre de positions différentes que les sub-

stitutions de G, 5 donnent aux systèmes, et P l'ordre du groupe I.

Supposons d'abord que m soit divisible par 3 : les déplacements des sys-

tèmes formeront un groupe de degré 5, transitif et dont l'ordre est divisible

par 3 : ce groupe sera donc trois fois transitif : et son ordre n'étant pas divi-

sible par 8, il sera alterné. On aura donc m = 5.4-3, d'où P = 27. Ce résul-

tat est impossible. En effet chaque substitution de I devrait être de la forme

A7A2'A3'A4'A"^'; A,,...,A5 désignant des substitutions circulaires effec-

tuées respectivement entre les racines du premier,..., du cinquième sys-

tème, et a<,..., «5 des entiers nuls ou positifs; et l'on aurait V =•- nQ, n étant

le nombre de systèmes de valeurs non congrues suivant le module 3 que

prennent, dans les substitutions de I, les entiers a, , «2» lequel divise 9, et Q
le nombre des substitutions de I qui se réduisent à la forme A3' A^'Ag'. Donc

Q > 1, et I contient une substitution S de cette dernière forme, autre que

l'unité. Supposons, pour plus de généralité, que dans S les valeurs de a,,

ff.ji diffèrent de o(mod. 3). Transformons cette substitution par celles de G,

5

qui laissent immobiles les troisième et quatrième systèmes, en remplaçant
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le cinquième par le premier et par le second. On obtiendra deux transformées

telles que A^a'A^^^A^;, A',' A\* A-j*; ^3, /S*. 73. 7* étant des entiers différents de

o(mod. 3). Cela posé, deux des trois rapports -% è» 7^ seront nécessairement

33 y
congrus par rapport à 3. Soit, par exemple, ^^^- Les deux dernières sub-

stilulions ci-dessus, combinées entre elles, donneront la suivante : A^,' Aj'^N

qui ne déplace plus que les racines de deux systèmes. Cette substitution, trans-

formée par celles de G, 5, donnera des substitutions déplaçant les racines

de deux systèmes quelconques. Cela posé, soient respectivement P,, Po,..,

les ordres des groupes I,, lo,-.-. formés par celles des substitutions de I qui

laissent immobiles les racines du premier système, celles des deux premiers

systèmes, etc., on aura

P= 3 P.= 3' P,= 3' P3= 3* P4 > 27

.

Supposons enfin m non divisible par 3. On a

P :^ Cl P] = Cl cj P; =: ci £î £3 P3,

£,, £0. £3 étant des diviseurs de 1.2. 3. Mais P= -^— est divisible par 3* :* ibm ^

donc P3 est divisible par 3, et I3 contient une substitution S, autre que

l'unité, de la forme A'^'A'j,'. Les entiers a^, «5 différeront de o(mod. 3); car

si l'on avait «5^0, I contiendrait les transformées de S par les substitu-

tions de G, 5, transformées dont les puissances, combinées entre elles, re-

produisent les 3* substitutions de la forme A'*.. A^'. Donc P, et, par suite,

-TT serait divisible par 3', ce qui n'a pas lieu.

On peut supposer a^^i, «5^2, les autres cas se ramenant à celui-là

en écrivant au besoin A^, A"^ à la place de A4, A5. On voit de même que 1

contient une substitution de la forme A^^'A^ ^5 et |3, différant de o(mod. 3).

Cette substitution (ou son carré si |3^^2) sera de la forme A5A',', et l'on /"

peut supposer 7,^2. On voit de même que I contient les substitutions

AjAa, AgA*/, ai étant <ofmod. 3). Mais ces substitutions, combinées entre

elles, donnent la substitution A^^*, que I doit contenir, ce qui ne serait pas

possible, d'après ce qui précède, si â,, ne se réduisait pas à 2. Donc I con-

tient les substitutions A, A^, AjA^,.,., A5 A;, et en général toutes celles de

la forme A7..A'5' pour lesquelles a, -f-.,. h- a5^so, lesquelles dérivent de

celles-là.
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Le groupe G, 3 ne peut contenir aucune autre substitution d'ordre 3. Car

cette substitution, ne déplaçant pas les systèmes, par hypothèse, serait de

la forme A"'... A^S a» 4-... -f- a^ étant 5o(mod. 3); et en la combinant aux

précédentes, on aurait un groupe d'ordre 3' contenu dans G, 5, ce qui est

impossible.

Soient maintenant a,, b,, c,,..., «5, b^, C3 les racines de E,5; x la der-

nière racine de E,6. Le groupe G<fl de E,6, étant deux fois transitif, contient

une substitution S qui remplace a, et bt par a? et a, : et la transformée de

A, Ag = {a^b^c,) («2C2&2) P^ï* S sera de la forme T = (a7«,j) {zuv), y, z, m,

V étant les racines que S fait succéder à c,, «o» ^2» ^2-

Supposons d'abord que j soit une des racines b^, c^^ par exemple, b^. Les

substitutions Ag'.-.Ag' d'ordre 3 contenues dans I et qui laissent a?, a,, b^

immobiles forment un groupe évidemment permutable à T, ou, ce qui re-

vient au même, à la substitution partielle [zuv). Il faut pour cela que [zuv)

soit une puissance de l'une des substitutions A2,..., A5, de A2 par exemple.

Cela posé, la substitution A, A^, multipliée par T ou par T^, donnera une

substitution U qui laisse immobiles toutes les racines autres que a,, ^,,

c, , X.

Supposons, au contraire, que j soit une autre racine, telle que a^\ les

substitutions Ag'A^^Ag' contenues dans I forment un groupe permutable

à [zuv^, [zuv) sera une puissance de l'une des substitutions A,, A4, A3, ou

permutera entre elles trois des racines 6,, c,, b^, c.^. Mais dans ce dernier

cas, le produit de S par A, A 2 ou par son carré donne une substitution

d'ordre 7, ce qui est inadmissible, Q. n'étant pas divisible par 7. Admettons

donc que [zm^] soit une puissance de A3 : S, combinée avec A2 A3, donne une

substitution U qui laisse immobiles toutes les racines, sauf a,, «2» b^, c,, x.

Donc G,6 contiendra dans tous les cas une substitution U qui déplace

cinq racines au plus. Soit x' une des racines que U laisse immobiles :

G, 6 contient une substitution V qui remplace x' par x; V"'UV =W ne dé-

place encore que cinq racines, et laissant x immobile, appartient à G, 5.

INJais toute substitution qui déplace les systèmes déplace au moins deux

d'entre eux, soit six racines : donc W appartient à I et remplace les lettres

de chaque système les unes par les autres. Mais si W déplace les trois let-

tres d'un même système, le premier, par exemple, son carré sera une puis-

sance de A,, qui ne peut être contenue dans I, ainsi qu'on l'a déjà vu. Si,

au contraire, W laisse dans chaque système une racine au moins immobile,

ojn pourra supposer

W=:(ai6,), =:(rt,6,)(aj6,j ou = (a, 6,)(a2C,).
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Dans les trois cas, celte substitution, jointe à celles de la forme A^.-.A^n

que contient I, et à ses transformées par celles-ci» permettra de permuter

ensemble d'une manière quelconque les trois racines a,, b,, c,, puis, en lais-

sant celles-là immobiles, de permuter ensemble a^, bo, c^, puis de permuter

entre elles «j, 63, c^. Donc P serait égal à (r.a.3)^P3, et divisible par 8, ce

qui est inadmissible.

453. Supposons que l'on s'adjoigne une des racines de l'équation aux

vingt-sept droites, telle que a. Il restera une équation de degré 26, dont le

groupe est dérivé des substitutions B, C, D, E, F. Ce groupe n'étant pas

transitif, l'équation se décompose en deux facteurs rationnels, du seizième

et du dixième degré. On voit sans peine que ces équations partielles ont

les mêmes groupes que les équations X et Y du § III.

§ VI. — Problèmes de contacts.

454. D'après les rechercbes déjà citées de M. Clebscb (427), la déternii-
/ o \

nation des courbes de l'ordre n — 3 qui touchent en ——^^^^— points une

courbe donnée C d'ordre n dépend d'une équation de degré 2''^' — 2P~\

, . In — i)(7i — 1) T •
1 ' •

en posant pour abréger =^P- L^s racines de cette équation

étant représentées par le symbole (a;, j,...a;pjp), où a?,, j,,..., 0Cp,yp sont

des indices variables chacun de o à i, et satisfaisant à la condition

Xiyt-^ . . .-^ Xpy^p-=^i ( mod. 2 },

on aura le théorème suivant (Mémoire cité, § YIII) :

Soit [L un entier quelconque tel, que [l soit entier : les points de con-

tact de C avec les /x courbes correspondantes aux ,a racines [cc^^ y\...x y' ),...^

{^'fyf • • ' ^'fy^p^) seront sur une même courbe du degré -Ç— > lorsque les ip

congruences contenues dans lesformules suivantes :

(6) a;'^-h...+ x'f'=x'^-h...-hx'f= o (mod. 2)

sont satisfaites à la fois.

Soit
<p^^ la fonction formée par tous les systèmes de ^ racines dont les in-

42
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dices satisfont aux relations (6). On voit comme au n''421 que les substi-

tutions du groupe de l'équation appartiennent toutes au groupe de la fonc-

tion (p^t,.

Si n est pair, on ne pourra assigner à (x que des valeurs paires, et les

substitutions du groupe chercbé, laissant invariables les fonctions 9*, «pe»---»

appartiendront au groupe G (319-335).

Si n est impair, on pourra assigner à fjt,
une valeur entière quelconque,

et le groupe cherché sera contenu dans le groupe G, (336-346).

455. Posons /i = 4 * on aura l'équation aux vingt-huit doubles tangentes

des courbes du quatrième ordre. Si Ton adjoint à l'équation une de ses ra-

cines, telle que ( i loooo) , les autres racines seront déterminées par une équa-

tion du vingt-septième degré, dont le groupe H est formé par celles des sub-

stitutions de G qui ne déplacent pas (i loooo). Ces substitutions laissent évi-

demment invariable la fonction partielle (p\ formée par ceux des termes de 94

qui contiennent (iioooo) en facteur. Supprimant ce facteur commun, que

les substitutions cherchées laissent invariable, on aura une nouvelle fonc-

tion ^, que ces substitutions laissent également invariable, et qui sera

formée de la somme des produits de trois racines (-^^i J, ^2 J'2 ^3/3)»

(a^'jj'j a?2 j'o^'aya)' (^"1 j"! ^2 72^3^3)» ^^nt les indices satisfont aux rela-

tions

=r» + r\ + ï\= ^3 4- oc\ + x\= j-3 + j'3 4- j';= o

.

Cela posé, il est aisé de voir que la fonction ^ contient quarante-cinq

termes, et ne diffère que par la notation de la fonction 9 du n° 441. Donc

le groupe de l'équation aux vingt-sept doubles tangentes est contenu dans

celui de l'équation aux vingt-sept droites des surfaces du troisième or-

dre. D'ailleurs les ordres de ces groupes, étant égaux respectivement à

-^ (^3— i) 2*. 1.2. 3. 4. 5 (327) et à 27.10.8.6.4, sont égaux entre eux :

donc ces groupes sont identiques. Ainsi se retrouve entre le problème des

vingt-sept droites et celui des doubles tangentes, le lien remarquable si-

gnalé par M. Geiser [Mathematische Annalen, t. P").

456. La résolution de l'équation aux doubles tangentes ne peut être ra-

menée à celle d'équations de degrés inférieurs. En effet, si l'on pouvait la

résoudre à l'aide d'équations d'un degré inférieur à 27, il en serait de même

a fortiori après l'adjonction d'une racine, ce qui n'a pas lieu (446-452).
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D'autre part, s'il existait une réduite de degré ay, adjoignons-nous une de

ses racines : l'équation restante Esc se décomposerait en équations irréduc-

tibles dont les ordres diviseraient = 28.10.8.6.4» et contiendraient les

facteurs premiers 7, 5, 3, 2 (397). Ces équations seraient donc chacune du

degré 7 au moins; d'ailleurs aucune d'elles ne peut être d'un degré supé-

rieur à 8 et inférieur à i4; car son ordre, étant divisible par 9 (398), ne

diviserait pas 0. Mais ces conditions sont évidemment incompatibles.

457. Les résultats généraux du n"454 se modifient lorsque la courbe C

a des points doubles. Le cas où C a ^^— points doubles, dont /. de re-

broussement, a été traité par M. Clebsch {Uber diejenigen Curven, etc.,

Journal de M. Borchardt, t. LXIV). Il montre (§ XVI du Mémoire cité), que

les courbes cherchées du degré n — 3 dépendent d'une équation X de de-

nin — 3) . . ,

gre 2'", en posant m = — -+- i — x, et peuvent être représentées par

le symbole (xyzu...) où les indices x, y^ z, u,.,., en nombre m 4- i, et va-

riables de o à I , satisfont à la relation

(7) xjr-hz-hu-{-...^o (mod. 2).

En outre, les points de contact de quatre de ces courbes (a7,y, z, m,...),...,

{œty^z^ii^...) seront sur une courbe de degré 2(n — 3), si l'on a

(8) x^-{-xi + X3-hx^^Jr^-{-Jri-hJr3-+-y\^z^-{-Z2-^-Z3 + z^^...^o (mod.2),

d'où

x,Xi -h XîTj + XiXi H- XijTi^o (mod. 1).

Nous représentons, pour abréger, para?, j, z, m,... les quantités désignées

a 1 endroit cite par/> + 1, y -h i, A, -i-
^ — > «,»••• •

Les substitutions du groupe de l'équation qui donne les courbes cher-

chées laisseront invariable la fonction (ç, formée de la somme des produits

de quatre racines dont les indices satisfont aux relations (8). Or le groupe G
de cette fonction contient les substitutions de la forme

S=
X, jr ax -\- by + a, a'x + b'y + a'

z z -i- xy+ u-^. . . — {ax ~{-by -\- a.){a'x ~^b'y+ x')

~~ [cxy -hdx-i- ey +fu -h ... H- P)

u,... cxy-h dx -h ey-hfu -h. . .-h ^,. .

.

comme il est aisé de le vérifier, en remarquant que a:^^x,y-^y (mod. 2).

42.
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458. Réciproquement, nous allons prouver que G est exclusivement formé

des substitutions S.

Soient (a?, j, z, m,...), [x^Yi^iU^...) deux racines quelconques. Le nom-

bre des termes de «p divisibles par leur produit est égal à la moitié du nom-

bre total des solutions des congruences

i Xi-hXt^Xt-j-Xj, jj + j<^ji 4- jj, Zi-h Zi^z,-]- z„. .. (mod.2),

\ XijTi -i- Zi-h Ui -h. . .^o, 5:4 j4 -h z« -f W4 -H. . . ^o (mod. 2),

car chaque système de solutions donne les deux autres facteurs de l'un des

termes cherchés; et chaque terme correspond aux deux systèmes de so-

lutions qui se déduisent l'un de l'autre en permutant 373,^3,... avec oC/,,

J*

Cela posé, si l'on a

Xt^^x,, j, ^j2, d'où Zi -\- u, -h . . .^Z2-^ u,-h. . .,

la dernière des relations (9) sera une conséquence des autres, qui déter-

mineront Zj, 0^4, j^, Z4, «4,... en fonction deaJsjja, W3,... qui restent arbi-

traires : on aura donc 2'" systèmes de solutions. Si au contraire a?,, y, ne

se confondent pas avec 072,^2» ^^ dernière des relations (9) ne résulte pas

des précédentes, et le nombre des solutions est inférieur à 2"*.

Partageons les racines en quatre systèmes, en groupant ensemble celles

pour lesquelles les deux premiers indices ont la même valeur. D'après ce

qui précède, pour que deux racines se trouvent associées dans i'"~* termes

de (p, il sera nécessaire et suffisant qu'elles appartiennent au même système.

Cela posé, soit T une substitution quelconque de G; n'altérant pas (p, elle

remplacera les racines d'un même système, qui, prises deux à deux, se trou-

vent associées dans a'""' termes de 9, par d'autres racines qui jouissent de

la même propriété, et qui par suite appartiendront à un même système.

Or les substitutions de la forme S permettent, en y faisant varier les coef-

licients a, b, a, a', b' , a', de permuter les systèmes entre eux d'une ma-

nière quelconque : on aura donc T = T, S,, S, étant de la forme S, et T,

une nouvelle substitution de G, qui ne déplace pas les systèmes.

459. Désignons par (p^ la fonction partielle formée par ceux des termes

de (p exclusivement formés de racines du système o, o. Il est clair que T,

laissera (p^ invariable.

Des considérations analogues à celles du n° 428 montrent que pour laisser
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invariable la fonction ©o. T, doit remplacer les racines (ooza. ..) du pre-

mier système par dies racines de la forme (o, o, z' , ea -t-.-.-h |3, ...), s' étant

d'ailleurs congru à s -i- w h- ... — (ew -h...-4- /3) — ... à cause delà rela-

tion (7). On aura donc T, =T2S2, S2 étant une substitution de la forme S,

dans laquelle a^h'^\, a'^b^a^OL^io, c^d^...^o, et Tj une

nouvelle substitution de G, qui ne déplace ni les systèmes, ni les racines du

premier système.

460. Soient

I, o, — d — . .., d,.. .), (o, I, — e — .. ., e,...),

{i,i,i — [c-\-d-\-e] — ...,c-i-d-he,...),

les racines que Ta fait succéder à(iooo...), (0100...), (11 10...); on

aura Ta = T, S3, S3 étant la substitution

I

X, y, z, u,... x,y, z — '^cxy -^ dx -\- ey ->r . . .)— • .
.

, u-\- cxy -i- dx -h ey, . . . \,

laquelle est de la forme S, et T3 une substitution de G analogue à Tj, mais

qui ne déplace plus (i 000,..), (0100...), (11 10...). D'ailleurs T3 se ré-

duit à l'unité : car soit {xyzu...) une racine quelconque; 9 contient le

terme

{xyzu. ..){x,y,xy, o. . .)(o, o, z', u'....){o, o, z -hxy-^ z', u-{- u\. ..).

où z', m',... sont des entiers quelconques dont la somme soit congrue à

zéro : et T3, laissant invariables les trois derniers facteurs de ce terme, lais-

sera invariable le premier; donc T.^ ne déplacera aucune racine.

461. Pour résoudre l'équation X, il faudra, d'après ce qui précède :

1" résoudre l'équation du quatrième degré qui donne les systèmes; cela

fait, X se décomposera en quatre équations partielles de degré 2'""^; 2° ré-

soudre l'équation partielle qui donne les racines du premier système, équa-

tion dont le groupe sera formé de l'ensemble des substitutions linéaires

(avec termes constants) du degré 2'""-; 3" résoudre les trois autres équa-

tions partielles, qui seront devenues abéliennes par la résolution de la pre-

mière; leur résolution exigera en tout 3(m — 2) racines carrées.
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CHAPITRE IV.

APPLICATIONS A LA THÉORIE DES TRANSCENDANTES.

§ I. — Fonctions circulaires.

462. Soit n un entier quelconque; on sait que cos — est lié à cosa; par

une équation Z du defîjré n, dont les racines, cos — » cos
"^"*" ^^'

•>•'•'>

cos — sont généralement inégales. Cherchons le groupe de mo-

nodromie de cette équation par rapport à cos^r.

Posons pour abréger cosj? =j et cos -—^-^ = (/>) ; et faisons varier j

suivant une loi arbitraire, de manière à ce qu'il reprenne finalement sa va-

leur initiale. La valeur initiale de arccosj étant x, sa valeur finale sera,

comme on sait , égale à a? h- :imn ouà— aj+sm^r, m étant un entier ;

d'ailleurs, en choisissant convenablement la loi de variation de j, on pourra

obtenir une quelconque de ces valeurs finales. La racine (p) se trouvera

par là transformée en {p -{- m) ou en [— p — m). Le groupe de mono-

dromie de l'équation Z sera donc formé des substitutions

(0 \P ±[p + rn]
I,

et son ordre sera égal à 2/i, m étant susceptible des n valeurs o, i,...,

n — I (mod. n).

463. On obtiendra le groupe de monodromie de la même équation par

rapport à cosa; et sina? en supposant que la loi de variation de cosa? soit

telle, que sina? reprenne à la fin de l'opération sa valeur initiale. Sous cette

restriction, la valeur finale de l'arc ne pourra être que de la forme x -H ^mn :

par suite, le groupe cherché ne contiendra plus que les substitutions

(2)-
\ p p^m \.
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464. Le groupe algébrique de l'équation ayant ses substitutions permu*

tables au groupe précédent (391], elles seront (416) de la forme

\ P ap-^h \.

465. L'adjonction de l'irrationnelle numérique cos — le réduira aux

substitutions (i). Car, si dans les formules connues

cos(a -+- ft)+ cos{a— ft) = acosacosô,

cos(aH- b)cos{a — 6) = cos'acos*6 — sin*asin'6 = cos*fl-i- cos'6 — i

on pose a= ^ "^ ^^"
> b = — j on voit que (/ï — i)et (/> H-i) sont les deux

racines d'une équation du second degré F[X, (/>)] = o, dont les coeffi-

cients sont rationnels en cos— Les racines (o),..., [n — i) étant inégales,

(/? — i) et (p -t- 1) satisfont seules à ladite équation.

Or soit S =
I
/3 ç [p] I

une substitution du groupe de Téquation pro-

posée (après l'adjonction de cos~ ) - (^[p— i]) ell ç [p -+- i^jY^tisferont

à l'équation

F[X, (?[/»!)] = o,

et, par suite, se confondront avec (ç [p] — i) et (ç [p] H- i). Donc

9 [p] = zïzp -{- const.

466. L'adjonction ultérieure de sin^c et de sin —^ réduira le groupe aux

seules substitutions (2). On a effet

277 X -+- 207: 277
(n H- i)= (p)cos sin ^-- sin —

•

Mais on a

sinj7=r sin{a:-h2/>ïr)= sin — f[{p)]f

/ étant une fonction rationnelle. Éliminant — à l'aide de celte rela-

tion, il viendra une relation de la forme

{p+i) = ^[{p)],

\^ étant une fonction rationnelle. Soit actuellement S= |/? f[p] \
une



336 LIVRE TROISIÈME.

substitution du groupe de l'équation proposée : on aura

{9[p-hi])=^[i<?[p])], d'où (f[p] = p-\-m.

467. Considérons maintenant l'irrationnelle numérique cos — • Soit
^ - n

Y{u) = o l'équation de degré n — i qui a pour racines cos—^?-"»

cos ~ -• Si n est impair, son premier membre est un carré parfait;

H 2071 I ^ • ' 1 2(n — pJTT
ue racine cos -^ correspond une autre racine égale cos ^— •

Si n est pair, l'équation a la racine cosrr= — i, et après la suppression du

facteur mh- i, son premier membre sera un carré parfait. Soit U le poly-

nôme obtenu en extrayant la racine carrée de F (m) (après la suppression

du facteur u-hi, si n est pair). L'équation U = o est intimement liée à

l'équation X = o, déduite de l'équation x" — i =: o par la suppression de

ses racines réelles. Soient en effet x = cos ——h « sin —^ l'une des racines
n n

de X, oo~* sa conjuguée : on aura - [x -\- x~*) = cos —^•

Décomposons maintenant X en facteurs irréductibles. Soient F l'un de

ces facteurs; 2/xson degré; Xo, a;,,... ses racines, qui pourront se grouper

par couples de racines conjuguées, et réciproques l'une de l'autre :

- [xq -f- x~^), - [x, + x~'),... seront les racines d'une équation de degré /x,

dont le premier membre sera évidemment un facteur de U. Ce facteur sera

irréductible : car s'il était divisible par un polynôme ^{u) de degré [}.'
<^ij.,

l'équation ^(x -ir x~^) ^= o, de degré 2,a', aurait pour racines une partie

de celles de F, qui ne serait pas irréductible.

Il sera aisé, en partant de là, de déterminer le groupe de l'équation

U = o. Nous nous bornerons au cas où n est premier. Soient «„,...,

Up =^ Xp -+- x~\... les racines de U.

Pour qu'une fonction des quantités u soit rationnelle, il faut et il suffit

qu'elle soit invariable par les substitutions

I

Xp Xp^m
I

du groupe X, lesquelles reviennent aux substitutions

I
Up Up+m |,

effectuées sur les m. Donc le groupe de U est formé par ces dernières sub-

stitutions.
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§ II. — Fonctions elliptiqufs.

Division des fonctions elliptiques.

468. Division d'un arc quelconque. — Soient u = X(ir) la fonction inverse

de l'intégrale

r du
( 3 )

X = I - »

)/(a7) = v'[i — X*(a7)] [i — Pl^{x)] sa dérivée; n un entier quelconque.

On sait queXf — J est déterminé en fonction de X(a;), V(a7), k par une

équation de degré n"^, dont les racinesserontXf —
)
v» >.

(^^^

—

poi-^q^
\ ^

w et^w' étant les périodes de la fonction l{x), elp, q des entiers variables

de o à n — I (mod. n). (Briot et Bouquet, Théorie des Fonctions double-

ment périodiques, n° 187.) Nous conviendrons de représenter ces racines

par le symbole général [pq).

Si n est un entier composé, tel que rs, la résolution de l'équation de de-

gré n'' qui donne X( — J revient à celle de deux équations successives de

degrés r^ et 5^ Car on pourra déterminer ). (-) par une équation de degré/*':

d'autre part, en différentiant cette équation, on obtiendra X'f- j exprimé

en fonction rationnelle de X(- )> \{x), X'(a;), X"(a7) et k, ou, par suite de

la relation évidente

(4) r{x)=-i{x)[i-k^y}{x)]~-k^i{x)[i-7^[x)i

en fonction de Xf -j» 'k(x), 'k'(x) eik. Connaissant ainsi X(- | et sa dérivée,

on obtiendra X( — )
par une équation de degrés-.

On peut donc supposer n premier, sans nuire à la généralité de la ques-

tion.

469. Cherchons d'abord le groupe de monodromie de l'équation par rap-

port à \{x) et V[x). Pour cela, faisons varier X(a;) suivant une loi quelcon-

43
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que, mais de telle sorte que cette fonction ainsi que sa dérivée repren-

nent finalement leurs valeurs initiales : la valeur initiale de x étant x, sa

valeur finale sera, comme on sait, égale à ^ -i- mw -f- m'w', m et m' étant

des entiers, qui dépendent de la loi de variation de \[x)^ et peuvent être

supposés quelconques. Substituant cette valeur dans l'expression de la ra-

cine [pq)y on la changera en (/? -f- m, q -f- m!). Le groupe cherché sera

donc formé des substitutions

(5)
\ P' Ç P-^ f^y q + m' \.

470. Supposons maintenant qu'on adjoigne à l'équation l'une de ses ra-

cines, telle que ^( — ) ; les racines restantes dépendront d'une équation de

degré n- — \ . Cherchons son groupe de monodromie relatif à k.

Si l'on fait varier /-, w et w' varieront avec lui, et pourront ne pas repren-

dre leurs valeurs initiales en même temps que lui. Mais co et w' sont un sys-

tème de périodes élémentaires, c'est-à-dire telles, que toute période nou-

velle de \{x) est de la forme «w -4- a'w', a et a' étant entiers. Cette propriété

subsistera évidemment pendant que k varie. Donc û et O', valeurs finales

de 'à et w', seront un système de périodes élémentaires de la fonction X(a?) :

on aura donc

12 = aw 4- a'oi' , QJ =.- bo)-\- b'o)', avec ab' — ba' = i

,

celte dernière condition étant nécessaire pour que w, w' soient des fonctions

linéaires à coefficients entiers de ù, ù'.

Remplaçant w et w' par Ù et Q' dans l'expression (pq), on la change en

[ap -h bq, a'p -h b'q). Le groupe cherché a donc toutes ses substitutions de

la forme

(6)
\ p, q np + bq, a'p 4- b'q

|,

avec la condition ab' — ba' = i, laquelle peut être remplacée par la sui-

vante ab'— ba'^x (mod. n), en remarquant que l'on peut, vsans altérer en

rien la substitution, accroître ou diminuer a, b, a', b' de multiples arbi-

traires de n.

471. Réciproquement, si n est impair, toute substitution de cette forme

fera partie du groupe cherché. Pour le démontrer, nous emploierons une

méthode élégante, due à M. E. Mathieu.

Représentons, suivant l'usage reçu, une quantité imaginaire « -i- /2/ par
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un point ayant pour abscisse a, et pour ordonnée ^. Soient C, C, des con-

tours élémentaires passant par l'origine des coordonnées, et enveloppant

respectivement les àe\x\ points critiques i et r; C, C, les deux contours élé-

mentaires symétriques de ces deux-là par rapport à l'origine, et envelop-

pant les deux points — i et — ,
-, A, A,, — A, — A, les valeurs de l'inté-

grale (3) prise le long de ces contours, en supposant que le radical soit égal

à I pour z/ = o. On sait ; i° que Ton n'altère pas la valeur de ces inté-

grales en déformant les contours C, C,, C, C, , pourvu qu'on ne leur fasse

traverser aucun point critique; 2° que les périodes w, w' sont respective-

ment égales à 2A et à A, — A.

472. Supposons maintenant qu'on fasse varier A* suivant une loi quelcon-

que. Les intégrales A, A, varieront d'une manière continue, pourvu qu'on

ait le soin de déformer progressivement les contours élémentaires, lorsque

cela sera nécessaire, de telle sorte qu'ils ne soient jamais traversés par les

points critiques.

Supposons d'abord que l'on fasse varier k de telle sorte que le point 7

décrive dans le sens direct un contour fermé enveloppant les points i et

— I (Jîg. i). Lorsque k aura repris sa valeur initiale, le contour C n'aura

Fig, I.

pas varié, et, par suite, l'intégrale A reprendra sa valeur initiale. Au con-

traire, le contour C,, se déformant progressivement, se sera changé en un

contour tel que K (pointillé sur la figure). Or le contour K peut évidem-

ment se ramener par une déformation convenable à la somme des cinq con-

tours C, C, C,, C, C; mais l'intégrale suivant C est A; celle suivant C est

également A, le radical ayant au commencement de ce second contour la

43.
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valeur — i ; l'intégrale suivant C, est A
,

, etc. Donc l'intégrale suivant K sera

4A-f-A,.

Les intégrales A, A, étant ainsi changées en A, 4A-1- A,, w, w' le seront

en w, w'+ 2w; et la substitution correspondante du groupe cherché sera

(7)
\ P' Ç P -^ 2</, q |.

473. Faisons maintenant varier k de telle sorte que le point j décrive,

toujours dans le sens direct, un contour fermé entourant seulement le

point I. Les deux contours C, C, auront été changés progressivement en H,

H. (Jg. a).

Fig. 2.

Mais H se réduit à la somme des trois contours C,, C, C,, et H, à la somme
des contours C,, C, C,, C, C, : A, A, seront donc changées en 2 A, — A et

3A,— 2 A; et par suite w, w' le seront en w -1- 4^', w', ce qui équivaut à la

substitution

(8) \ p, q p, ^p-hq \.

474. Cela posé^ si n est impair, les substitutions (7) et (8), élevées à des

puissances convenables, reproduiront les substitutions

\ P, q p^q, q \, \ p, q p> p + q l

desquelles dérivent toutes les substitutions linéaires de déterminant i (121

et 137).

Au contraire, si n est égal à 2, les substitutions ci-dessus se réduisent à

l'unité. Il est clair d'ailleurs que l'on peut obtenir un déplacement quel-

conque (suivant un contour fermé) des points x ^t — r en combinant des

déplacements suivant les deux sortes de contours étudiés ci-dessus avec

des déplacements suivant d'autres contours n'enveloppant aucun des deux
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points -+- 1 et — I, lesquels déplacements n'altéreront pas les périodes. Doni;

dans ce cas particulier les racines de l'équation sont des fonctions mono-

dromes de k.

475. Cherchons maintenant le groupe algébrique de l'équation, les quan-

tités k, X(^), >/(^) étant supposées connues. Le groupe cherché étant per-

mutable au groupe de monodromie relatif à X(a?) et X'(a7), ses substitutions

seront (119) de la forme

\ p, q ap -¥- bq -h m, a'p -f- b'q + m' |.

Mais si l'on adjoint à l'équation les constantes X (-)» X(—), ce groupe se

réduira aux substitutions (5). En effet, on connaît la formule fondamentale

i[z)i'{t) + y![z)i{t)
l{z +/) =

I — /rO.'(2)À^(/)

Différenlions-la par rapport à z, et remplaçons )."(-) par sa valeur en

fonction de X(2), déduite de l'équation (4)- On aura la valeur de l'[z-\-t)

exprimée rationnellement en X(z), X'(2), X(i), X'(/) et k. •

r» • » ^ X -h pM -h a 0)' fl &) -f- 6 w' j , n
1 / \Posons maintenant z = ^ — » t = dans la formule (o ).

Elle donnera la valeur de la racine {p+ a^ q-hb) en fonction rationnelle de

ipq), li— —\i de leurs dérivées, et de A:. Mais la dérivée de (;o^) s'exprime

rationnellement (468) en fonction de {pq) et des quantités 'k{x -hyooj -h ^w'),

\'{x-hpfj) H- ^w'), respectivement égales à X(a7), ^{x). D'autre part, d'après

ce qui précède, X (—^^ —\ et sa dérivée s'expriment rationnellement en

fonction de X(-|5X'(-)» X(— j,X'( — j^ k. En outre, X'( -) s'exprime ra-

tionnellement en fonction deX (- ] j ^ et des constantes rationnellesX(w) = o,

X'(w) = i (468). De même, X'f^
j
s'exprime rationnellement en X(—

j
etk.

Substituant ces valeurs dans l'expression de {p + a^ q + b) il vient une

relation de la forme

ip-^a, q + b) = ^}^{pq),}.(j^, /(^), >.(:r), yix), k^.

6 étant une fonction rationnelle, dont les coefficients sont indépendants

de p et de q.
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Soit mainlenant

s=
\ p,q f[p, 9], i'[p, g] I

une quelconque des substitutions du groupe cherché. Elle remplace les ra-

cines {p-ha, q + b), [pq) par {f[p-^a, q^b], Y[p-^a, q-^b]),

i/[p* ^]» ^[P* 9])' ^^i^ ^^^ deux nouvelles racines doivent être liées entre

elles par la même relation que celles qu'elles remplacent : on aura donc

f[p-^a, q-hb]=f[p, q]-ha, F[p + a, q -h b]^F{p, q) + b,

d'où

f[P'q]^P-^f"> f[p,q] = q + m',

m, m' étant des entiers constants.

Donc l'équation est abélienne, et se résout au moyen de deux équations

abéliennes de degré n (407).

476. Division des périodes. — Considérons maintenant les irrationnelles

)>(-)» >'(-•)• L'équation de degré /i^ dont elles dépendent se réduit au de-

gré n"^ — I par la suppression de la racine nulle ^(-)i ses autres racines

sont de la forme \i——^j? et nous les désignerons par (/>^). Le groupe

de monodromie de l'équation par rapport à k sera formé des substitua

tions (6).

Pour déterminer son groupe algébrique, nous partirons encore de la for-

mule (9), ou nous poserons z = ^--—-—
, t = ^ Nous remplace-

rons en outre dans le second membre de cette formule la quantité X'i——^
J

par sa valeur en fonction de ^, de {pq) et des constantes rationnelles

l{p(à-hq(ù')= o, \'{p(ù -h ^w')=ri ; nous remplacerons de même X'i^—L
j

par sa valeur en fonction de k et de (p'q')- Nous obtiendrons ainsi une re-

lation de la forme

(•o) {p-^p',q + q')=HP^)>^P'q')l

t{> étant une fonction rationnelle, dont les coefficients ne dépendent que

de>^.
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Soit maintenant

I P- 9 f[P* «?]. F[/?, q]

une substitiilion quelconque du groupe de l'équation proposée : opérons

cette substitution sur l'égalité ( i o), ce qui ne doit pas la troubler; il viendra

{f[p^ p',q -^ q'inp-^ p'^q -^ q']) = ¥SS[p^9\^np^q\),{f{p',q%np'^q%.

d'où

f[p -^p'^q-^ q']^f[p> q] -^f[p'> q']^ np -^p'>q-^ q']^np> q] + f[/>', 9'

>

d'où enfin

f[pyq]^ap-^bq, ¥[p, q]^a'p + b'q.

Donc les substitutions du groupe cbercbé sont toutes linéaires. Ce groupe

contient d'ailleurs le groupe de nionodromie, formé de l'ensemble des sub-

stitutions linéaires de déterminant 1. 1! contient en outre une substitution

linéaire dont le déterminant est un non résidu quadratique de n : car

M. Hermite a montré [Mémoire sur les Équations modulaires) que le produit

des différences des racines de l'équation modulaire pour les transforma-

tions de degré n, lequel produit est une fonction des racines de l'équation

proposée, invariable par toute substitution linéaire dont le déterminant est

résidu quadratique, n'est rationnellement exprimable qu'après l'adjonction

/ ^
du radical y (~ ' '*•

De nouvelles recherches seraient nécessaires pour s'assurer si le groupe,

ainsi réduit par l'adjonction d'un radical carré, contient toutes les substitu-

tions linéaires dont le déterminant est résidu quadratique. Mais nous laisse-

rons de côté ce sujet, qui sort du plan de cet ouvrage, et n'offre d'ailleurs

que peu d'intérêt : car les résultats qu'il nous reste à indiquer, et qu'Abel

a obtenus en supposant que le groupe contienne toutes ces substitutions li-

néaires, subsisteraient, lors même qu'il serait plus particulier.

477. L'ordre de ce groupe est égal à
v " — '

n
^
—n)

(124), et l'équation

qu'il définit n'est pas primitive; car en groupant dans un même système les

n— I racines dont les indices ne différent que par un facteur constant, les sub-

stitutions du groupe remplaceront les racines de chaque système par celles

d'un même système. Ces systèmes dépendront d'une équation de dea^ré « -!- i

.

Cette équation auxiliaire résolue, le groupe de la proposée se trouvera ré-
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duit à celles tic ses substitutions qui ne déplacent pas les systèmes, lesquelles

se réduisent évidemment à celles qui multiplient tous les indices par un

même facteur constant : ces substitutions, en nombre w — i, sont les puis-

sances d'une seule d'entre elles, qui multiplie les indices par une racine

primitive a de la congruence (/."~*^i (mod. n) L'équation sera donc abé-

lienne; il est clair enfin que son premier membre se décompose en /i-f-i

facteurs rationnels ayant chacun pour racines les n — i racines d'un même
système.

Quant à l'équation auxiliaire de degré n-\-i, l'ordre de son groupe sera

^ ~/ —
^

'> <l'^ill6urs elle sera simple si n>3. En effet, de quelque

manière qu'on ramène la résolution d'une équation donnée à celle d'une

suite d'équations simples, ses facteurs de composition resteront les mêmes,

à l'ordre près. Or, pour résoudre l'équation proposée, on pourra résoudre

d'abord l'équation auxiliaire dont dépend une fonction des racines inva-

riable par toute substitution de déterminant i, ce qui réduira le groupe de

la proposée aux substitutions de déterminant i. Mais ce groupe a pour fac-

teurs de composition _ —- et 2. Donc la résolution de la proposée

dépendra actuellement de deux équations simples, dont l'une aura pour

ordre ~/ -^

—

-• Donc dans l'autre mode de résolution que nous avons
2 (n — 1)

^

adopté, doit se présenter une équation simple dont le groupe soit du même
ordre.

Dans le cas particulier où n = 3 nous avons vu (420-425) que la propo-

sée se résout par des équations auxiliaires du troisième et du quatrième

degré.

Équations modulaires.

478. Jacobi a montré [Fundamenta, % XXI) que les racines de l'équation

modulaire pour les transformations d'un degré impair n sont données par la

formule générale

f= a» [ sin coam 4ûsincoam8û. . . sincoam 2(n — i)i2],

u G\ V étant respectivement les racines quatrièmes du module initial et du

module transformé, et ^ l'une des valeurs comprises dans la formule

pui 'i.qtsi

, p eiq étant des entiers congrus à o, 1,..., /i — 1 (mod. n), mais

qui ne soient pas a la fois congrus à zéro.
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Les divers facteurs de v sont simplement permutés entre eux si l'on rem-

place /?, q par c/.p, uq, a étant l'un quelconque des entiers j, 2,..., n — i :

V n'a donc que n -f-i valeurs distinctes, respectivement correspondantes aux

valeurs o, i ,..., n — i, 00 du rapport P- (mod. n), et sera liée à u par une

équation du degré n-hi.

479. Cherchons le groupe de monodromie de cette équation. Pour cela,

nous ferons varier k de telle sorte que u = \k reprenne à la fin de l'opéra-

tion sa valeur initiale, et nous chercherons la manière dont les diverses va-

leurs de V auront été permutées entre elles.

Et d'abord, de quelque manière que l'on fasse varier k, le système de pé-

riodes élémentaires w, w' se trouvera transformé à la fin de l'opération en

un système de périodes élémentaires 11! =«co -h a'o)', Ù'= bw -^ b'cô'; et

l'on aura la condition ab' ~ ba' = ï. Soient donc a, a', ^, ,6' des nombres

quelconques, respectivement congrus à a, a', b, b' (mod. n) : on aura,

aux multiples près de ww et /iw', Û = a«-f-a'w', D'= jSoj 4- ^'w', et

a^S'— a'j'B^i (mod. n).

Réciproquement, soient «, a', {5, ^5' quatre entiers quelconques satisfai-

sant à cette dernière relation : on pourra faire variera de telle sorte que w

et w' soient transformés, aux multiples près de /iw et ntù\ en aw -f- aV,
pct) -+- |3 Cl) .

Soit en effet cun entier tel, que l'on ait 2e ^i (mod. n). Faisons varier X;

de telle sorte que le point 7 décrive 4^' fois de suite le contour représenté

dans lay?^. i (472) : w = \X'sera multiplié par le facteur (\ — i)**'=i, et

par suite ne sera pas altéré : quant aux périodes w, w', elles seront changées

en 0), 'jù' -h Se^oi, expressions qui se réduisent à w, co'-h «, en supprimant

les multiples de nw.

Faisons maintenant décrire au point j^ e fois de suite, le contour de

la ^g. 1 (473) : u n'est pas altéré; et w, w' sont changées en co -h ^ew', w',

ou, aux multiples près de /iw', en « 4- w', &/.

En combinant les transformations ci-dessus, on peut changer &>, w' (aux

multiples près de nw, nw') en «w h- aV, /3w h- jS'co' (121 et 137).

Cela posé, soit (z) celle des valeurs de v qui correspond à une valeur don-

née du rapport ^^2 (mod. n) : w, w' étant changées (aux multiples près

44
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(le n(jô, noi') en «w + a w', |3w + p'co ,
^-—7—— sera change en

( g j3 + 2 (3 g ) M + ( «'/> + ?. ^'q )
&)'

Si donc on pose «seîc, 2^^d, a'^ 2c', /3'se«' (mod. w), (z) sera changé

en
( i.>^ -i-d')'

^" ^ d'ailleurs évidemment cd' — c'd^^a^' — a'|3, et il est

clair qu'en donnant successivement à a, (3, a', |3' tous les systèmes de va-

leurs dont le déterminant est congru à 1 , on obtiendra pour c, d, c', d' tous

les systèmes de valeurs dont le déterminant est congru à r.

Le groupe de monodromie cherché est donc formé des substitutions *

cz

d'
j avec la condilion cd'— c'd^^i (mod. n).

480. Le groupe algébrique de l'équation aura la même forme, en sup-

primant la condition cd' — c'd^E^i. Car soit F une fonction de ses racines,

invariable par toute substitution linéaire fractionnaire ; elle peut être mise

sous la forme d'une fonction rationnelle de u, sinam-=X(-l etX( — i-

n \n J \fi /

Car prenons l'un quelconque des facteurs qui entrent dans l'expression des

racines de l'équation modulaire, par exemple sin coam ^r ^^ ^^^^
• Il est

égal à

P(ù + 2tfW
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niable rationnellement après l'adjonction du radical carré V (~~ * ^ (Her-

MiTE , Mémoire sur les équations modulaires). Cette adjonction abaissera de

moitié l'ordre du groupe de l'équation, et le réduira à celles de ses substi-

tutions qui n'altèrent pas le produit ci-dessus. Ce sont celles pour lesquelles

le déterminant ce?' — c'c? est congru à un résidu quadratique (ou, ce qui re-

vient au même, à l'unité : car on peut, sans altérer une substitution linéaire

fractionnaire, multiplier tous ses coefficients par un facteur constant quel-

conque, dont le carré multipliera le déterminant). Le groupe de l'équation

sera donc réduit à son groupe de monodromie, lequel est simple, si /i > 3 :

car il est évidemment identique au groupe de l'équation auxiliaire de de-

gré n -h I rencontrée plus haut dans le problème de la division des pé-

riodes.

481. Il est intéressant d'examiner s'il n'est pas possible de trouver une

équation équivalente à l'équation modulaire proposée, et d'un degré

moindre.

En premier lieu, le groupe G de l'équation modulaire (après l'adjonction

de y (— i)
* ny a pour ordre > nombre divisible par n. Il doit en

être de même du groupe de l'équation équivalente cherchée : donc son degré

ne peut être moindre que n.

Cela posé, pour qu'il existe une équation de degré n, équivalente h la

proposée, il faut et il suffit qu'on puisse déterminer un groupe H contenu

dans G, et qui renferme précisément la n'^""' partie des substitutions de G.

Or, considérons le groupe G' formé des substitutions linéaires

I
x^ y ex -I- dy, ex h- d'y [, où cd' — c'd^i (mod. n).

Ses substitutions correspondent à celles de G

cz -i- d
d'

> où cd'— c'd^i (mod. n),

de telle sorte que le produit de deux d'entre elles correspond au produit de

leurs correspondantes. Si donc le groupe H existe, les substitutions de G' qui

correspondent aux siennes formeront un groupe H' contenant la n'^'"^ par-

tie des substitutions de G', soit n- — i substitutions. Il aura donc son ordre

premier à n, et, par suite, il ne contiendra aucune substitution d'ordre n.

44.
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Soient S,,..., S,j.,... ses substitutions; T une substitution quelconque

d'ordre n contenue dans G', celle-ci par exemple "

I

X, y x+y, X |.

Les n{n- — i) substitutions de la forme T^S^ seront toutes distinctes et re-

produiront toutes celles de G' : car si l'on avait T? Sjj. = T'^S,, sans avoir p = c,

d'où /JL= V, on en déduirait Tp-^^S^S"'; donc T?-'' appartiendrait à H'; ré-

sultat impossible, cette substitution étant d'ordre n.

Soit maintenant^ une racine primitive delacongruence g"~*^ i (mod. n):

la substitution

u=
1
^, r g^, g-'r I

étant contenue dans G', sera de la forme TpS(j. : et la substitution T~pU = S^;,

fera partie de H'. Mais posons x ~{p -+- g~-)y^co' : on voit sans peine que

T"PU remplace x' par gx' etj par g~* y. Prenons donc pour indices indépen-

dants, au lieu de x et j, x' et y, ce qui n'altère pas la forme du groupe G';

T~PU prendra la forme

S =
\
x, y gx\ g-'y \.

482. Cela posé, le nombre des substitutions de H' qui n'appartiennent à

aucune des deux formes

(n)
I

x, y ax , dy |, |
x, y by, ex'

\

est un multiple de -{n — i)-.

Car soit

V =
I

x'
, y ax' -+- by, ex' -+ dy

\

une de ces substitutions : H' contient les substitutions de la forme

S"'VS^=:
i

x', y gP+'"ax' -i- gP-"'by, g-(p-"')cx' -h g-<'P-^'"^dy
|,

qui sont en nombre -(n — i)^; car, en faisant varier m et/?, on pourra don-

ner à ^^^"' (mod. n) une quelconque a des n—i valeurs i,.., n — i, et

à gP-"" une quelconque des -{n — i) valeurs ]3^ aR, dont le rapport R à

la précédente est un résidu quadratique de n. Il est clair d'ailleurs qu'au-

cune de ces ~{n ~ \y substitutions ne se réduit aux formes (ii).
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Si H' contient une substitution V autre que les précédentes et qui n'ap-

partienne pas à ces formes, il contiendra -(/i — i)^ substitutions S*"' V'S'''

évidemment distinctes des précédentes : car si S'"'V'S^ était égal à S'"VS'',

on en déduirait, contre l'hypothèse, y' = S"'~'"'VS^-^. Donc H' contiendra

au moins 2'-{n — iy substitutions qui ne soient pas des fermes (ii). S'il

en contient davantage, il en contiendra au moins 3 -(/i — i)*, etc.; il en

contiendra donc en général r--(/i — i)*.

Le groupe H' contient en outre celle des substitutions de G' qui sont de

la forme
|

a?', y ax\ dy |, lesquelles, ayant pour déterminant i, se rédui-

sent aux n — I puissances de S : enfin, s'il contient une substitution A de la

forme
|
x' , y by, ca/ |, il contiendra celles des substitutions de G' qui sont

de cette forme, lesquelles se réduisent aux suivantes AS'", en nombre n — i.

483. L'ordre de H' est donc égal à

n — I H- / -(« — i)' ou à 2(/i— i) + r'-(/i — i)%

-' fsuivant que H' contiendra ou non la substitution A = x', y y, — x'

Mais cet ordre est égal à «- — i, ce qui montre que la première hypothèse

est inadmissible, lorsque /i > 1 1 : car n — \^r--[n — \)- est plus grand

que /i- — I, si r^ 3, et plus petit, si r << 3. La seconde hypothèse elle-même

ne sera admissible que si r= 2 : auquel cas H' sera formé exclusivement

des substitutions suivantes :

r^=\x\ y ^Px', g-Py \, ASp=
\
x\ y gPy, - g-Px'

j,

(12)
j
S-VS^ =

I
x', J xax' -h xRby, cz-*R-'cx' -h x-'dy

\,

(S-'V'SP'_
I

^'^ ^ oc'a'x-ha'R'b'y, a -R'-cV+ a'-rf'j
|,

OÙ />, a, a', R, R' sont des entiers variables d'une substitution du groupe à

l'autre, ces deux derniers étant résidus quadratiques de n; et où a, b, c, d.

a', b', c\ d' sont des entiers donnés, satisfaisant aux relations

ad — bc^a'd' — b'c'^i (mod. n),

et tels, qu'on n'ait pas à la fois a^d^o, ni b=^c^o, nïa'^d'^o, ni

b'^c'^o. Donc sur les quatre coelficients a, b, c, d un seul peut être con-



',^nO LIVRE TROISIÈME.

gru à zéro; si l'un d'eux est effectivement congru à zéro, on peut admettre

que c'est d; car à cause de la symétrie qui existe entre x' et )-, on peut ad-

mettre que c'est c ou d. Mais si c^eeo, H' contient la substitution

AV=
I

x', y —bx'-hay, — dx'
|,

OÙ c'est le quatrième coefficient qui s'annule, substitution que l'on pourrait

prendre à la place de V dans tout le raisonnement.

Cela posé, la substitution

W' = S"'VS^V
x' {a.a' + a-'R-'c6).r' -I- (aRôa H- a-'ûfô) r

X [xac -hx-'R-'cd]x' -+-{ocRbc ^ oc-'d^
) j

appartenant à H', doit être de l'une des quatre formes (12).

Si elle est de la première forme, on aura

(i3) «Rôa H- a~V/6^art6' -f- a~'R~'c'f/^o.

Si elle est de la seconde, on aura

(i4) art^ + a-'R-'c6= aR6c-l-a-'6?^=o.

Si elle est de la troisième, on aura, en remarquant que dans les substitu-

tions de cette forme le produit des coefficients extrêmes est égal à ad,

(i5) (««= + a-'K-^cb){aRbc-h y.-'d^)=ad.

Si elle est de la quatrième forme, on aura de même

(16) (art^-4- a-'R-*c6)(aR6c + yr'd^)= a'd'.

Donc la congruence

^
i [<x.Rba-hor'db] [aa'+a-'R-'c6] [(aa'-f- a-'R-'c6)(aR6c + a-'rf^) — ad]

'^'

{
X[(a«' + a-'R ' cb){aRbc -^ y.-'d')— a'd' ]~n

sera satisfaite dans tous les cas, et quels que soient a et R. Or supposons U
donné: si t/^so, l'équation est du sixième degré en a; si d^oimoà. n),

du douzième : donc elle ne peut avoir plus de six ou douze racines dis-

tinctes. Mais elle est satisfaite pour les w — i valeurs de a inférieures à n :

donc /i — I = 1 2, d'où /i < 1 3 ; l'hypothèse /î = 1 3 n'étant d'ailleurs admissible

que si d^o (mod. n).
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Celte hypothèse doit être rejetée dans tous les cas. Car la congruence (17)

ayant douze racines distinctes, le facteur aa^ -h a~' R~'c6, égalé séparément

à o (mod. n), donnerait deux racines distinctes. Donc sur les douze valeurs

de a, il en est deux pour lesquelles la substitution W se réduirait à la

forme AS'', et qui, par suite, satisferaient aux relations (i4)- Mais on dé-

duit de ces relations, en éliminant a et R,

a-d-^b'^c'^{ad — i]-, d'où 1 — 2ad^o.

On aurait de même i — 2a'd'^o; d'où ad^^a'd'. Mais alors la coq-

gruence (17). ayant deux facteurs égaux, n'aura pas douze racines dis-

tinctes, comme cela devrait être.

L'existence du groupe H' est donc impossible, si aj > 1 1.

4-84. Au contraire, si /i = 5, 7 ou 11, le degré de l'équation modu-

laire pourra s'abaisser d'une unité. Ce résultai remarquable, découvert par

Galai^ a été retrouvé depuis par M. Hermite et par M. Betti. On peut le vé-

rifier sans aucune difficulté, en montrant qu'il existe un groupe H conte-

nant la /î'""* partie des substitutions de G.

1° Soit en effet /i = 5 ; on pourra prendre pour H le groupe dérivé des

substitutions

fil j

2** Si /i = 7 ou 1 1, on prendra pour H le groupe dérivé des substi-

tutions d-es formes suivantes

z — bs
a P-

z

^ Z — bg
, \

Z az \. \ z ^
'

\
z

où a, b sont des résidus quadratiques de n, variables d'une substitution à

l'autre, et g une racine primitive de la congruence g"~^^ 1 (mod. n), dont

toutes les puissances impaires de degré inférieur à n — 2 vérifient la con-

gruence

On pourra donc poser, si zz = 7, ^ = 3 ou 5 ; si n = 1 1, ^ = 2 ou 6.

Il est bon de remarquer que le groupe H n'est pas primitif; car si l'on

répartit les racines en couples, en groupant ensemble celles dont l'indice a

respectivement pour valeurs o et x , i et ^, ^* et ^', . .
.

, les substitutions
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(le H jouiront seules, parmi celles de G, de la propriété de remplacer les let-

tres de chaque couple par celles d'un même couple.

Si /^ = 5, posons

Si n = 7, posons ^- = 5, et

Si /? = 1

1

,
posons ^ = 2, et

La fonction- a^o sera évidemment invariable par les substitutions de H :

elle dépendra donc d'une équation de degré n, dont les coefficients sont des

fonctions rationnelles de u et de la quantité adjointe V(— i) 'fi Soit

F{x, u) = o cette équation : ses autres racines Xf,..., ^„_, s'obtiendront

en opérant successivement sura?o les puissances i,..., /z — i de la substitu-

tion
\
z z +- \ \.

485. M. Hermite obtient comme il suit les coefficients de cette équation.

11 remarque que si l'on change u en eu, s étant une racine huitième de l'u-

nité, chacune des valeurs de v sera multipliée par s"'^\ et chacune des va-

leurs de X par s ' . Donc l'équation en x ne change pas si l'on y remplace
n ' n -i)

à la fois u par su, et ce par s ' œ. Donc le premier membre de cette équa-

tion est composé de termes de cette forme

où a,, satisfait à la condition

. . n{n -4-1)
, , c,(n— V h «v^o mocl. 8 .

2

En second lieu, si Ton change u en-i v^ sera changé en — (Jacobi,

n Hi n +1 n' -I

Fundamenta,ïi''3\) : ^r, le sera en (

-

1
)~ ^^ = (^ i)^^~ ^i±l.

Donc l'équation en x ne change pas si l'on y remplace à la fois u par -> el
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X par (—1) ' ^ ' -^, • Cette remarque montre qu'on aura

(n -4- i)v — 2a,
p.= -g

* -

De plus, les polynômes a -h bu^ -+-... seront réciproques, si /i = o ou 7 :

si au contraire n =i\, ; ^— étant impair, les polynômes qui mul-

tiplient les puissances paires de x seront seuls réciproques, ceux qui mul-

tiplient les puissances impaires ayant au contraire leurs coefficients équi-

distants des extrêmes égaux et de signe contraire.

Il ne reste plus qu'à calculer a,,, a, b, Or on a les coefficients de l'é-

quation en X exprimés, d'une part en fonction de u, a.,. «. h,..., d'autre

part en fonction dea?o,..., Xn-t^ et, par suite, en fonction dev„, Vq,..., t'„_,.

Égalons ces deux expressions, et remplaçons, d'une part m, d'autre partc^,

^o»'--» ^n-\ par leurs développements en série suivant les puissances de la

quantité désignée par q dans les Fundamenta : égalant les coefficients des

diverses puissances de q dans les deux membres, on aura une série de con-

ditions qui déterminent les coefficients «v, a, b, D'ailleurs p^ ne pou-

vant être négatif, a^ est au plus égal à - (w + i)v. On peut simplifier le cal-

cul en remarquant que la quantité i — m* entre comme facteur dans le

polynôme a-^bu^ + ... avec un exposant au moins égal à— n -h (-)»

-
J
étant le reste de la division de 2 * par n.

On trouve ainsi les équations réduites suivantes :

1° Si n = 5

x^-r aa^(i — iC^yx -hpM»(i— M»)'(n-M»)= o,

les constantes «, ]S étant des fonctions rationnelles de ^5;

- 7
2° Si 72 = 7

a, p étant des constantes fonctions rationnelles de \ — 7 , et F, une fonction

du second degré en w% dont les coefficients ne contiennent d'autre irra-

tionnelle que V — 7;

45
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3" Si w = I I

x" + xu'{i — u')x'<'-i- (3m'(i — u^yx''-+-yu^(i — u^fx^

-+- ^«(1 — u* }-"¥, X' -h u'o{i — u^yF.x'-^ u*{\ ~-u»yF,x'

-f- M«( I — «» y Fj X' -t- M» ( I — ?<" y Fe :c' -h «'"( I — a' )' F',^'

-^u*{i~u'y¥",x-^ u^i — ««)^F,„=o,

]i^, ,... désignant des fonctions du degré p, en lâ, et dont les coefficients,

de même que les constantes a, /3, 7, ne contiendront d'autre irrationnelle

que v'— i I .

§ III. — Fonctions hyperelliptiques.

De la division en général.

486. Posons

X'^-h «:t=-f- . . . + f:=z{x — nia) {X — m,). . .{X — W5)= i^H^),

Faisons varier a; et j d'une manière quelconque, de telle sorte qu'à la tin

de l'opération œ, y, A (07), A (y) reprennent leurs valeurs initiales. On sait

que les valeurs finales de m, v seront respectivement égales à

« + ^, P, + £. P. + ô,P3 + £.P4. t'-f-ô.Q, -^ £,0. -i-o%Q3 + £.Q,;

ai, £,, o\, £2 étant des entiers dépendant de la loi de variation de a? etdej,

et que l'on peut rendre quelconques. Quant aux périodes F,, P2, P3, P^,

Qc Q2. Q31 Q.» e^ïes sont respectivement égales à Aq — A,,. A, — A,,

A3 - A,, A, - A5, Bo - B,, B, - B2, B3 - B,, B, - B^; Ao,..., A„ B,

B5 désignant les valeurs des intégrales

J 11{X) J i\(X)

X— »

prises le long des contours élémentaires Cq,..., Cg relatifs aux points criti-

ques Wp,..., /7?5, avec une même valeur ifiitiale du radical A(a7).

Enfin ces mêmes intégrales prises le long d'un contour enveloppant tous

les points critiques sont nulles; d'où les relations

(19) Ao - A, + A, - A3 + Ai — As = Bo — B, -h B, — B3 4- B4 — B5 =. o.



DES IRRATIONNELLES. 35ri

Quant aux fonctions inverses

elles satisfont à une équation du second degré dont les coefficients sont nio-

nodromes en u, u', et reprennent les mêmes valeurs, ainsi que A(ir) et A(j),

lorsqu'on y remplace u, v par m -h o*, P, ^-...-^ f^P^, ri- o", Q, -i-...-F- £20»-

Enfin, les fonctions

?.,( ef, -h Wj -h . . . , f.-+-(', -H ... \ h{ii^ + u. -T- . . ., f , -f- fj -h . . . )

sont les racines d'une équation du second degré dont les coefficients sont

rationnels en Xu(m,,v,), A^Xofw,, v^)], l^ (m,, v^), A[X, (w,, ç^,)^, >.o(«2' ^'a)?----

D'ailleurs les doux symboles Xq, )., figureront symétriquement dans ces

coefficients. (J\cobi, Journal de Crelle, t. IX et XIII.)

487. Il résulte des propriétés fondamentales que nous venons de rap-

peler que Xo(«, v), l,(uj v) sont les deux racines d'une équation X du se-

cond degré, dont les coefficients sont rationnels par rapport à Xo(-» -)•>

^[^"W ^M' ^'W ni' ^h'(n' 7i) y ^' symétriques par rapport aux

symboles Xo et X,. Réciproquement, substituons dans l'équation X la valeur

de Xo(m, i'), et celle de X, (w, v), supposées connues. Nous obtiendrons deux

équations algébriques Xo , X,, qui serviront à déterminer X^ (-»-)?

\n nj

Soit «0» ^1 un.système de solutions de ces deux équations : a,, «o e» sera

évidemment un autre, par suite de la symétrie des équations par rapport

aux deux inconnues. On obtiendra donc la même équation finale E, quelle

que soit celle des deux inconnues qu'on élimine entre les deux équations

ci-dessus; et les racines de cette équation peuvent se grouper en couples,

en réunissant ensemble les deux qui vérifient simultanément les équa-

tions Xo, X,.

Toute substitution du groupe de l'équation E remplacera les deux racines

d'un même couple par deux autres racines, liées entre elles par les mêmes
relations (356), et qui, par suite, appartiendront elles-mêmes à un même
couple. Donc l'équation n'est pas primitive, et se décomposera en équations

du second degré par la résolution de l'équation N, dont dépend une fonc-

tion symétrique arbitrairement choisie des deux racines d'un même couple.

45.
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Cette équation auxiliaire, après l'adjonction des radicaux A[>.o(w, t-jj,

AIX, (w, {>)], sera du degré n\ Car soit/ Xo(-» -
J?

X, (-» -
J

1 une de ses

racines : les systèmes de valeurs de u, v pour lesquels lo{u, v)\ X,(m, v), et

les A correspondants reprennent la même valeur sont donnés par les for-

mules w h- /?, P, -h^, Po -h/^aPg +^oP,. ^'+/7,Q, +^,Q2 4-/?2Q3-f-^2Q,,

où pt, ^,, P2, q-i sont des entiers quelconques; substituant ces valeurs dans

la fonction /, on obtiendra autant d'expressions distinctes que la variation

des entiers/?,, q^, p^, Ço fournit de systèmes de restes différents par rap-

port à n. On aura donc en tout n^ racines', qu'on pourra désigner par le

symbole général (/>, Çtp^ q^)-

i88. Si n est un entier composé, tel que rs, la résolution de l'équation N,

de degré n\ revient à celle de deux équations successives de degrés r*

et s\

En effet, la fonction/ Xq (-5 -j, X, (- -) dépend d'une équation S de

degré s\ dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de X(,f-, -
j,

X, ( -j -
J,

A Xo(-' -) h A X, (-;? -| h symétriques par rapport à XgCt à X,.

Mais A X^f-j-j et A X, (-»-) s'expriment rationnellement en Xo(m, (^),

l,[u,v), A[Xo(w, t^)], Arx,(w, Sf)]Ao{^j.-> 7.)' >m("' ;.)•

En effet, différentions les équations (18) successivement par rapport aux

variabh?s indépendantes u, v\ il vient

fx -hvx dx ^. + vydy' u.' ->r v'x dx u' -h- v'x dy
~ A(x) du A(j) r7«' ~ A(a:j du A(j) du^

lj.-\-vx dx [j- -f- Vf dy p^' -h v'x dx yJ -+- v'x dy
~~

A(^) dv A(r) dv^ ~ A(:rj dv A(j) dv
'

relations qui déterminent les dérivées partielles de a? et j en fonction ra-

tionnelle de X, y, A(a7), A(j), et d'où l'on déduit réciproquement

i , V , V
d^c , , , . dx ... , •

s
dy

, , , , \
dy

A{x) = {[j. + vx) — +{iJ.' + v'x)~, ^[y) = {l^ + vy) £ -^ iy-'-^^yy) f^-

Donc A X„ ("5 -j U et A X, ("» -j s'expriment rationnellement en

fonction de X^f-;» - j, X, (-? -j et de leurs dérivées partielles.
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Mais ).o("> -YxJ^y-\ sont liées à Xo(m, f), X, (w, v) par deux équa-

tions algébriques dont la différentiation (après avoir chassé les radicaux),

donnera les dérivées partielles de Xq (-» -]» X, ( -» -
j
exprimées en fonction

de Xo(-» -)' X, ("ï -U Xo(w, v), X, (m, t') et des dérivées partielles de ces

deux dernières fonctions, lesquelles s'expriment à leur tour en fonction ra-

tionnelle de Xo(m, v)y X, (m, f), et des A correspondants.

Les coefficients de S sont donc rationnels en Xo(m, c), X,(m, v), A [Xo(m, v)i,

A[X,(m, v)], Xo(-» -)> X, (-5 -j-, il est en outre évident qu'ils sont symé-

triques en Xq etX,; ils s'expriment donc rationnellement en fonction des

coefficients de Téquation qui a pour racines X„l'i -jî etX, (-» -j lesquels

s'expriment rationnellement en fonction des racines de l'équation de de-

gré r* dont dépend la fonction/ \l-f -)» X, (-1 -
J

(362).

On peut donc supposer n premier, sans nuire à la généralité de la ques-

tion.

489. Cela posé, cherchons le groupe de monodromie de l'équation N par

rapport à Xo(w, ('), l,{u,v), A^lff{u, v)], A[X,(m, c)]. F«isons varier ces

quantités arbitrairement : lorsqu'elles reprendront leurs valeurs initiales,

u, V seront changés en

M -f- Ô. P, -1- £, P, -+- Ô, P3 -h £, P„ i'-hô.Q, -^£.Q. 4-0,0: -+-C.Q..

La racine (/>, qip^ ^2) aura été changée dans la racine

(/?, 4- Ô,, ^, -(-£,,/>: H- Oî, ^1 -!-£,);

le groupe cherché sera donc formé des substitutions

I
/?., q^, P2, q^ Pi -+- â„ g, -f- £„ p, -+- ô,, q, -h c, |.

490. Supposons maintenant qu'on ait adjoint à l'équation une de ses ra-

cines, telle que (0000). Les racines restantes dépendent d'une équa-

tion Z de degré n* — i, dont le groupe de monodromie T par rapport aux

modules m^,..., m- s'obtiendra aisément comme au n° 471. Supposons en

effet que //z,,..., w- restant invariables, mo varie suivant une loi quelcon-

que : lorsque m^ reviendra à sa valeur initiale, les racines {p^ q\P2 q-., au-
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ront élô permutées entre elles par une certaine substitution; et si l'on mo-

difie de toutes les manières possibles la loi de variation de w„, l'ensemble

des substitutions obtenues sera le groupe de monodromie de l'équation re-

lativement à tïIq.

On obtiendra de même le groupe de monodromie de l'équation relative-

ment à chacun des autres modules m,,..., m^ : et l'on aura évidemment le

groupe de monodromie relatif à /w„,..., tWj en combinant entre elles les

substitutions de tous ces groupes partiels.

Or tout déplacement du point lUo suivant une courbe fermée résulte évi-

demment de la combinaison de cinq déplacements particuliers suivant des

courbes fermées Do,, Dqo. Dq.,, Dq',, D05 enveloppant respectivement chacun

des cinq points m,,..., Wg, sans couper les contours élémentaires relatifs

aux autres points, avec un déplacement suivant une courbe fermée n'enve-

loppant aucun de ces points. Ce dernier déplacement n'altère évidemment

pas les périodes : donc toutes les substitutions du groupe de monodromie

relatif à ttIq résultent de la combinaison des cinq substitutions partielles

opérées par les déplacements Doi,..., D05.

Cela posé, la figure ci-jointe montre que le déplacement Do, pouvant se

^^
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On voit de la même manière que \e déplacement Do^ transforme

Ao en 3Ao — 4A, •4-4A, — ...-h(— i)"~'2A;„

A,, en — 2 A.. + 4 A^., — 4 A.._., + . . . -f (— î^-' Ao>

et laisse les autres intégrales invariables. Substituant les valeurs finales des

intégrales dans les expressions des périodes, et tenant compte de l'équa-

tion (19), on obtiendra les valeurs finales V\, F.,, P'g, P', de ces périodes,

exprimées linéairement en fonction de leurs valeurs initiales F,, Po, P3, Pj.

On obtiendra de la même manière l'altération produite dans les périodes,

en supposant que les points mo,..., Wp_,, mç^t,... restant immobiles, le

pointas décrive un contour fermé Dp^, autour du point m^^.

Quant aux valeurs finales Q\, Q'2, Q'3, Q'^ des quatre autres périodes Q,,

Q25 Qs. Q^ après chacun des déplacements ci-dessus, elles s'exprimeront

évidemment en fonction de Qi, . .
. , Q4 de la même manière que F, , . . . , P'^

en fonction de P,,--, P4-

491. Après chacun des déplacements considérés, on aura l'identité facile

à vérifier

P'. 0; - Q\ P'= + P'. Q', - 0'= P'. = P. Q. - Q, P. + P3 Q. - O3 P..

Supposons maintenant qu'on imprime à m„ un déplacement représenté

par une combinaison quelconque des cinq déplacements simples Do,,.--»

Dos; puis à m^ un déplacement représenté par une combinaison quelcon-

que des déplacements élémentaires D,o, D,2...., D,.; etc. Ce système d'opé-

rations transformera

P„ P, 1 i a', P. -+- (5', P. + x\ P3 + (s". P.. /. P. -+- à\ P. + •/': P3 -^ o". P„
{ en '

•

P3, P, ) ( a; p. -^ 3; p. 4- a", P3 + 3". p>, /, P, -^ ô; p. 4- /; P3 4- ?: p..

{ck\, Pi»--- étant des entiers constants), et Q,,---» Q4 en fonctions analo-

gues de Q,,.--. Q4. D'ailleurs la fonction P, Q. — Q, P2 + P3 Q4 — Q) P4,

n'étant altérée par aucune des opérations partielles dont se compose celle

que l'on considère, restera identique à elle-même : d'où les conditions

a. o
.
— ^. y . + «*«> î

— pr/î = 2«. ,
— P. y. -<- «2 «> 2

— p2 ?, = ' »

.

a.o, — y.^. + ajO» — 7»p2 = 3'.<>r— y.t^.-+- 3t,ôj— 7,^,=:o,

a. y. — y. a>-^ «r/î — y: a,— 3,0,— 0,^,-1-3,0,— 0,(5,=: o.

Substituons maintenant, dans l'expression des racines (piq^pogi), à la
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place de P,,..-. P41 Q.»"-. Qi les valeurs de leurs transformées : cette opé-

ration reviendra évidemment à opérer sur les indices de ces racines la sub-

stitution

Sr=
/>,, </, a, />, -t- c\ q, -+- a\p, -+- c\ q„ b\ p, -(- d\ </, H- b\p, -h d\ q.

Pi, q, a'\ p, -+- c[ g, + a'[ p-, + c" </,, b'\ p^ -h d'\q, -h b'[ p, -h d\ g,

les coefficients a'j,..., d".^ étant respectivement congrus à a'j,..., d".^ (mod.rt),

et satisfaisant par suite aux relations

Ia',

d\ — b\ c\ 4- a', d\— b\ c\^ d\ d'\ — b'\ c\ -+- a'^ d"^ — b\ c\ ^s i

,

«', d\ - c'. 6", -h «', rf", - c, 6';= < </', - c\ b\ -+- < d\ - c\ 6;= 0,

,
«', c" — c', a" + rt'j ^-'j — c'2 d\^ 6', f/'' — ^', y\ -f- 6'j </"j — d\b'\^^o,

qui montrent que la substitution S est abélienne.

Soit, comme au n° 219, H le groupe formé par les substitutions qui satis-

font aux relations ci-dessus : le groupe cherché r est contenu dans H; mais

réciproquement, il contiendra toutes les substitutions de H, si n est impair.

En effet, il contient les suivantes :

Si
—

I
/?., q^, p„ q^ p, -+- 2^,, q,, p„ q, |,

82=
I
/?„ q„ p„ q, p„ q, — 2/;,, p^, q^ |,

83=
I Pi, q„ Pi, qz /?., g„ Pi + ^q^, ^2 |,

84=
I Pi, q,. Pi, q2 p\, q» Pi, q^— 2/?2 |,

Ss—
I
p,, q., Pi, qi pi + 2g, — -ip,, q„ p^, 27. — i2.p2 +- qi \,

respectivement correspondantes aux déplacements Do,, D,2, D34, D^j, D23.

Mais toutes les substitutions de H sont dérivées de celles-là. En effet, soient V
une substitution de H, Q\p, + c\ q, ^- d.jp^ -+- c'^q., la fonction qu'elle fait

succéder à /?,. On voit aisément, comme au n^ 221, qu'il existe une substi-

tution U, dérivée de S,, ... , Sg, qui remplace également /?, par cette fonc-

tion; et l'on aura V = UV,, V, étant une nouvelle substitution de H, qui

laisse/?, invariable. Les coefficients de V, satisfaisant aux relations (21),

elle remplacera ^, par une fonction de la forme p,p, -h q, -}- ^^p-i -+-^2^2-

Mais il existe évidemment une substitution U,, dérivée de S2,..., S5, qui

opère ce même remplacement : et l'on aura V, = U, Va, Va étant une nou-

velle substitution de H, qui laisse/?,, ^, invariables, et qui, par suite, se

réduira à la forme

1
/?•> qx, Pi, qi ft, q\, cdpi + yiqi, (Sj/ïj -i- ô, ^, [,
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avec la coiuliriun «. o\, — fi^y^^^i. Cela posé, il existe une substitution Uj,

dérivée de 83,8,, qui remplace p2 par «j/^a -^ 72 Ci ' t't l'on aura Vo = U2V3'

V, étant une nouvelle substitution de H, qui laisse /?,, q,, p., invariables,

et qui, par suite, en vertu des relations (21), se réduira à une puissance

de 8<. Donc V = UU, U2 V3 est dérivée de S,, 8,, 83, Sj, 85, ce qu'il fallait

démontrer.

8oit au contraire n = 2. Les substitutions 8,, 8-., 83, 8^, 85 se réduisen

à l'unité; et l'on voit immédiatement qu'il en est de même des substitutions

correspondantes à cbacun des autres déplacements élémentaires des points

m,,...,m5 Le groupe de monodromie ne contiendra donc que la substitu-

lion I ; et les racines de l'équation seront toutes des fonctions monodromes

de m„,..., W5.

492. Cbercbons maintenant le groupe de monodromie r, de Z relative-

ment aux coefficients a,..., / du polynôme A-(x). Pour cela, supposons

que ces coefficients, après avoir varié d'une manière quelconque, repren-

nent leurs valeurs initiales. Les modules /Wq,..., m^ reprendront, à l'ordre

près, leurs valeurs initiales, mais pourront avoir été permutés entre eux. Le

groupe r, contiendra donc, outre les substitutions de F, celles qu'on ob-

tient en faisant varier les modules /Wo,..., m^ de manière a les permuter

entre eux de toutes les façons possibles.

Or supposons qu'on fasse varier deux modules consécutifs, m^,, /Wp_j.,, de

telle sorte que le point rriç, vienne à la place qu'occupait m^,^, , et réciproque-

ment; combinons en outre ce mouvement de telle sorte que le point m^^^

passe entre l'origine des coordonnées et le point irir,. Les contours élémen-

p^'

laires Cr+,, C seront évidemment transformés en C. et en un nouveau con-

tour H, réductible à la somme des trois contours C^, Cp+,, Cj;. Donc Aç^,, A^

seront transformées en Ap, 2Ap— Ap+,, les autres intégrales restant inva-

riables. On en conclut aisément la valeur finale des périodes, et la substi-

tution correspondante entre les racines {piÇiP^qi), et l'on voit immédiate-

ment que celte substitution appartient au groupe H.

Cela posé, il est clair que toute substitution opérée sur les modules peut

46
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s'obtenir en combinant des transpositions telles que (/Wp^p^.,). Donc tout

mouvement des points-modules qui les ramène, à l'ordre près, à leurs places

initiales résulte de la combinaison des mouvements ci-dessus avec ceux

étudiés plus haut (490). La substitution opérée sur les racines par chacun

de CCS mouvements composants appartenant à H, il en est de même de la

substitution opérée par le mouvement résultant. Donc les substitutions de F,

appartiennent au groupe H.

D'ailleurs, si n est impair, Y se confond avec H; donc T,, qui contient F,

se confondra lui-même avec H.

493. Supposons maintenant n = 2. Il est évident que F, est isomorphe

au groupe I d'ordre = 1.2.3.4.5.6, formé par toutes les substitutions

possibles entre les modules; et son ordre sera j^ étant l'ordre du groupe

partiel L formé par celles des substitutions de I qui ont pour correspon-

dante l'unité dans le groupe F, : en outre, L est permutable aux substitutions

de 1 (67). Mais les seuls groupes contenus dans 1 et permutables à ses sub-

stitutions sont ce groupe lui-même, le groupe alterné d'ordre — ? et celui

qui est formé de la seule substitution i (81). Donc l'ordre de F, est égal

à I, à 2, ou à O. Mais on voit immédiatement la fausseté des deux premières

hypothèses. Donc F, a pour ordre 0, et sera isomorphe sans mériédrie à I.

On peut remarquer qu'ici encore, F, se confond avec H ; car il est con-

tenu dans ce dernier groupe; en outre, les ordres respectifs de ces deux

groupes, û et (2*— 1)2^(2^— 1)2, sont égaux. Mais cette coïncidence for-

tuite n'aurait plus lieu pour les fonctions hyperelliptiques à plus de quatre

périodes.

494. Passons à la recherche du groupe algébrique de l'équation N, en

supposant connus les modules et les quantités Xo(w, v), X,(m, v), A[Xo(m, v)\,

A[X,(w, p)]. Ce groupe contient (390) le groupe de monodromie du n''489,

et ses substitutions lui sont permutables. Donc elles résultent (119) de la

combinaison de ce groupe avec des substitutions linéaires. Si l'on adjoint

à l'équation la racine (0000), son groupe se réduit au groupe partiel G

formé par ces dernières substitutions. D'ailleurs les substitutions de G sont

permutables à celles du groupe de monodromie F, = H (391 ). On en déduit

(ju'elles sont abéliennes.

En effet, soient T une quelconque des substitutions de G:

«', p, -+- c, ^, 4- rt'j /7j -i- c', Çî
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la fonction qu'elle fait succéder à /?, : H contient une substitution U qui

produit le même remplacement (221); et l'on aura T = UT,, T, étant encore

permutable à H et n'altérant pas p^. Soit

T.=
p„q, a>. -i-y'^, -t-..., (3"/?, + ô'^. 4-. .

.

Le coefficient â'^ ne pourra être congru à zéro; car, s'il l'était, y\ et cT^ ne

pourraient être à la fois congrus à zéro (le déterminant de T, ne l'étant pas);

et T,, transformant la substitution

B = Pi, qi p.» Pi

Pi* q^ pt, qi
en

Pi> qi Pi, q\

P2, q, p^. — y\Pi,q^ — à\p,

qui ne fait pas partie de H, ne serait pas permutable à ce groupe.

Cela posé, H contient une substitution U, qui remplace /?,, ^,, par p^,

Pi
^\

/?2 -f- ^ q^' Soit d'ailleurs V la substitution qui multiplie ^,,

q.2 par of^ sans altérer/?,, p^ : on aura T, = UiVTo, To étant encore permu-

table à H (car U, et Y le sont), et laissant/?,, ^, invariables.

Soient a' /?, -h c'^q^ -+- a\pi -t- c\q.,j h\p^ + d\ ^, -i- h'.-^p.^ h- d\q^ les fonc-

tions que To fait succéder à p^, q^ : on aura a",^ c' ^h\^ d'^^^ o . Car si

l'on avait, par exemple, a'Jo, la transformée de B par T, n'appartiendrait

pas à H, comme cela doit être.

Cela posé, H contient une substitution U2 qui remplace />,, y,, p^ par/?,,

^t» ci\p.i-^c\q<i\ et l'on aura T2= L'oT-, T3 étant encore permutable à H,

et de la forme

T3 =
I

/?,, q„ p„ q, p„ q„ p,, b'^p, -t- d]q, j.

D'ailleurs, H contient la substitution

C =
\ Pi, 7>, P2, q-, p, -+-p„ q,, p„ q, -4- q, j,

dont là transformée par T3,

\ Pi, qi, P7, qi Pi -^ P2, qi, pi, q2 -^ d\q,
\,

doit appartenir à H; donc c?2 = i, et T3 est abélienne. Mais U, U,, V, \], le

sont évidemment : donc T le sera.

i95. Supposons maintenant qu'on adjoigne à l'équation N, outre les quan-

46.



36i LIVRE TROISIKME.

tilés précédentes, les expressions X^(—% -M, A X,.(-^, ^j où l'on posera

successivement r=o ou i
, p = o, i , 2, 3. Après cette adjonction, le groupe

contient le groupe de monodromie du n'' 489; mais il ne contient aucune

autre substitution.

En effet, toute fonction ip des racines de N peut se mettre sous la forme

^r""(~' ~)' ^'l
"' ~) ' ^ étant une fonction rationnelle et symétrique,

dont les coefficients s'expriment rationnellement en fonction des quantités

adjointes (486 et 488). Désignons par ^s.e.ô^s, ce que devient cette fonction

en y changeant u, v en

u -T- ô, P, 4- c, P, + (5,P3 + e^Pi, V + a.Q, H- s.Q, -f- ôjQa -l- e.Q,.

Faisons le même changement dans l'égalité (p = tj» ; il viendra, en suppo-

sant que la fonction 9 soit invariable par ce changement, «p = <f5,£,5^£^;
d'où

expression qui est une fonction symétrique des racines de l'équation de de-

gré n* à laquelle satisfait la fonction <^, et qui, par suite, est rationnelle.

L'équation est donc abélienne, et se résout à l'aide de quatre équations

abéliennes de degré n.

496. Supposons enfin u = v = o. L'équation proposée aura l'une de ses

racines égale à l'expression rationnelle /(o, o). Supprimant cette racine,

il restera une équation du degré /i* — i ayant T pour groupe de monodro-

mie par rapport aux modules, et F, pour groupe de monodromie par rap-

port à «,...,/ (490-492). Quant à son groupe algébrique, on voit comme

au n" 494, que ses substitutions sont linéaires : elles sont en outre permu-

tables à r, = H : donc elles sont abéliennes (494).

497. Tous les raisonnements faits dans ce paragraphe pour les fonctions

hyperelliptiques à quatre périodes s'appliquent sans difficulté aux équa-

tions à 2^ périodes. Remarquons toutefois que dans le cas où n = 2, le

groupe F, ne contiendra plus en général qu'une partie des substitutions

de H, ce qui infirme la démonstration du n*' 494.

498. On peut déduire de ce qui précède une conséquence remarquable,

exprimée par le théorème suivant :

Théorème. — Un groupe quelconque de degré q esl isomorphe sans mené-
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drie à un groupe de degré 2-*— i , à substitutions linéaires abéliennes, k ^tant

le plus grand entier contenu dans

Si le tliéorème est vrai pour le groupe I formé par toutes les substitutions

possibles entre g lettres, il le sera évidemment pour tout groupe L contenu

dans celui-là. Car soit l' le groupe isomorphe à I dont on suppose l'existence :

le groupe L', formé par celles de ses substitutions qui correspondent à celles

de L, sera isomorphe à L sans mériédrie.

Cela posé, considérons le polynôme

A'(x) = X? -f- rt^î-' -h. . .z= X — m,). . .{x — Wj_,),

et les fonctions abéliennes à ik périodes auxquelles il donne naissance. La

bissection de ces périodes dépend d'une équation dont le groupe de mono-

(Iromie par rapport aux coefficients a,... (après l'adjonction d'une de ses

racines) est contenu dans le groupe abélien de degré 2'-'^ — i, et isomorphe

sans mériédrie au groupe I formé par toutes les substitutions possibles entre

mo,..., m^ (492-493). Le théorème est donc établi.

Abaissement de l'équation de la trisection des péiiodes

dans les fonctions à quatre périodes.

499. Cette équation E, du degré 80, a son groupe contenu dans le groupe

abélien G (496) dont Tordre 2^2 est égal à 2(3*— i)3»(3*—i)3 (219-221).

Celles de ses substitutions qui se réduisent à la forme

! P*, qiy P2, qi d,p, -4- c\q„ b\p, -f- d\ </„ a"/?, + c^q^y b^p^ -+- d]q.
j

forment un groupe H, dont l'ordre w sera égal à -(3-— 1}'(3^— 3}-'. En

efl'et, pour qu'une expression de cette forme représente une substitution

abélienne, il faut et il suffit qu'on ait

d^d\ — b\c\^ a\a\— b\c, ^ o mod. 3),

relation qui permet de choisir a'j, d\ , b\ , c'j de (3'— i)(3*— 3) manières

différentes (123), puis a^, <^ , b".-,, c.^ de -————^^^ manières seulement,

à cause de l'égalité des deux déterminants.

Si l'on adjoint au groupe H la substitution abélienne

I =
\ p>, q^, p^., qi P2, q^, p., q, I,
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on obliendra un nouveau groupe H,, d'ordre aw. Une fonction 9, des ra-

cines de E, invariable par les substitutions de H,, dépendra d'une équation i'

de degré —^ = 45 (366). Le groupe de cette équation se déterminera faci-

lement ainsi qu'il suit.

500. Soit ri le groupe formé des substitutions

A"B?CtD*=
I

/?,, q>, p.y qi />> -+- a, q, -1- [3, p,-\-y, 7, -+- 6
|,

et supposons que les substitutions A, B, C, D aient leurs exposants d'échange

mutuels congrus à zéro, sauf les suivants: (AB)^ee— (BA), (CD)see— (DC), qui

seront congrus à i. A chaque racine de l'équation C correspondra une dé-

composition du groupe ^ en deux groupes partiels d'ordre 3", tels, que leur

combinaison reproduise J", et que les substitutions de l'un d'entre eux aient

leurs exposants d'échange avec les substitutions de l'autre tous congrus à

zéro. En effet, on obtient immédiatement une première décomposition, en

prenant pour groupes partiels P,=:(A, B) et V\={C, D); et il est clair que

le groupe H, est formé par l'ensemble des substitutions abéliennes qui sont

permutables à ces deux groupes, ou qui les transforment l'un dans l'autre.

Soit maintenant s une substitution abélienne quelconque : elle transfor-

mera, par définition. A, B, C ,D en substitutions A^,Bi' C^» D^ ayant entre elles

les mêmes exposants d'échange, à un facteur constant près; elle transformera

donc P, P'en deux nouveaux groupes partiels P^= (Ai, B,), P'^ =(C„ D^), qui

jouiront encore de la propriété que chaque substitution de l'un de ces groupes

a ses exposants d'échange avec les substitutions de l'autre congrus à zéro.

D'autre part, la substitution 5, opérée dans la fonction (p,, la transforme en

une autre fonction ç^, qui satisfait également à l'équation C. On a donc ob-

tenu une décomposition de # en deux groupes partiels P^, P'^ , correspon-

dante à la racine 9^.

501. Il faut maintenant prouver qu'à chaque racine correspond une seule

décomposition, et réciproquement. Soient s ei t deux substitutions abé-

liennes telles que l'on ait Os=9t ' on en déduit 9^^-1 = 9, (356). Donc

ts~*= hf est une substitution de H, . Mais h, est permutable aux groupes P,

,

P'i, ou les transforme l'un dans l'autre; s les transforme en P^, P^ ; donc

t = hfS les transformera en P,, P'^ ou en P'^ , P^; donc en transformant P,, P',

par s ou par t, on obtient la même décomposition. Réciproquement, si ces

deux transformations donnaient la même décomposition, ts~* redonnerait
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la décomposition initiale P,, V^, et par suite appartiendrait à H, : on en dé-

duirait fis-' = 9m d'où (ps = ^t-

Les racines de C s'obtenant toutes en transformant <p, par les diverses

substitutions de G, il existera quarante-cinq décompositions, respective-

ment correspondantes à ces racines. Pour qu'il en existât un plus grand

nombre, il faudrait qu'il y en eût qui ne correspondissent à aucune racine,

et qui par suite ne pussent être obtenues en transformant P,, P', par une

substitution abélienne. Mais cette hypothèse est absurde. Soient en effet P, P'

les deux groupes partiels d'une décomposition quelconque, A> une substitu-

tion quelconque de P autre que l'unité : ce groupe contient une substitution S

dont l'exposant d'échange avec A> n'est pas congru à zéro, sans quoi -A. au-

rait ses exposants d'échange avec toutes les substitutions de ^ congrus à zéro :

résultat absurde; car -A. est de la forme A^B'^C^D^, et si l'on a, par exemple,,

ajo, l'exposant d'échange (=.i.B) ne sera pas congru à zéro. Soit (=.it,S) = e;

posons S^~'= Dl), on aura {'^^^s\>) = i; etP, étant d'ordre 3', est dérivé de a et

de Dl). On voit de même que P' est dérivé de deux substitutions 3, (0, dont

l'exposant d'échange est i. Cela posé, là substitution linéaire qui transforme

A, B, C, D en -X, dî,, S, o sera évidemment abélienne.

502. On peut maintenant former sans peine les quarante-cinq décompo-

sitions du groupe ê. Elles sont données par le tableau suivant, où chaque

groupe partiel est représenté par deux substitutions dont il est dérivé et qui

sont séparées par une virgule, tandis qu'un point et virgule les sépare de

celles de l'autre groupe partiel appartenant à la même décomposition.

A, B
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503. Désignons iiiaiiilenanl par

43, 44, 45

les racines de C respectivement correspondantes à ces substitutions; d'après

ce que nous venons de voir, chaque substitution abélienne transformera ces

racines entre elles de la même manière qu'elle transforme les décomposi-

tions correspondantes.

Ainsi, par exemple, la substitution

L, =
I

/;,, q„ p„ q, p, + </,, q,, p„ q, \,

transformant A, B, C, D en A, AB, C, D, sera permutable aux deux groupes

(A, B), (C, D); donc elle laissera invariable la racine i qui leur correspond;

de même pour les racines a et 3. De même elle transforme (AD, B), (CB, D)

en (AD, AB), (CAB, Dj, groupes évidemment identiques aux suivants :

(AD, BD-), (CAB, D); donc elle remplace la racine 4 pai" la racine 5; etc.

Continuant ainsi, on peut écrire sans difficulté les déplacements opérés entre

les racines 1, 2,..., l\5 par la substitution |/),, q,,p2* ^2 Pt^ 2^,, /?2, 2^2 1 et

parles autres substitutions L,, L2, M,, Ma, N,,2 dont G est dérivé (219-220^,

et vérifier que chacune de ces substitutions permute les unes dans les autres

les vingt-sept expressions

; I, 37, 34, 4', 45), i
f, 39, 36, 4o, 44), (

I
, 38, 42, 43, 35),

(10, 37, 7, 21, 32), (il, 37, 4» 25, 3o), (i5, 34, 3, 24, 33),

( 2, 34, 12, 29, 22), (16, 20, 27, 45, 5), (26, 9, i4, 45, 23 ,

(19, 415 i3, 6, 3i), (17, 4', «8, 28, 8), (i5, 4^. 6, 21, 27;,

(26, 8, 44

1

2^5 '2)» ('7> 3^> 3' ^'3, 32), ( 2, 36, i3, 3o, 20),

( 7, 40, 16, 29, 18;, (19, 4o, 4' 33, i4), (lo, 39, g, 23, 3i),

(11, 89, 5, 24, 28/, ( 2, 35, 28, 21, i4), (i6, 3i, 35, 25, 3 ,

(19, 42, 12, 5, 32^, (i5, 42, 18, 3o, 9), ( 7, 43, 26, 24, i3),

(17, 43, 4? 22, 27;, fio, 38, 20, 33, 8), (m, 38, 23, 29, '6,,

en désignant par (i, 37, 34, 4i» 45) une fonction des racines de c invariable

par les substitutions qui permutent exclusivement entre elles les cinq ra-

cines I, 37, 34, 4i> 45, mais variable par toute autre substitution, et par

(a, j3, 7, â, £) la fonction analogue formée avec les racines a, p, y, â, e.

Les vingt-sept expressions ci-dessus, que nous désignerons, pour abréger,
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par a, h, c, cl, e, f, g, h, i, X-, /, m, n, p, q, r, s, t, u, m', n\ p , q\ r\ s',

t', u' dépendent donc d'une équation X du vingt-septième degré. D'ailleurs,

chacune des racines i, 2,..., 45 entre dans trois de ces expressions : for-

mons le produit de ces trois expressions, puis ajoutons ensemble les qua-

rante-cinq produits relatifs aux racines i, 2,..., 45 : on voit sans peine que

la fonction ainsi formée,

o = abc -+- ade -f- . . . -1- Is'p,

sera identique à celle du n** 441.

504. Le groupe de l'équation X est formé des substitutions qui n'altèrent

pas 9. En effet, soient S une substitution quelconque de G; a une quelconque

des racines i, 2,..., 45; /5 celle par laquelle S la remplace; il est clair

que S remplacera celles des expressions a, b,.... u' qui contiennent a par

celles qui contiennent P; elle transformera donc les uns dans les autres

les divers termes de 9. Donc une fonction de a, 6,..., u' invariable par les

substitutions qui n'altèrent pas cette fonction, ne sera altérée par aucune

substitution de G, et par suite sera rationnelle.

Réciproquement, toute substitution qui n'altère pas 9 appartient au

groupe de X. En effet, supposons l'équation X résolue. Le groupe G sera

réduit à celles de ses substitutions qui ne déplacent pas a, 6,..., u', et qui,

par suite, laissent invariable chacun des termes abc, ade,..., is'p. Ces sub-

stitutions laisseront invariables les racines r, 2,..., 45 respectivement com-

munes aux facteurs de ces divers termes : donc elles transformeront en elle-

même chacune des décompositions de j qui leur correspondent. On en

déduit immédiatement que ces substitutions se réduisent à celles qui mul-

tiplient tous les indices par un même facteur constant ±: i. Donc l'ordre

(le E, qui était égal à 2O2, se trouve réduit à 1 après la résolution de X.

Donc le groupe de cette dernière équation avait pour ordre fi,? ou 27.10.8.6.4,

nombre total des substitutions qui laissent 9 invariable.

L'équation X a donc le même groupe que l'équation aux vingt-sept droites

des surfaces du troisième ordre.

D'ailleurs, ses facteurs de composition sont 2 et -ûa- Car l'équation E a

pour facteurs de composition 2, -ûj, 2; après la résolution de X elle n'a

plus que 2 pour facteur de composition. Donc la résolution de X équivaut

a celle de deux équations simples, ayant pour ordres 2 et -ûj-

47
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§ IV. — Résolution des équations par les transcendantes.

Troisième degré.

505. Soit

(22) X^-\- px''-\- qx ^ r=::^0

Téquation générale du troisième degré. Posons

il viendra

PX = az ^ ^1

p^-ip + Zq 2p^-ç)pq-^ i'] r _- - — z -t- o,
60} 27 a'

laquelle se réduira à la forme

3 /

(23) z^— -, z -¥- A = o,

4

si l'on prend pour a une racine de l'équation du second degré

p^— ip -\-^q 3 •

Jâ'
~~4*

Or l'équation ('23), à laquelle se trouve ramenée la proposée, peut se ré-

soudre trigonomélriquement : car si l'on pose A = -r— > elle se con-

fondra avec l'équation connue qui a pour racines cos g' cos—^5
U-\- i-K

cos.-^--

Quatrième degré.

506. Soit

(24) ax^-^ ^bx^-{-Qcx^+ ^dx + e=^ o

l'équation générale du quatrième degré. Posons avec M. Hermite

(25) j= aï + (aa: + 46)To + (a^'-H46.r + 6c)T, + {ax'+ fibx'-\-&cx + ^d)!,,

T, To, T,, Ta étant des coefficients indéterminés : j sera la racine d'une
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nouvelle équation du quatrième degré

(26) A7*-f-4Bj^-i-6Cj'-h4Dj-HE = o,

que l'on peut calculer ainsi qu'il suit.

Elevons l'équation (25) su<3cessivement aux puissances f, 2, 3, 4. et ré-

duisons au moyen de l'équation (24) les puissances de x supérieures à la

troisième : on obtiendra quatre équations dont les trois premières déter-

minent X, x^, x^ en fonction rationnelle de /, y-, j* et de T, Tq, T, , To : ces

valeurs substituées dans la quatrième équation donneront l'équation cher-

chée.

On peut se proposer de déterminer les coefficients T, To, T,, To de telle

sorte que l'on ait . ,

(27) AE — 4BD + 30=o.

Effectuant le calcul, on trouvera que le premier membre de cette équa-

tion est le produit des deux facteurs suivants, du second degré en Tq, T, , ïo :

1/ + ('e J - -^ V^F^T^^^ ( T„ T, - TO,

en posant, pour abréger,

/= «ïj + 4cT| -^ ^T^ 4- 4r/T, T, + 2cT„T, + 46T. T„

1:= ae — ^bd + 3c-, J = ace -+- 2 bcd — ad^— eb- — c\

On pourra donc satisfaire d'une infinité de manières à l'équation (27),

sans introduire d'autre irrationnalité que deux radicaux carrés successifs.

Cette condition étant supposée satisfaite, posonsy = —r— dans l'équa-

tion (26) : il viendra

(28 2*— 6S2=- 4T2 — 3S'=o,

en posant B--AC= S, A'-D - 3 ABC -h 2B'=^T,

Or cette dernière équation se ramène à l'équation modulaire que donne

la théorie des fonctions elliptiques pour la transformation du troisième

ordre, laquelle est, comme on sait, la suivante (Jacobi, Fundamenta Nova),
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OÙ la constante u désigne la racine quatrième du module :

f ' -f- 2 U^ V^— 2 UV — U*= O.

En effet, dans cette dernière équation, la fonction analogue à

AE - 4BD -H 3D

est nulle : si donc on pose v = oi u^, d'où oo = t» h— m\ il viendra

«i

^fjy et l'équation aura pour racines celles de l'équation «^ multiplitca par une ^fifi^

même constante p, si (5 et a satisfont aux conditions

d'où

/?: M — 2

Cette dernière équation est du second degré par rapport au module h = u*.

On obtient donc comme résultat de cette analyse le théorème suivant :

Théorème. — Pour résoudre l'équation générale du quatrième degré, il

suffira de lui adjoindre les racines : i"^ de quatre équations successives du second

degré; i*^ de l'équation modulaire pour les transformations du troisième ordre

d' unefonction elliptique ayant pour module la racine de la dernière des quatre

équations auxiliaires ci-dessus.

Cinquième degré. •

507. Méthode de M. Hermite. — Passons à l'équation

x'-h Ax*-}-îix^-hCx'+î)x + E=:o.

Posons

y = t -h t, X -f- t-iX^ -^ ti x^-h t^ x^.

On verra comme au numéro précédent que x s'exprime rationnellement

en fonction de j, et l'on formera l'équation du cinquième degré dont j est

racine : le m'^"'^ coefficient de cette équation sera évidemment une fonction
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entière, homogène et de degré m — i, par rapport aux indéterminées, /,

Proposons-nous de faire évanouir le second, le troisième et le quatrième

terme de la transformée. M. Jerrard a démontré qu'il suffira pour cela de ré-

soudre des équations du second degré, et une du troisième. En effet, égalons

le second terme à zéro : on aura une équation linéaire qui déterminera Tune

des quantités /, ;,, t^, Z^, t^, en fonction des quatre autres. Substituant la

valeur trouvée dans le troisième terme, il devient une fonction entière et

homogène du second degré par rapport aux quatre indéterminées res-

tantes ?, /,, ^2, /j. D'après un théorème bien connu, on pourra lui donner

la forme suivante

aS' -t- a, 6

f

-I- a,. 6; -1- a, S ]

,

5. 5,, 5.2, 5;, étant des fonctions linéaires des indéterminées. Il s'annulera si

l'on pose

^-=\/j^- ^'^sjt'-

Ces relations déterminent deux des quantités /, i,, /a. '3 en fonction li-

néaire des deux dernières et des radicaux du second degré \/— > \/~'

Substituons ces valeurs, ainsi que celle de /<, dans le quatrième terme; il

prendra la forme d'une fonction homogène du troisième degré relativement

aux deux indéterminées restantes; et si on l'égale à zéro, on obtiendra le

rapport de ces deux indéterminées exprimé par une équation du troisième

degré.

508. L'équation eny étant ainsi ramenée à la forme

comparons-la à l'équation

2* -h aa*(i — M*)»z-l- pa^(i— a»)'(n- m») = o,

réduite de l'équation modulaire pour la transformation du cinquième or-

dre (485). On aura j = pz, en posant

oû*= aM«{i — u*Y, ep'= ^M»{i — f/»)»(i -h II*),
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d'où l'on ({('(luit, en posant — = m,

On peut choisir arbitrairement le signe du second membre de celte der-

nière équation, qui sera du quatrième degré en u* = k.

Cela posé, x est une fonction rationnelle de /, ^,, t,, l^ et de j, qui lui-

même s'exprime rationnellement en fonction de p et de z : enfin z est une

fonction rationnelle des racines de l'équation modulaire en v et de \/5.

509. Méthode de M. Kronecker. — M. Kronecker et après lui M. Brioscbi

ont indiqué poiir résoudre l'équation générale du cinquième degré par les

fonctions elliptiques une nouvelle méthode que nous allons exposer.

Soit F(S)-= o l'équation générale du cinquième degré; et désignons ses

racines par S^, l'indice v variant de o à 4 (mod. 5). Nous avons vu (1 16) que

toute substitution entre ces racines peut être mise sous l'une des deux

formes analytiques suivantes ;

|v av-f-6|, |v (rtv + 6)' + r|. **

Si l'on adjoint à l'équation proposée la racine carrée; de son discrimi-

nant, son groupe se réduira au groupe alterné G, formé des substitutions

\v a'v-f-6|, Iv (3a'v + 6j'-+- c |,

lesquelles dérivent évidemment des trois suivantes :

I
V V + I j,

I

V 4'-' h \

"^ 3'/ |.

Soient v une fonction quelconque des racines, laquelle soit cyclique, c'est-

à-dire invariable par les substitutions
|
v v + ^

j v^'' sa transformée par

la substitution
|
v 4v

|
^ la fonction v — v' , que nous désignerons parw^,

sera évidemment invariable par les substitutions
|

v v -t- /> j, et changera

de signe par la substitution
|

v 4v |. Désignons en général par m„ la trans-

formée de u, par
|
v 3v^ +- n

\
: on voit aisément que la substitution

I

V v.-h I ', opérée dans m„, la transforme en m„^.,; que
[

v 4'-^
I

'^^ trans-

forme en — Ui,„; enfin que
]

v 3,v'
|
transforme u^, u^, Uf, «o, Wg, u^ en

Wo. "x. - "m "3. «2» — "k-
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On en conclut que les six quantités

X.:= U^ V 5 -r- "» -+- «I -^ ":: + "i -^ "il y

X, =z{n^-i- II, \'5 — «, -1- M, H- Mj — M« j'

,

ar, = ( «.— u, 4- M, V 5 — «2 -(- «3 -f- //, )*

,

I Xi=^[u^-hlf,— W, -^ i/î V5 — Wj -+- Mi > ,

I X3 = (//,-+- «,-!-«, — Uî + «syS — M«)',

X, = ( M. — ^/a ^ ?/, -i- ^/^ — Mi -+- i(i ySff

sont transformées les unes dans les autres par chacune des substitutions

I

y y _|_ , |,
I

V /îv |, j
V 3v'

I

dont G est dérivé. Donc l'équation du

sixième degré qui a ces quantités pour racines a ses coefficients inva-

riables par toutes les substitutions de G : ces coefficients s'expriment donc

rationnellement en fonction de la racine carrée du discriminant de F(ç).

La résolution de cette équation, faisant connaître des fondions des ra-

cines de F(S) = o, qui primitivement n'étaient pas rationnelles, abaisse

le groupe de cette dernière; mais elle est simple : donc elle sera complè-

tement résolue.

510. La réduite du sixième degré à laquelle on vient de parvenir présente

entre ses racines des relations remarquiibles : posons en effet

A, ^5= M, ^5 +- u, -H //, -^ Uî -h U3 -h M4,

- A,J5 = U,^p*U, -h 0*«i -H O^Ui -^ OMj,
2 111.
- A, V'5 = M» -h P Ml -+- P*Mi H- ?'«j H- P* M4,

p étant une racine cinquième de l'unité satisfaisant à la condition

y'5 = p 4- &— p'— p» :

on déduit immédiatement des relations (3o) celles-ci

V^= A,v'5, v j^, = A, -f- A, -f- Ai, v'^i = a, -+- pA, -Lp' A„

yx:= A, -j-p*A, +p'A„ v'^î^A, 4-p»A, +p'A„ v-ï"* — A, -^ p*A, -hpA%,
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et en éliiDinant Ap, A,, Aj, on aura les trois relations

1 \'-r« -h \'x, 4-
V Ji^2 -f- \'x-, -H y/^r, = y/S x^ ,

(
3l

)
'

y, jr, -f- p' y'^r, 4- p« s/x, -H p y/'^Ts -H p' y/Ti = 0,

V^.^"o -1- p'''
S^-r, H- p \/jC2 H- p^ y/:r3 -+- o'' \fx^ = o.

Le premier membre de l'équation qui donne x^, oco,... est égal à

(x — x^) {x ~ Xf,) Remplaçant x^, x^, . . . par leurs valeurs en Ao, A,,

A 2, et posant

A = A^-+-A,A.„

B = 8A:A,A,~2A^^^\^-^ A-:A-5-Ao(A? + A^),

(: = 32oA^\îA^-l6oA:AJA^-^2oA2A;A*, + 6AtA^

-4A„(32Aî-o.oAiA,A,-^-5A^\^)(A•; + A^)-^ A;^-h Ai%

on aura pour cette équation

(3?.) (.r~A)^(ar-5A)+ioB(^- A)=-C(.r- Aj--f-5(B=- AC) = o.

511. Cette équation se ramène elle-même à une équatiijn du cinquième

degré ne contenant que les puissances impaires de l'inconnue. Posons en

effet

et remplaçons x^, x^^,... par leurs valeurs en A„, A,, Ao, il viendra en^ gé-

néral

•

z., = V- y/5 [p"Co + p'"C, + p'"C, -I- p^-'Ca],

en posant, pour abréger,

Co=-A,{4A=„-A,Ao), C, = 2A.A:-A^

C3= A2(4A^-A.A.), G = -(>AoAî-A;).

Les quantités z^, Zf, Z2, z^, z^ sont les racines d'une équation du cin-

quième degré

'z'-\- q,z'-{- q^z^-i- q^z^^ (JiZ -h q!, = Q.

Soit n le discriminani de l'équation en x : on aura évidemment
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«73 — -^^- Pour calculer les autres coefficients on. les exprimera en fonc-

tion de Zo,..., z^, puis on y remplacera ces quantités par leurs valeurs en Ao,

A,, Aa : on obtient ainsi, en tenant compte des valeurs de A, B, C,

5B 5(qB^-AC)

512. Soit j= ^ le multiplicateur dans la transformation du cinquième

ordre des fonctions elliptiques. On sait que les diverses quanti tés j, JV/y

v^' Jk( v/t "^ \/=y ) ' y\^~\/ y) ^^^^ données chacune en fonction de A-

par des équations du sixième degré, dont les racines satisfont aux rela-

tions {3i) (Jacobi, Notices sur les Fonctions elliptiques. Journal de Crelle,

t. III).

La théorie des fonctions elliptiques donne chacune de ces équations : et

en les comparant au type général (Sa), on aura les valeurs correspondantes

de A, B, C.

*

Ainsi, par exemple, l'équation qui détermine/, dont les racines sont

données par la formule -^ tt^—. 57^1 (Fundamenta)j est la sui-
' \smcoam4wsmcoamoi2/ ^ '

vante :

et l'on aura

D'autre pari celle qui détermine y\\/j + v/tt )
- ^» et dont les ra-

CI nés sont { ,.. ï-
, est la suivante ;

(33)
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que l'équation (33) coïncide avec l'équation (32). Posons en effet

m, et ma étant des constantes, et v^, v^ des fonctions cycliques quelconques.

La condition A = o détermine — par une équation du second degré : la re-

lation

dont le premier membre dépend seulement de — » donne Pk'^, d'où l'on

déduit ^^ par une équation bicarrée : enfin la condition

£ _ _ i6(i — i6/f'/r^^)^

achève de déterminer m^ el m^ par une équation du second degré.

Degrés supérieurs.

513. Théorème. — La résolution des équations générales d'un degré su-

périeur au cinquième ne peut être ramenée à celle des équations desquelles dé-

pend la division desfonctions circulaires ou elliptiques.

En effet, l'équation générale du degré q, après l'adjonction de la racine

carrée de son discriminant, est simple, et a pour ordre ' '
'^

- Supposons

maintenant qu'après lui avoir adjoint les racines d'un certain nombre d'é-

quations auxiliaires A, B,... insuffisantes pour la résoudre, on lui adjoigne

en dernier lieu celles de l'équation D de laquelle dépend la division par un

nombre premier/? d'une certaine fonction F circulaire ou elliptique. Cette

nouvelle adjonction ne la résoudra pas davantage.

En effet, l'équation proposée étant simple, et n'étant pas résolue après

l'adjonction des racines des équations A, B,..., son groupe ne sera pas

abaissé par ces adjonctions. Supposons maintenant que la fonction F soit

circulaire : la résolution de l'équation D revient à la résolution successive

(£4(# .de troTS" équations abéliennes (§1). La résolution de toute équation abé-

lienne dépendant elle-même de celle d'équations abéliennes de degré pre-

mier (403-407), l'équation proposée devrait être résoluble par l'adjonction
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des racines d'une suite d'équations abéliennes de degré premier. Cela est

absurde : car si la résolution d'une équation abélienne de degré premier r:

pouvait abaisser le groupe de la proposée, elle entraînerait sa résolution

complète : et réciproquement la résolution de la proposée entraînerait

celle de l'équation abélienne (celle-ci étant évidemment simple). Ces deux

équations seraient donc équivalentes, et leurs groupes contiendraient le

même nombre de substitutions (381); d'où

i .1. . .q

résu4tat absurde, k étant premier.

Si F est une fonction elliptique, l'équation D=:o, de degré p^^ dépend

(§11) d'une suite d'équations simples, toutes abéliennes, sauf l'une d'elles C,

dont le groupe a pour ordre ——^- La résolution des équations abé-

liennes ne pouvant abaisser le groupe de la proposée, il faudra que celle de

l'équation C le fasse. Donc cette équation sera équivalente à la proposée :

donc les groupes de ces deux équations contiennent le même nombre de

substitutions : d'où

—
î

2 2

résultat absurde si ^r > 5 : car " "^
étant divisible par p, on aura ^<y,

d'où pip^ — l)< 1.2. . .^.

514. On voit de même que réquation générale du degré q ne peut être ré-

solue à Vaide des équations qui donnent la division des fonctions hyperellip-

tiques par un nombre impair. En effet l'équation E de la division par/? des

fonctions hyperelliptiques h in périodes, ayant pour groupe le groupe abé-

lien, dépend d'une suite d'équations simples, toutes abéliennes, sauf l'une

d'elles, dont l'ordre est -^ -l-—ii-iir 'J: (224). Pour que cette équa-

tion procurât la résolution de l'équation générale du degré q, il faudrait

qu'on eût

(/?'"— 1 )/>""'.. .(^'— i)/> 1.1.. .q
' —

j

2 2

résultat absurde; car si 1.2... y est divisible par/?-"""'.../?, le second membre
de cette relation surpassera toujours le premier.

48.
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Remarquons toutefois (juc cette démonstration pourrait être en défaut,

s'il existait entre les modules de la fonction hyperelliptique considérée des

relations particulières abaissant le groupe de l'équation E.

515. Tréorème. — La résolution de Véquation générale

X = :cî H- axi-^ -h . , ,= o

se ramène, après Vadjonction d'irrationnelles numériques qui ne dépendent

que de q, à celle de Véquation E qui donne la bissection des périodes des fonc-

tions hyperelliptiquesformées avec la racine carrée de X.

En effet, les racines de E, étant des fonctions monodromcs de celles de X,

ne pourront contenir dans leur expression que des irrationnelles numéri-

ques. Adjoignons-nous ces irrationnelles : les racines de E deviendront des

fonctions rationnelles de celles de X. Adjoignons-les à l'équation X : le

groupe de cette dernière équation sera réduit à celles de ses substitutions

qui laissent invariables toutes les racines de E, c'est-à-dire à la seule substi-

tution I.

516. Nous terminerons en signalant une réduite de l'équation générale

du huitième degré, qui paraît devoir jouer dans l'étude de cette équation

le même rôle que la réduite du n° 509 pour l'équation du cinq^iième degré.

Soit X l'équation proposée du huitième degré; adjoignons-lui la racine

carrée de son discriminant : son groupe se réduira au groupe alterné, con-

T .2. . .8
tenant

' = ù substitutions. Cela posé, représentons les racines de X

par le symbole xyz, où x, y, z sont variables de o à i ; et considérons le

groupe G formé par les substitutions

( 34) \
x,y, z (xx -\-i^y-Jryz-\- à, a'x + (3'j + y'z -f- à', a."x + [3"/+ y"z + ô"

\,

qui sont en nombre « = 2'('2' — i) (2^ — 2) (2* — 2^), et contenues dans le

groupe alterné. Une fonction 9 des racines, invariable par les substitutions

de G, dépendra d'une équation Y, de degré — = i5, dont les coefficienls

s'exprimeront rationnellement en fonction de ceux de X et de la racine

carrée de son discriminant.

Désignons, pour abréger, par a, b, c, d, e,/, g, h celles des racines de X
qui étaient d'abord désignées par iio, 001, on, ni, 010, 100, 000 ; et

représentons par le symbole X/av/stt ce que devient la fonction 9 lorsqu'on y
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remplace a, b, c, d, e par X, ,a, v, p, r. sans changer les autres racines/,

g, //. Il est nisc (le voir que les quinze racines de l'équation Y seront

. abcde, ahdec, abecd, haced, badce,

(35 \ baedc, cbaed, cbdae, cbeda, dbcea,

\ dbace, dbeac, ebcad, ebdca, ebadc^

et (Je se rendre compte de la manière dont ces racines sont permutées entre

elles par les diverses substitutions du groupe de X. En effet, considérons,

par exemple, la substitution [bcd). Elle transforme abcde en acdbe; mais

cette dernière expression ne diffère pas de abced; car la fonction abcde= c.

étant invariable par la substitution

\
X, y, z x + z, y, z

\
=

.
bd){ec),

on aura abcde = adebc, identité qui ne sera pas troublée lorsqu'on y opé-

rera l'une des substitutions du groupe de X, telle que {bcd); donc

acdbe = abecd. On verra de même que [bcd) transforme abecd en abdec, etc.

Désignons maintenant les quinze quantités (35) par les symboles sui-

vants :

I lOOO, OIOO, IlOO, OOIO, OOOI,

,36) • ooii, loio, iioi, oiii, iiio,

*
' OIOI, lOII, OI lO, lOOl, IIII,

cl considérons la somme tj; des trente-cinq produits ternaires, tels que

xyzn . X, y, Zt u,. x,); Zi iiî
,

que l'on peut former avec ces quantités, en observant les conditions sui-

vantes :

X -h X, -h x^^y + _>•, -\- y\^ z + z, -\- Zt^ Il «- «, -^ «.^ o (mod. 2).

On vérifiera sans aucune peine que Texpression vp ne sera altérée par au-

cune des substitutions du groupe de X. (Il suffira de faire cette vérifica-

tion pour les substitutions {abc)^ {bcd), {cde), {cdefg) dont les autres sont

dérivées.) Donc le groupe de Y sera exclusivement formé de substitutions

qui n'altèrent pas ^.

Cela posé, l'équation Y étant équivalente à X, a dans son groupe le même
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LIVRE QUATRIEME.

DE LA RESOLUTION PAR RADICAUX.

CHAPITRE PRE3IIER.

CONDITIONS DE RÉSOLUBILITÉ.

517. Une équation est dite résoluble par radicaux si l'on peut rendre ses

racines rationnelles par l'adjonction des racines d'une suite d'équations

binômes.

On peut supposer que les équations binômes auxiliaires sont toutes de

degré premier; car la résolution d'une équation binôme de degré /?^ revient

évidemment à la résolution successive de deux équations binômes, de de-

grés/? et q.

Nous appellerons groupes résolubles ceux qui caractérisent des équations

résolubles par radicaux.

518. Théorème I. — Toute équation abéUenne de degré premier p est réso-

luble par radicaux.

Soient en effet X une semblable équation ;

ses racines; B une racine />"^'"* de l'unité; r un entier quelconque : la fonc-

tion

est évidemment invariable par la substitution {xQX^... Xp_,) dont les puis-

sances forment le groupe de X. Elle s'exprime donc rationnellement en fonc-

tion de 6 et des coefficients de X. On obtiendra aisément sa valeur en rem-

plaçant Xf,..., Xp_^ par leurs valeurs en fonction de Xo, ce qui la réduira à

la forme ^{^(a^o, Q). On aura donc l'égalité

?= <^(^., Q),

49
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(}ui ne sera pas troublée si l'on exécute sur ses deux membres l'une des

puissances de la substitution [x^Xt... ^y,_i) : on aura donc

(^=i\,{Xo, 6)= ^(x„ 6) = . ..= -^ -^ =u,,

iir étant une fonction symétrique de x^, x^,..., Xp_,.

Cette fonction étant calculée, il viendra

Posons successivement /' = i, a,..., p—\ : on aura p~i équations

linéaires distinctes, qui, jointes à celle-ci :

Xo "T- X\ ~r" • • . H— Xp—
I
— "

(où P est la fonction connue des coefficients de X qui représente la somme
des racines), permettront de déterminer toutes les racines.

Pour avoir Xp, on ajoutera ces équations, respectivement multipliées

par 0"P,..., 0~'"P,...,
I ; divisant ensuite par/?, il viendra

P -I- 9-? ^«i 4- . . . 4- 0-^?^ Ô^ + . . .

Cette expression contient/? — i radicaux de degré p : mais ces radicaux

sont des fonctions rationnelles d'un seul d'entre eux, de telle sorte que la

valeur de celui-ci étant prise arbitrairement, celle des autres est complète-

ment déterminée. En effet, la fonction

^'Ûr{\/u,Y~'={Xo -r- Ô'X, +-. . .)(^o-i- 9x,-h. .
.)P-%

n'étant pas altérée par la substitution {xQX^... Xp^t), est rationnelle, et se

calcule comme tout à l'heure la fonction ©. Soit a^ sa valeur, on aura

"I

519. Théorème II. — Pour quune équation soit résoluble par radicaux,

ilfaut et il suffit que sa résolution se ramène à celle d'une suite d'équations

abéliennes de degrépremier.

Cette condition est nécessaire. Car chacune des équations binômes de

degré premier qui concourent à la résolution de la proposée, peut se ré-
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soiidre à l'aide de deux équations abéliennes successives (417) dont l'une

est de degré premier. Quant à l'autre, sa résolution se ramène à celle d'une

suite d'équations abéliennes de degré premier.

Cette condition est suffisante : car les équations abéliennes dont dépend

la proposée étant résolubles par radicaux, la proposée le sera.

Voici deux autres énoncés du même théorème :

520. Théorème III. — Pour qu'une équation soit résoluble par radicaux,

ilfaut et il suffit que ses facteurs de composition soient tous premiers.

Car soient X une équation résoluble par radicaux; G son groupe; N son

ordre. Adjoignons-lui successivement les racines des équations abéliennes

qui concourent à sa résolution : son groupe s'abaissera successivement jus-

qu'à ne plus contenir que la sujjstitution i. Soient H, I,... les groupes ré-

duits successifs; y» 5— '••• leurs ordres; Z l'équation abélienne de degré

premier/? telle, que l'adjonction de ses racines réduise le groupe de la pro-

posée à H. Réciproquement l'adjonction des racines de X à Téquation Z ré-

duira l'ordre du groupe de cette dernière, en 1^^ divisant par X (378). Mais

cet ordre est égal a p (358) ; et, pour qu'il soit divisible par 1, il faut qu'on

aitX=/>. On voit de même que ]ul,... sont des nombres premiers. D'ailleurs

les substitutions de G sont permutables à H (376); celles de H le sont à I; etc.

Donc X, /u,,.., sont les facteurs de composition de G.

Réciproquement, si l'équation X a ses facteurs de composition X, |j.,... tous

N N
premiers, soient G, H, I,... les groupes successifs d'ordres N, y, ^»--- et

tels, que chacun d'eux soit contenu dans le précédent, et permutable à ses

substitutions. Une fonction des racines de X, invariable par les substitu-

tions de H, dépend d'une équation Z de degré X et d'ordre X (366 et 370;.

Mais par hypothèse, X est premier : le groupe de Z se réduira donc aux

puissances d'une substitution circulaire d'ordre X. Celte équation sera donc

abélienne et de degré premier. Enfin sa résolution réduira le groupe de la

proposée à H.

Cela fait, une fonction des racines de la proposée invariable par les sub-

stitutions de I dépendra d'une équation abélienne de degré /jl, dont la réso-

lution réduira le groupe de la proposée à I ; etc. ,

521. Corollaire I. — Tout groupe V contenu dans un groupe résoluble G
est lui-même résoluble. Car ses facteurs de composition, divisant ceux de G
(392) qui sont premiers, seront eux-mêmes premiers.

49
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522. Corollaire II. — Véquation générale du degré n n'est pas réso-

lubie par radicaux si n > 4- Car ses facteurs de composition, 2 et '^ •>

ne sont pas tous premiers.

523. Corollaire III. — L'équation générale du troisième degré est réso-

luble par radicaux. Car ses facteurs de composition, 2 et 3, sont premiers.

Lagrange la résout comme il suit. Soient

x^-{- px'^-^ qx -+- /•= o

l'équation proposée ; ^r^, a;, , a^a ses racines ; 9 une racine cubique de l'unité.

Les deux fonctions [x^y-^-ÔXf -h ô^Xify {x^-h ô'^x^ -hOx^y, invariables

parla substitution circulaire [x^jOiX^], sont les racines d'une équation du

second degré

[y — {x,-h 6x, -h e^x.y)] [y — (^0 + B'x, -h 9x,Y] = o,

^r* dont les coefficients, symétri^ques en x^, a?,, X2, sont des fonctions ration-

nelles des coefficients de la proposée. Tout calcul fait, il vient

j^-t-(2/>'— 3pq -+- 2']r}f -h{p-— 3qy= o.

Celte équation étant résolue, soient m^, u^ ses racines : il viendra

^0 H- 0^, -f- 6'x,^ ^M, ,

Xo-h6^X, +- 9X:! =^Ui,

Xo -\~ X\ -\- Xi ::= p

,

d'où

(i) a:ç= -^ (— /? -f- 0'P^Mi -f- Ô'^V^JTî).

On a d'ailleurs

]^u,\lû^ — {x, + ô^, -4- Ô'^:)(^o -t- 9'x, -t- Ôx,) — p'— 3q,

relation qui détermine le second radical en fonction du premier. Substi-

tjuant cette valeur dans les formules (1), on voit que x^, x^, x.2 seront

données par la formule

1/ 3/- p'-^q\
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en assignant successivement au radical cubique les trois valeurs dont il est

susceptible.

524. Théorème IV. — Pour quune équation soit résolublepar radicaux ^

ilfaut et il suffit que son groupe puisse être considéré comme dérivant d'une

échelle de substitutions i , a, b,..., f, g, telles : i° que chacune d'elles soit per-

mutable au groupe dérivé des précédentes ; 2° que la première de ses puissances

successives qui sont contenues dans ledit groupe soit de degré premier.

N N
Soit en effet X une équation résoluble par radicaux. Soient N, y» t~->"'

les ordres respectifs de son groupe G et des groupes H, I,... auxquels il se

réduit par l'adjonction successive des racines des équations abéliennes

auxiliaires qui serventà résondre la proposée. Soient â,,..., A^,... les sub-

stitutions de H; ^une substitution de G qui ne fasse pas partie de H; g'' la

première de ses puissances qui soit contenue dans H. Le groupe G,, dérivé

N
de la combinaison de g avec H, a évidemment q y substitutions distinctes,

de la forme ^^p» où a peut varier de o à ^ — i , et /s de i à — • Mais G, est

N
contenu dans G, dont Tordre est N; donc y y divise N; donc, >. étant pre-

mier, on aura y = X et G, = G. Donc G résulte de la combinaison de H
avec g, qui lui est permutable, et dont la puissance X, de degré premier,

est la première qui fasse partie de H.

On voit de même que H résulte de la combinaison de I avec une substi-

tution /permutable à I, et telle, que la première de ses puissances qui fasse

partie de I ait pour degré le nombre premier jui; etc.

Réciproquement, si G résulte de la combinaison des substitutions \,a,

b^...,f, g satisfaisant aux conditions énoncées au théorème, on aura une

suite de groupes

G, H = (i, a, 6,. . ., /),. .., (i, a, 6), (1, a), I,

N N
d'ordres N, y> j-> •• (X, /x,... étant premiers) et tels, que chacun d'eux

soit contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions : >., il,...

seront donc les facteurs de composition de G; et l'équation correspondante

sera résoluble par radicaux. (Théorè3ie III.)

C'est sous celte dernière forme que Galois a signalé la condition néces-

saire et suffisante pour la résolubilité par radicaux.
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525. Théorème V. — Tout groupe A, isomorphe à un groupe réso-

luble \j, est lui-même résoluble.

Car soit r, a, b, c,... l'échelle de substitutions dont L est dérivé : cha-

cune d'elles étant permutable au groupe dérivé des précédentes, on aura

une suite de relations telles que

b-^ab = a'", c-^ac=:b"aP, c~' bc = bia%. . .

.

Les substitutions i, a, ]3, y,..., respectivement correspondantes à i, a, 6,

c, ... dans le groupe A, satisferont aux relations analogues

|3-'a3 = a'", y-'ccy = ^"ocP, y-'[3y = (3îa^ . .
.

,

et, par suite, formeront l'échelle d'un groupe résoluble.

Réciproquement, si le groupe A est résoluble, et isomorphe à un autre

groupe L ; si en outre le groupe F formé par celles des substitutions de L qui

correspondent dans K à la substitution i est résoluble, L sera résoluble.

Soient en effet i, a, /3, y,... l'échelle de substitutions dont A est dérivé;

i,/, ... celles dont F est dérivé; a, b, c,... des substitutions de L, arbitrai-'

rement choisies parmi celles qui correspondent respectivement k a, /3, y,

—

Le gronpe L sera dérivé des substitutions i, /,..., a, fe, c,. . . et sera réso-

luble.

En effet, soient^ une substitution quelconque de L, a celle qui lui corres-

pond, s' la substitution dérivée de a, b, c,... delà même manière que o-l'esl

de a, |S, y, On aura s = s'cp, (p étant une substitution de L, qui ait pour

correspondante l'unité, et qui, par suite, est dérivée de i,/. Donc s est

dérivée de i,/,...,a, b, c,

11 reste à prouver que cette échelle caractérise un groupe résoluble. Prou-

vons par exemple que b est permutable au groupe dérivé de i, /,..., a. Le

groupe A étant résoluble, on a une relation telle que |S~'a|3 = a'". On en

déduit b~* ab = (fo, ^ ayant pour correspondante l'unité, et par suite étant

dérivée de i,f,.... De même, 6"*/^ ayant pour correspondante l'unité, est

dérivée de i, /,.... Donc 6 est permutable au groupe {i, /,..., a).

526. Théorème VL — Si § est unfaisceau de substitutions contenu dans le

groupe résoluble L, et permutable à toutes ses substitutions, on pourra toujours

choisir l'échelle des substitutions i , a, b, c,... dont Vadjonction successive re-

produit le groupe L, de telle sorte que les substitutions de § soient les premières

introduites.
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Supposons en effet, pour fixer les idées, que le groupe dérivé de i, a, ^

ne contienne aucune substitution de ^ (sauf l'unité, qu'il contient néces-

sairement), mais que l'adjonction d'une nouvelle substitution c en intro-

duise une : c étant permutable au groupe (i, «, b), cette substitution

pourra être ramenée à la forme c'm, m étant une substitution du groupe

{\.a,b) (37).
_

.
^

^

\° Celles des substitutions du groupe (i , a, b,c) qui appartiennent à S se

réduisent aux puissances de c^m. En effet, considérons l'une d'elles : on peut

la mettre sous la forme c'^w,, où m, désigne une substitution du groupe

(i, a, b).

Or on a généralement (37)

6'^m
, ( c- ' /n )•= c'"' +^ /?? 2

,

m.i étant encore une substitution du groupe [\,a,b).On sait d'ailleurs qu'il

existe une puissance & de c qui fait également partie de ce groupe; et que

l'exposant p. est premier. On pourra donc déterminer le paramètre a de

telle sorte que ay h- c?^o (mod. /x); et la substitution c^mtic'^m)'^ fera

elle-même partie du groupe (\,a,b). D'ailleurs elle fera partie du fais-

ceau ^, si c^a;^ en fait partie ainsi que c^'m; et comme, par bypothèse, ce

faisceau n^a aucune substitution commune avec le groupe (i, a, b), sauf

l'unité, on aura

c*m,(cï/n)'= I, d'où c*/?i, = (c^/n)-".

2° Toutes les substitutions (i, a, b, c) sont permutables au faisceau/dérivé

de c^m et de ses puissances . En effet, le faisceau/', transformé de /par l'une

quelconque de ces substitutions, doit faire partie à la fois du faisceau ? au-

quel cette substitution est permutable et du groupe (i, «, 6, c); il se con-

fond donc avec/.

3" Il résulte de là que le groupe dérivé de l'échelle de substitutions suivante :

1, c^m, a, b est résoluble. D'ailleurs ce groupe est identique à celui dérivé

de I , fl, b, c. En effet, d'une part, la substitution c^m dérive de la combi-

naison des substitutions a, b, c; d'autre part, c dérive de la combinaison

de c^m, a, b. En effet, soit jSy^i (mod. il), on aura

(cïm)?:= c?"m = cm', d'où c = (cï/n)?/n'-%

m' étant une substitution dérivée de i, a, b. Chacun des deux groupes con-

tient donc toutes les substitutions d'où l'autre est dérivé.
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Adjoignons maintenant au groupe partiel (1,0"^ m, a, h) une nouvelle

substitution d. Supposons, pour fixer les idées, que cette adjonction intro-

duise de nouvelles substitutions de la forme ^. Soit d'^n l'une d'elles, n étant

une substitution dérivée de c^m, a, b.

On démontrera exactement comme tout à l'heure :

i^ Qu'aucune des substitutions introduites avec d, à l'exception de celles

qui dérivent de la combinaison de c^m et de d^n, ne fera partie du faisceau J';

2" Que toutes les substitutions (i, c^m, a, b, c) sont permutables au fais-

ceau dérivé de c^'m eid^n;

3** Que les substitutions i, c^m, d^n, a, b forment l'échelle d'un groupe

résoluble identique au groupe (1 , a, b, c, d).

Continuant ainsi, on voit qu'on pourra modifier l'échelle génératrice du

groupe. L de manière à faire passer en avant toutes les substitutions de =^ à

mesure qu'elles seront introduites. Le théorème est donc démontré.

527. Théorème VII. — Soient L, L,,*-- des groupes résolubles, et tels, que

les substitutions de chacun d'eux soient permutables aux groupes suivants :

le groupe (L, L,,...), déri^>é de leur combinaison, sera résoluble.

Il suffit évidemment d'établir le théorème pour le cas de deux groupes,

L, L,. Soient i, a, b,... et i, «,, 6,,... les échelles de substitutions géné-

ratrices des deux groupes L, L,. Les substitutions de L étant évidemment

permutables au groupe L, et l'étant au groupe L,, par hypothèse, seront

permutables au faisceau ^ formé par les substitutions communes à ces deux

groupes. On pourra donc supposer l'échelle i, a, b,... construite de telle

sorte que les substitutions de ^ soient les premières introduites. Supposons,

pour fixer les idées, que # soit dérivé des substitutions i, a. Les substitu-

tions I, <2<, bf,.,., b,... forment une échelle dont (L, L^) est dérivé, et qui

satisfait évidemment aux conditions du Théorème IV.

528. Théorème VIII. — Soient L un groupe résoluble; J^un groupe con-

tenu dans L et permutable à toutes ses substitutions {ce peut être L lui-même) ;

'7 un faisceau contenu dans le groupe 4^ et ne renfermant qu une partie de ses

substitutions, et qui, de plus, soit permutable à toutes les substitutions de L :

on pourra déterminer un faisceau Ç jouissant des propriétés suivantes : i
^ il

contient toutes les substitutiojis de i, jointes à d^autres substitutions; 1° il est

^contenu dans ^\ 3*^ il est permutable à toutes les substitutions de L; [f deux

quelconques de ses substitutions g et g' satisfont à une relation de la forme

gg' --^ g'gf f désignant une substitution dufaisceau ^.
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Nous exprimerons d'une manière abrégée cette dernière propriété, en

disant que les substitutions g et g' sont échangeables, aux substitutions ^

prés.

Démonstration. — D'après le théorème précédent, nous pouvons former

réchelle i, a, 6, c, J, e, . . ., génératrice de L, de telle sorte que les pre-

mières substitutions introduites soient celles du groupe i^^ et, parmi ces

dernières, celles du faisceau ^. Supposons donc, pour fixer les idées, que le

faisceau .f soit dérivé des trois premières substitutions de la série, i , a, 6; le

groupe 4^ contenant par hypothèse des substitutions qui ne font pas partie

de ^, la substitution suivante c fera partie de ce groupe.

Adjoignons maintenant à i , a, i la suite des substitutions c, r/, c, .., et

formons la série des groupes partiels successifs

(i,rt, 6, c), {i,a, 6, c, rf), {\, a, b,c,d, e),

529. Nous établirons d'abord la proposition suivante :

Si dans l'un de ces groupes partiels
y

{i , a, 6, c, rf) = H par exemple, on

peut déterminer un faisceau Y jouissant des propriétés suivantes : i° de conte-

nir toutes les substitutions de s, jointes à d'autres substitutions ;
2° d'être con-

tenu dans )^; 3** d'être permutable à toutes les substitutions du groupe par-

tiel H ;
4** d'avoir toutes ses substitutions échangeables entre elles aux 3 près, on

pourra déterminer, dans le groupe partiel suivant, (i, a, b, c, d, e) = J, un

faisceau Y
,
jouissant, par rapport à ce nouveau groupe, des m.êmes propriétés, et

l'on pourra s'élever ainsi progressivement d'un groupe partiel à l'autre, jusqu'à

ce qu'on ait reproduit le groupe L et lefaisceau correspondant (^, dont l'exis-

tence se trouvera ainsi démontrée.

Si le faisceau r correspondant au groupe partiel H peut être choisi de di-

verses manières, tout en satisfaisant aux quatre conditions fondamentales,

nous choisirons pour notre démonstration une des manières pour lesquelles

le nombre de ses substitutions est minimum.

Adjoignons la substitution suivante e; supposons-la non permutable à Y;

car, si elle l'était, la proposition serait immédiatement démontrée pour le

groupe I. Soient Y' le faisceau transformé de Y pare; Y" le faisceau transformé

de r', etc. La série de ces faisceaux sera nécessairement limitée, car soit e^

la première puissance de e qui appartienne à H; elle sera, par hypothèse,

permutable à Y. Donc r«*)= r.

Cela posé : i" le faisceau F, dérivé de l'ensemble des substitutions T,

5o
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r',..., r^i^-'^ contient toutes les substitutions ^, jointes à d'autres suhslilu-

tions : cela est évident, puisqu'il contient toutes les substitutions de T.

2" Il est contenu dans le groupe »^ , car les substitutions F sont com-

prises dans ce groupe, et leurs transformées T', T",... par les subslilulions e,

e*,..., permutables à 41 , y seront également comprises.

3** Il est permutable aux substitutions de I. En effet Y est permutable aux

substitutions de H; Y', transformé de Y par e, le sera à celles du groupe

transformé de H par e : mais ce groupe transformé est identique au groupe

H : donc Y' et de même r',... seront permutables aux substitutions de H.

D'ailleurs e transforme Y en T', Y' en Y",.... Le faisceau T, est donc permu-

table à toutes les substitutions de I.

4** Enfin les substitutions de F, sont échangeables entre elles, aux fprès.

En effet, soient, en premier lieu, deux substitutions 7', §', appartenant à

un même faisceau partiel, F' par exemple. Posons

y'd' = â'y'cp,

9 étant une substitution inconnue à déterminer : cette équation, trans-

formée par e^~* , donnera

Les deux substitutions e*~^Ye^-*, e^'^â'e^-* font partie du faisceau F : elles

sont donc échangeables entre elles, aux ^ près; e*~^<pe^-* fera donc partie du

faisceau ^. Sa transformée 9 par e'"^, qui est permutable à ^, fera égale-

ment partie de ce faisceau.

Soient maintenant deux substitutions y, y' appartenant à des faisceaux

partiels différents F et F'. La substitution 7' faisant partie du groupe H
sera permutable au faisceau F. On a donc

d^ étant une substitution de F. On en déduit

Or la substitution 7"' fait partie du groupe H, dont les substitutions sont

permutables au faisceau F'. La transformée de 7' par 7"', y'ây~\ fera donc

partie de ce faisceau, et, comme 7' en fait partie de son côté, ây~* en fera

partie également. D'ailleurs c? et 7 font partie du faisceau F. La substitu-

tion (^/"' sera donc commune aux deux faisceaux F et F'.
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Mais les substitiUions communes à ces deux faisceaux ne sont autres que

les ^. En effet, d'une part, les substitutions de ^ faisant partie de r et la

substitution e les transformant les unes dans les autres, elles feront toutes

partie de T'. D'autre part, r et T' n'ont aucune autre substitution com-

mune; car ces substitutions communes, faisant partie de r, seraient évi-

demment échangeables entre elles, aux i près, et seraient toutes contenues

dans ^ : elles formeraient un faisceau A contenant toutes les substitutions

de J, jointes à d'autres substitutions; enfin A serait permutable à toutes

les substitutions de H, car chacune de ces dernières substitutions, étant per-

mutable à la fois à r et à T', transformerait les substitutions de A, communes

à ces deux groupes, en substitutions également communes à ces deux

groupes, et qui, par suite, reproduiraient, à l'ordre près, celles de A. Le fais-

ceau A, qui contient moins de substitutions que F, jouirait donc des mêmes

propriétés fondamentales, ce qui est contraire à notre point de départ.

On aura donc

ôy-'=/ ou o=f^/, d'où -//=y'/y = /•//;

/,/, désignant des substitutions convenablement choisies dans le faisceau É.

530. Cela posé,, le premier groupe partiel (i, a, 6, c) contient toutes les

substitutions de S, jointes à c : il est contenu dans 41; il est permutable à ses

propres substitutions; enfin celles-ci sont échangeables entre elles, aux ^

près. Car ses substitutions sont toutes de la forme c^/, où /désigne une des

substitutions de #; et c étant permutable aux ^, si Ton pose en général

la substitution

se réduit a une substitution de i.

Le faisceau Y correspondant à ce groupe partiel sera donc ce groupe lui-

même : en s'élevant ensuite de proche en proche par la méthode que nous

venons d'exposer, on démontrera le théorème.

531. Théorème IX. — Pour quun groupe L soit résoluble^ il faut et il

suffit qu on puisse former une suite de groupes i, F, G, H,..., h se terminant

parL, et jouissant des propriétés suivantes : 1° chacun de ces groupes est con-

tenu dans le suivant, et permutable aux substitutions de L; 2° deux quelcon-

ques de ses substitutions sont échangeables entre elles j aux substitutions prés du

groupe précédent.

5o.
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Supposons en effet que L soit résoluble. Posons, dans le théorème précé-

dent, ^= L, et prenons pour le faisceau ^ la substitution unique i. Nous

en conclurons l'existence d'un faisceau plus général F, également permu-

table aux substitutions de L, et dont les substitutions sont échangeables

entre elles. Prenons ensuite ^ = F, nous conclurons de même l'existence

d'un faisceau plus général G, contenu dans L et permutable à ses sub-

slitutions, et dont les substitutions soient échangeables entre elles, aux

F près; etc.

Réciproquement, supposons que le groupe L remplisse les conditions in-

diquées au théorème. Soient a une substitution d'ordre premier, choisie

arbitrairement dans F; b une substitution de F, autre que les puissances

de a, et telle, que h première de ses puissances qui se réduise à une puis-

sance de a soit de degré premier; c une substitution de F, non contenue

dans le groupe (a, b), et telle, que la première de ses puissances qui fasse

partie de ce groupe soit de degré premier, etc. Soient de même a, une sub-

stitution de G, non contenue dans F, et telle, que la première de ses puis-

sances qui fasse partie de ce groupe soit de degré premier; etc. Il est clair

que l'échelle des substitutions i, a, b, c,..., «,,... satisfait aux conditions

du Théorème IV. Donc L, qui en dérive, est résoluble.

532. Supposons que nous ayons formé, pour un degré donné, le tableau

de tous les groupes résolubles et transitifs les plus généraux. Chacun d'eux

caractérisera un type distinct d'équations irréductibles résolubles par radi-

caux. Les groupes résolubles et transitifs, non généraux, caractériseront

des types d'équations plus spéciaux, et contenus dans les précédents comme
cas particuliers. Soient en effet L un groupe résoluble, transitif et général;

A un groupe résoluble et transitif contenu dans L. Si une équation a pour

groupe A, toute fonction de ses racines invariable par les substitutions

de A, et a fortiori toute fonction invariable par les substitutions de L, sera

exprimable rationnellement. L'équation proposée satisfera donc à toutes les

conditions qui caractérisent les équations dont le groupe est L. Pour que

son groupe se réduise à A, elle devra satisfaire en outre à d'autres condi-

tions accessoires, étrangères à la question de résolubilité par radicaux.

En cherchant à déterminer les divers types généraux d'équations solu-

bles par radicaux, nous sommes donc conduits au problème suivant :

Problème A. — Construire explicitement pour chaque degré donné les di-

vers groupes résolubles^ transitifs et généraux.
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Ce problème se lie étroilement aux deux suivants :

Problème B. — Construire les groupes résolubles el primaires les plus géné-

raux, contenus dans le groupe linéaire.

Probtè^ie C. — Construire les groupes résolubles et primaires les plus géné-

raux, contenus dans les groupes abélien ou hypoabéliens.

Nous verrons en effet que la solution de chacun de ces trois problèmes

pour un. degré quelconque, lorsqu'elle ne s'obtient pas immédiatement, dé-

pend directement de la solution des mêmes problèmes pour des nombres

beaucoup moindres. La méthode que nous établirons pour cet objet donne

en même temps la solution des autres questions suivantes :

I
* Déterminer les ordres respectifs des groupes obtenus;

2** Les énumérer;

3° Les répartir en classes, genres, ordres, etc.

Cette méthode est essentiellement fondée sur le théorème IX. Nous nous

élèverons progressivement à la connaissance des groupes cherchés en con-

struisant successivement les faisceaux F, G, H, Cette marche présente

les avantages suivants : d'une part, les propriétés particulières à chacun de

ces faisceaux facilitent sa détermination; d'autre part, les substitutions de L

étant assujetties à la condition d'être permutables à chacun de ces fais-

ceaux, le champ des recherches se limitera de plus en plus à chaque pas

fait vers la solution. Celte simplification n'aurait pas lieu, si l'on prenait

pour point de départ le théorème ÏV, ainsi que le faisait Galois.
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CHAPITRE IL

RÉDUCTION DU PROBLÈxME A.

§ I. — Groupes primitifs.

533. Soit L un groupe résoluble et primitif. Nous avons vu qu'on peut y

déterminer un faisceau F formé de substitutions échangeables entre elles, et

•permutable aux substitutions de L (531). Si cette détermination peut se

faire de plusieurs manières, nous choisirons une de celles pour lesquelles

l'ordre de F est minimum.

F contient des substitutions d'ordre premier (30). Soient A l'une d'elles;

p son ordre; A, B,... ses transformées par les substitutions de L. Le

groupe (A, B,...), contenu dans F, a ses substitutions échangeables entre

elles; il est évidemment permutable aux substitutions de L. H se confond

donc avec F; sans quoi l'ordre de F ne serait pas le minimum supposé.

L étant primitif, F sera transitif (53). En outre, ses substitutions sont

toutes d'ordre p (la substitution i exceptée). Car soit A"BP,... l'une d'elles :

on aura

(A»B^..)''= A»/'BPa'... =i.

L'ordre de F est donc une puissance de/?, telle que/>" (4-0).

Enfin chacune de ses substitutions, l'unité exceptée, déplace toutes les

racines : car si l'une d'elles. S, laisse immobile la racine a, soient b une

autre racine quelconque, T une substitution de F qui remplace a par b; la

substitution T"' ST = S laissera b immobile. Donc S, laissant immobile une

quelconque des racines, se réduit à l'unité.
,

Le degré de l'équation sera/)". Car F, étant transitif, contiendra au moins

une substitution qui permette de remplacer une racine a par une autre ra-

cine quelconque, b : mais il n'en contient qu'une; car s'il en contenait

deux T et U, il contiendrait TU"', qui laisse a immobile, sans se réduire à

l'unité, ce qui n'est pas possible. Le nombre des racines est donc précisé-

ment égal au nombre p" des substitutions de F.

Gela posé, les substitutions de F pourront (407-408) se mettre sous la
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forme

\
X, y,. . . ^ -I- a, j -+- p, . . .

I
;

et celles de L, étant permutables à F, résulteront (119) de la combinaison

de F avec des substitutions de la forme linéaire

\
X, y,. . . ax + bj--h . . ., a'x -+- b'jr -f- ...... . |.

Enfin le groupe partiel formé par ces dernières substitutions sera pri-

maire, par définition.

§ II. — Groupes non primitifs.

534. Soit L un groupe résoluble, transitif et général, mais non primitif.

S'il existe plusieurs manières de répartir les racines en systèmes tels, que

chaque substitution de L remplace les racines de chaque système par celles

d'un même système, nous choisirons parmi ces modes de répartition un de

ceux où le nombre q des systèmes est minimum : soit r le nombre de ra-

cines de chacun d'eux.

Les racines pourront être distinguées les unes des autres par deux in-

dices u et V, l'indice u, variable de o à ^ — i, caractérisant les divers sys-

tèmes; tandis que l'indice t', variable deo à r — i, servira à distinguer entre

elles les racines d'un même système.

Chacune des substitutions de L sera de la forme

1° Écrivons, en regard de chacune de ces substitutions, la suivante

•k= j u 9(m)
I

entre q lettres auxiliaires caractérisées par un seul indice u variable de o à

q — i, de telle sorte que chaque lettre corresponde à l'un des systèmes de

racines du groupe L. Le groupe A formé par les substitutions >, étant évi-

demment isomorphe à L, sera résoluble (525). Il sera en outre transitif; car

les substitutions de L, permutant transitivement toutes les racines, devront

afortiori permuter transitivement les systèmes. Enfin, il sera primitif; en

effet, s'il ne l'était pas, on pourrait, en remplaçant l'indice unique // par

deux indices u^ et u^ convenablement choisis, mettre toutes les substitutions

de A sous la forme

I
w,, «, ?.{«,), ©î(m., a,) 1,
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et par suite les substitutions de L sous la forme

I

M,, u., V 9,(Mi), 9i(m,, Kl), '^^iu^, ih, v) |;

d'oïl l'on voit qu'en réunissant ensemble toutes les racines pour lesquelles

l'indice a, est le même, on aurait, contrairement à notre supposition, une

ré|)artilion en systèmes dont le nombre serait inférieur à q.

a" Le groupe A étant primitif, il résulte du § 1 : 1° que ^ est une puis-

sance//' d'un nombre premier /?; 2° (ju'on peut remplacer l'indice unique a

par n indices x, y,..., variant cbacun de o à /? — i , et clioisis de telle sorte

que les substitutions de A soient toutes de la forme linéaire

\
X, y,. . . ax -\- bf -h . . . -h a, a'x 4- b'y -t-...-i-[3,... |;

en outre, ce groupe A contiendra toutes les substitutions du faisceau

\
X, J'y... x + a, y-h^,... \.

Supposons, pour fixer les idées, que n se réduise à 2. Les substitutions

de L prendront la forme

I
X, y, V ax -\- by -h a, a'x + b'y -+- (3, (ç>{x, y, (^) |,

3° Considérons en particulier parmi ces substitutions celles de la forme

I

X, y, V x-hcx, y-h^, o{x, y, v) \.

Elles forment évidemment un groupe E auquel toutes les autres sont per-

mutables. On pourra donc les faire passer en avant lorsque l'on construira

l'écbelle génératrice de L (526).

4^ Considérons plus spécialement encore les substitutions, s'il en existe,

qui ne déplacent pas les systèmes : elles sont de la forme

I

X, y, V X, y, o{x, y, v) |,

et sont comprises parmi les E. Elles forment évidemment un groupe F au-

quel toutes les autres sont permutables. On pourra doue les faire passer en

avant de toutes les autres.

535. Proposition I. — S'il existe des substitutions ¥ qui ne déplacentpas

les systèmes, soit f Vune d'elles, qui s'obtienne en exécutant simultanément

certains déplacements f^, /,,••• dans V intérieur des divers systèmes S^, S,, . .

.
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entre les racines qui les composent. Chacune des substitutions partiellesf^, fi , . . .

,

considérée isolément, devrafaire partie de F.

En effet, soit/'= /o/'i... une autre substitution de F; les déplacements

que la substitution//*' fait éprouver aux racines des systèmes So, S,,... se-

ront respectivement /o/'o./i/'j, Le groupe F, contenu dans L, étant ré-

soluble, chacun des groupes partiels (/o^/o»».-)» (/l'/'i»---)»-*- <l"i ^"*

sont isomorphes, sera résoluble {hio)\ d'ailleurs ces groupes, déplaçant cha-

cun de son côté des racines différentes, sont échangeables entre eux : le

groupe '^ = f/o'/o»--*»/«'/i»"-)' d^J'ivé de leur combinaison, est donc ré-

soluble (527).

Toutes les substitutions de L sont permutables a ^ comme elles le sont à F.

Soit en effet / une de ces substitutions : la transformée de / par /,

/"'//= /"'/,/./"'/,/..., doit faire partie du groupe F. Donc les déplace-

ments qu'elle fait subir aux racines dans chacun des divers systèmes font

partie du groupe ê. Or les déplacements relatifs aux systèmes auxquels /

fait succéder Sq, S,,... sont respectivement /~*yj,/, /"'/,/,.... Chacune de

ces substitutions fait donc partie du groupe ^.

Le groupe dérivé de la combinaison de S avec les substitutions de L sera

donc résoluble. Il serait d'ailleurs, contre l'hypothèse, plus général que L, si

toutes les substitutions ^ n'étaient pas comprises dans L, et par suite dans F.

La proposition est donc démontrée.

536. Adjoignons maintenant successivement aux substitutions de F les

autres substitutions du groupe, en commençant par celles dont E est dérivé.

La première sera de la forme

A =
I

:r, j, f x-^i, y-y 9(ar, y\ v) |.

On peut simplifier cette forme. En effet, les diverses valeurs de l'indice v

peuvent être réparties d'une manière entièrement arbitraire entre les racines

de chaque système. On peut donc admettre : i° qu'on laisse cette réparti-

tion arbitraire dans tous ceux des systèmes pour lesquels le premier indice x
est égal à zéro; 2° qu'on donne à chaque racine du système caractérisé par

les indices i, y, le même indice (^ qu'à celle des racines du système carac-

térisé par les indices o, j^, à laquelle A la fait succéder; 3° qu'on donne de

même à chaque racine du système 2, y, le même indice qu'à celle du sys-

tème I, j, à laquelle A la fait succéder, etc., jusqu'au système/? — i, j. La

fonction ç(a7, j, v) se réduira donc à ^, quel que soit j, pour toutes les va-

. 5i
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leurs àe X a l'exception de/? — i, auquel cas elle sera égale à une fonction

de jet V, telle que ^{y^ v).

Cela posé, A est le produit de deux autres substitutions

A, =
I

:v, r, V ^, j, 9(a:, j, c) |, x= \
X, y, V x -hi, y, i>

j,

dont la première A, fuit partie du groupe F. En effet,

A''=
I

X, y, V X, y, ^{y, v)
|

fait partie de F : les déplacements qu'elle fait subir aux racines des sys-

tèmes dont le premier indice x est/? — i, considérées isolément, feront

partie de F (Proposition I); or A, représente précisément l'ensemble de ces

déplacements.

Les substitutions du groupe à cette période de l'opération s'obtiendront

donc en combinant F avec x.

537. Introduisons la substitution suivante

B=\x,y,v X, y-h\, (^,{x, y, v) \.

•

Nous avons laissé arbitraire la valeur à assigner à l'indice v pour chacune

des racines des systèmes pour lesquels le premier indice œ est nul : laissons

encore ce choix arbitraire dans le système pour lequel x = o, y = o; mais

donnons à chaque racine du système caractérisé par les indices o, i, le

même indice v qu'à celle du système o, o, à laquelle B la fait succéder : don-

nons de même à chaque racine du système caractérisé par les indices o, a, le

même indice v qu'à celle du système o, i, à laquelle B la fait succéder, etc.

La fonction (p^{x, y, v) se trouvera réduite à v lorsque x = o pour toutes

les valeurs de y, excepté \)ouv y =p — i, auquel cas elle se réduira à une

fonction de v, telle que <|>, {v).

Gela posé, B sera le produit : i" d'une substitution 64 qui laisse toutes

les racines immobiles, à l'exception de celles (o, p — i, ^), dont les deux

premiers indices sont o et p — i, qu'elle remplacera respectivement par

(o, /> •- I» 4'* [^])î 2" d'une substitution

B'=
I

X, y, V, X, y-^ i, c^\[x, y, v)
|,

la fonction ©', se réduisant à v pour x =. o, quels que soient y et v.

On voit aisément que B, n'est autre chose que l'ensemble des déplace-

ments que la substitution B'', qui fait partie du groupe F, fait éprouver aux
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racines dont les deux premiers indices sont o et/? — i ; donc B, fait partie

de F (Proposition I). On obtiendra donc le même résultat en adjoignant au

groupe (F, cl>) la substitution B, ou la substitution simplifiée B'=B7'B.

Cette dernière substitution devra, de même que B, être permutable au

groupe (F, x), ce qui permettra de déterminer la fonction o\{œt y^ v) pour

les valeurs de ar autres que zéro.

Soit, en effet, donnée la condition

B'-' J»e B'= .A.«/( * ) ou X B'/-' ^ B'cl>%

en désignant par/ l'une des substitutions de F. Soit

/"=
I
^, r» V X, y-y x(^» r. f) h

on aura

WX''=
\
X, Xy V a: -f- a, j + i, <p',(j;, j, v) |.

Pour que ces deux substitutions soient identiques, on devra avoir d*un

côté a = I , et de l'autre

Cette équation peut servir à déterminer de proche en proche la valeur de la

fonction <p'j pour œ =^ p — i, p — 2,..., en partant de sa valeur initiale

pour X = o.

Pour X = p — i, on aura

?'.(/' — ^r» v)= x[oy x^i, ?',(o, j,- f)] = x{o, j-Hi, f).

B' remplacera ainsi en général la racine (/>— 1 , j, f) par la racine

{p — 1, y -hiy )(^[o, y-hi, t'J). Soit B', une substitution qui laisse toutes

les racines immobiles, sauf celles (/? — i, jh- i, t'), dont le premier indice

est p — i, et qui remplace celles-ci respectivement par

(p — ', r+ i, x[o, y + i, v]).

Posons B'=B"B'j, B" étant une nouvelle substitution: la substitution

B"= B'Bi~* sera de la forme

(*) tV étant permutable à F, toutes les substitutions du groupe (F, &V,) sont de la forme ti."/.

5i.
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la fonction 9', se réduisant à v pour x = o eix =p — 1, quels que soient j,

Cela posé, la substitution B', fait partie du groupe F. En effet, i étant

permutable à F, la transformée

.%-\f-\%> =\x—i, y, V ^ — I, j, xi^, r, c^
I

=
I
^, r, V X, y, fXx + \,y,v)\

de/"' par «^i- fera elle-même partie du groupe F. Les déplacements qu'elle

fait subir aux racines des systèmes dont le premier indice est/) — i, consi-

dérées isolément, font partie de F (Proposition I). Mais l'ensemble de ces

déplacements est précisément B'^.

On obtiendra donc le même résultat en adjoignant au groupe (F, ci) la

substitution B', ou la substitution simplifiée B".

On voit exactement de même que l'on peut poser B"= B"'B"j, B'" étant une

substitution de la forme

I

X, y, V X, y-^ i, 97(r, j, v)
|,

dans laquelle la fonction '/" se réduit à v toutes les fois que a; = o ou = p — i

ou =p — 2; el B\ étant une substitution de F.

On obtiendra encore le même résultat en adjoignant au groupe (F, x) la

substitution B" ou la substitution simplifiée B'".

En poursuivant ainsi, on arrivera à une dernière substitution Kl), où la

fonction 9 se réduit à ç^ pour toutes les valeurs de œ. Le groupe dérivé de

la combinaison de F, JU, xih sera encore le même que celui dérivé de la com-

binaison de F, X, B.

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Proposition II. — Les substitutions de E résultent de la combinaison de F

«rec les substitutions de la forme

X"i)l)^=
I

X, y, v X -h ce, y-\- ^, V \.

538. Soit maintenant

H =
j
X, y, V ax -\- by -h è, a'x + b'y -+- è', ^ {x, y, v)

\

l'une quelconque des substitutions du groupe L; elle doit être permutable

à E. On aura donc, entre autres relations, la suivante :

H-M,H= une subslilulion de E, telle que fX'^\i\/,
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OU, en remarquant que H est permutable au groupe partiel F,

AH = H/.l.« mV= /' h .1,* Dî,?,

/'=
\

37, j, V X, y, x'{x, y, v)
I

étant une substitution de F. Or on a

A,R=
I
X, r, V a{x-i- i) -+- 6j-t- ^, a'(x-*- 1)4- 6y4-ô', ^{^(j: + i, j, f)

|,

/'H.-Vift,^=
I

X, j, c rta; H- 6j -f- 3 + a, a'x 4- 6'j-f- ô'-t- P, ^[x, r, y'{x, j, f)] |.

Pour que ces deux subsliiutions soient identiques, on aura, entre autres

équations de condition, celle-ci ;

^{x -h I, X, v)=z-^[x, X, -/(x, Xy *')]•

On trouverait de même

d>{x, j-t- 1, f) = ^[^y X' 7/'(^' r> *')]•

/"=
\ Xt y, V X, j, y^'{x, y, v)

\
étant une substitution de F.

Ces équations de condition permettent de déterminer de procbe en pro-

cbe les valeurs de la fonction t^{x, y, v), lorsqu'on connaît sa valeur initiale

pour X = o, y = o.

On aura ainsi, en posant x = o, y = o,

4^(1, o, v)=^[o, o, y'{o, o, v)].

D'où l'on voit que la substitution H est le produit de deux autres :

La première, G, laissant toutes les racines immobiles, sauf celles de la

forme (i, o, v), qu'elle remplace respectivement par (i, o, /'[o, o, pj);

La seconde

H'=
j

.r, X, V ax -^ bx-\- 0, a'x -i- b'x -h 0', ^'{x,x, v) |,

où la fonction ^'{x, y, v) est égale à ^{x, j, v) pour toutes les valeurs de x,

y, v, excepté pour x = i, y = o, auquel cas on a

4''(l, o, l>)=: 'li(o, o, t') = di'(o, o, V].

D'ailleurs G fait partie du groupe F. Car la transformée de/' par x,

X,-'f'cX, = \
^ H- I, r, V ^ + I, j, yjix, X, f) |.

en fait partie; les déplacements qu'elle fait subir aux racines du système i , o.
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considérés isolément, en feront partie (Proposition I) : or ce système de

déplacements est précisément G.

On démontrera de même que la substitution H' est le produit de deux au-

tres, dont l'une, G', fait partie de F, tandis que l'autre. H", est égale à

\
X, y, V ax + by + ô, a'x + b'y + ô', 4^"(^, y, v)

|,

la fonction <j>" satisfaisant à la condition

y'(2, o, o, t;)= (|;"(i, o, o, c^)i= (|>"(o, o, o, c^);

et, continuant ainsi, on arrivera enfin à décomposer H en une série de sub-

stitulionsG, G',..., H,, faisant toutes partie de F, à l'exception de la dernière,

H, =
I
^, y, V ax ^ by ->r è, a'x -\- b'y -+- ô', ij^ifj, v)

\,

où la fonction v{>, reste la même pour toutes les valeurs de x.

On décomposera de même H, en substitutions G^ G'j,...,H2, faisant toutes

partie de F, excepté la dernière, qui sera de la forme

Yi2z=\ X, y, V ax -^ by -^ d, a'x + b'y -+- ô', ^2{v) |.

Cette dernière substitution se décompose elle-même en deux autres, échan-

geables entre elles

1=
\
X, y, V X, y, ^,{v)

\,

J =
\
X, y, V ax -h by -\- è, a'x -+- b'y +- è, c |.

Nous obtenons donc le résultat suivant :

Proposition III. — Les substitutions du groupe L s'obtiennent toutes par

la combinaison des substitutions de F avec des substitutions telles que IJ, l' J', . . . :

J, J', . . . étant des substitutions qui permutent les systèmes entre eux, en rem-

plaçant les unes par les autres les racines affectées du même indice v\ I, I',...

étant au contraire des substitutions qui laissent les systèmes immobiles, en per-

mutant entre elles, simultanément et de la même manière, les racines corres-

pondantes de chacun d'eux.

539. i" Soient IJ et l'J' deux substitutions de la forme ci-dessus contenues

dans le groupe L, IJ.I' J' leur produit. Les déplacements d'ensemble que cette

dernière substitution fait subir aux systèmes seront évidemment représentés

par JJ', et les déplacements des racines dans l'intérieur des systèmes le se-

ront par IF; d'ailleurs le groupe dérivé de IJ, FF,... étant contenu dans L.
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est résoluble : chacun des deux groupes (I, 1',...), (J, J',...) isomorphes à

celui-là, le sera donc également (525).

1° Les deux groupes (I, 1',...), (J, J',...) ont leurs substitutions respecti-

vement échangeables entre elles : le groupe (I, I',..., J, J',..), résultant de

leur combinaison, sera donc résoluble (527).

'5° Enfin toutes les substitutions I, I',..., J, J',... sont permutables à F.

Les substitutions IJ, l'J' l'étant, il suffira, pour établir cette proposition, de

montrer que J, J',..., ou, ce qui revient au même, J"', J'~',... le sont.

Or chaque substitution de F résulte de la combinaison de substitutions

partielles /o, /,,... déplaçant chacune les racines d'un seul système. Ces sub-

stitutions partielles, considérées isolément, font elles-mêmes partie du fais-

ceau F (Proposition I).Si nous prouvons que la transformée de chacune d'elles

par J
"' en fait également partie, J~' sera évidemment permutable à ce groupe.

Soit donc /une substitution qui laisse toutes les racines immobiles,

excepté les racines (/x, v, v) du système caractérisé par les indices /:;,, v,

qu'elle remplace respectivement par (/a, v, ^[t']); sa transformée par J~'

laisse toutes les racines immobiles, à l'exception des suivantes :

(aa-h by -h d, a'u -h b'v -\- è', f),

qu'elle remplace respectivement par {a^ -+- bj -h c?, a'ii.-\- b'y r^ &', (plv]);

et l'on voit aisément que cette substitution est identique à la transformée

de/par

laquelle fait partie de F.

4° Les observations précédentes montrent que le groupe dérivé des sub-

stitutions F, I, r,..., J, J',... est résoluble (527) : il contient toutes les sub-

stitutions de L; et comme nous admettons qu'il ne peut être plus général,

il devra se confondre avec L.

Mais les substitutions de L qui ne déplacent pas les systèmes sont les F;

dans le groupe (F, I, I',..., J, J',...), ce sont les F combinées aux I, I',....

Pour que les deux grov^pes soient identiques, il faut donc que les substitu-

tions I, r,... rentrent toutes dans F.

Nous obtenons donc la proposition suivante :

Proposition IV. — Toutes les substitutions de L résultent de la combi-

naison des substitutions F, J, J',

540. Soit A le groupe formé par les substitutions J, J' : ces substitutions

permutent les systèmes entre eux, en remplaçant les unes par les autres les
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racines correspondantes; elles forment entre ces systèmes, considérés cha-

cun comme un tout d'une seule pièce, un groupe résoluble et primitif

(534).

Le groupe F est dérivé de substitutions qui ne déplacent chacune que les

racines d'un seul système. Soient respectivement Tq, F,,... les groupes

formés en réunissant celles de ces substitutions qui déplacent les racines du

premier système, du second, etc.; F résultera de la combinaison de ces

groupes partiels, qui seront tous résolubles (521).

Les groupes Fo, F,,... sont les transformés d'un seul d'entre eux, tel

que Fo, par les substitutions ^i,"d\>^. En effet, ces substitutions permutent

transitivement les systèmes. Soit S celle de ces substitutions qui fait suc-

céder le premier système au second, par exemple. Il est clair que la trans-

formée par S d'une substitution quelconque de F,, appartiendra à F, , et que,

réciproquement, toute substitution dont la transformée appartient à F, ap-

partient elle-même à Fq : donc S transforme F^, en F,. Le groupe L est donc

dérivé des seules substitutions A et F^.

541. Soient réciproquement A et Fo deux groupes résolubles quelconques

formés comme ci-dessus : le groupe résultant de leur combinaison sera résoluble.

En effet, les premières substitutions de A, telles que ^i.^'iil,^ tra-osformeront

respectivement Fo en une suite de groupes analogues, Fq, F,,... dépla-

çant respectivement les racines de chacun des systèmes. Ces groupes dépla-

çant des lettres différentes, leurs substitutions seront mutuellement échan-

geables : ils formeront donc, par leur réunion, un groupe résoluble, F,

auquel les substitutions <Jt'*^Dl)^ seront évidemment permutables. Les autres

substitutions de A le seront également (539). Le groupe L, dérivé de F et

de A, ou, ce qui revient au même, de F» et de A, sera donc résoluble.

Pour que L soit aussi général que possible, il faudra évidemment que les

deux groupes A et Fo aient été, chacun de son côté, choisis aussi généraux

que possible. Enfin, le groupe T^ doit être transitif. Car si ses substitutions

ne permettaient de faire succéder à une racine d^Tnnée qu'une partie des

racines du premier système, ces substitutions combinées à celles de A ne

permettraient de lui faire succéder que ces mêmes racines et les racines cor-

respondantes des autres systèmes. Le groupe L ne serait donc pas transitif.

Remarque. — Si A et Fo contiennent respectivement (^ et substitutions,

F en contiendra évidemment 0^, et L en contiendra ÛO*, toutes de la forme

^7o 7( • •
. , où â, 7o« 7» •• • sont respectivement des substitutions arbitrairement

choisies dans les groupes A, Fq, F,,....
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542. En récapitulant ce qui précède, on obtient le théorème suivant :

TiJÉoRÈifE I. — Soient L un groupe résoluble transitif et général^ mais

non primitif, de degré M ; q le nombre des systèmes [dans celle des répartitions,

s'il en existe plusieurs, pour laquelle ce nombre est minimum ; r le nombre des

racines de chaque système. Le groupe L résultera de la combinaison de deux

groupes partieh f

i** Un groupe A dont les substitutions déplacent les systèmes d'un mouve-

ment d'ensemble, sans altérer l'ordre des racines dans chacun d'eux; les dé-

placements des q systèmesformant un groupe résoluble, primitifet général;

2° in groupe Fo laissant toutes les racines immobiles, sauf celles d'un seid

système, le premier par exemple, quil permute entre elles, et à l'égard des-

quelles il est résoluble, transitifet général.

Vordre de L sera iiO''; Q. etO étant les ordres de A et de To-

543. Si Yq n'est pas primitif, que q^ soit le nombre des systèmes, To = —

le nombre des racines de chacun d'eux, le groupe Yq peut à son tour se dé-

composer en deux autres A^ et Fqo. dont le premier permutera les q^ sys-

tèmes entre eux d'une manière primitive; l'autfe permutera entre elles les r^

racines d'un même système : si ce dernier n'est pas primitif, on pourra

poursuivre la réduction, etc.

On obtient ainsi le théorème suivant ;

Théorème II. — La détermination des groupes résolubles, généraux et

transitifs, mais non pnrmtifs, de degré M, relatifs à une décomposition quel-

conque du nombre M en facteurs successifs q, q^, qoo,..., se ramène à celle des

groupes primitifs A, Ao, Aoo,... de degrés q, q^, q^^,....

Remarque I. — Pour que cette détermination soit possible, il faut que

chacun des fadeurs^, qo,... soit une puissance de nombre premier (533).

Remarque II. — Soient respectivement ii, Qo, i^oo. • • • les ordres des

groupes A, Aq, Aoo.--.; celui du groupe non primitif formé au moyen de

ceux-là sera évidemment ÙÙ^Ù^*

j:i
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CHAPITRE m.

RÉDUCTION DU PROBLÈME B.

§ I. — Groupes décompo'sables.

544. Soit n:=lm : un groupe contenu dans le groupe linéaire de de-

gré p" sera dit décomposable, si l'on peut déterminer X systèmes de m fonc-

tions linéaires des indices, réelles et distinctes, et telles, que chaque sub-

stitution du groupe remplace les fonctions de chacun de ces systèmes par des

fonctions linéaires de celles d'un même système.

545. Soit L un groupe résoluble, primaire et général de degré p". Sup-

posons-le décomposable : s'il existe plusieurs manières d'y déterminer des

systèmes de fonctions jouissant de la propriété ci-dessus, nous choisirons,

pour y appliquer nos raisonneiTients, une de celles où le nombre X des sys-

tèmes est minimum (en restant > i).

Soient œ^, jo» •••;•••; ^r. /,»•••;••• les Im fonctions considérées. Nous les

prendrons pour indices indépendants, et, pour éviter toute confusion, nous

appellerons l'indice r, qui varie de o à X — i, suivant le système auquel ap-

partient la fonction considérée, Yindicateur de ce système.

Chaque substitution du groupe L, telle que

M =
I

. . . , a;,, Jr, , «r^f -i- f-fry\ + • • ', Cl,, x^ H- 6',. >-j 4- ....... |,

est le produit de deux autres :

^'
I

• • • > -^r» yr> } *f» / p> • • •
I»

P =
I

. . . , .Tr, /r, . . • . . , a,Xr "+- 6rJr + ••.,«',. .T^ -1" 6',. Jr H" ...,•• . |,

dont la première remplace les indices de chaque système par les indices

correspondants d'un autre système, et dont la seconde remplace les indices

de chaque système par des fonctions linéaires de ces mêmes indices.

546. Soient NPi NT',... les substitutions de L: les déplacements d'en-
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semble opérés sur les systèmes par les substitutions N, N',... forment. un

groupe A, évidemment isomorphe à L, et, par suite, résoluble.

à sera transitif: car, s'il ne Tétait pas, on pourrait grouper les systèmes

en classes, en réunissant ensemble ceux que les substitutions de A per-

mutent entre eux : cela posé, il est clair que les substitutions de L rem-

placeraient les indices appartenant aux systèmes d'une même classe par

des fonctions linéaires de ces mêmes indices; donc L ne serait pas pri-

maire (142).

A sera primitif: car, s*il ne l'était pas, on pourrait grouper les systèmes en

systèmes plus généraux, ou hypersysternes, tels, que chaque substitution de A

remplaçât les indices de chaque hypersystème par les indices d'un même
hypersystème. Les substitutions P, P',..., de leur côté, remplacent les in-

dices de chaque système par des fonctions linéaires d'indices appartenant

à ce même système, et, a fortiori, au même hypersystème. Les substitutions

NP, N'P',... remplaceraient donc les indices de chaque hypersystème par

des fonctions de ceux d'un même hypersystème. Le nombre des hypersys-

tèmes étant inférieur à X, X ne serait plus le minimum supposé (545^.

A étant primitif, le nombre X des systèmes sera une puissance exacte d'un

nombre premier tc (533;. Soit, par exemple, ). = rr-. Si l'on remplace l'in-

dicateur unique r par deux indicateurs |, •/-/ variant chacun de o à t: — i,

A résultera (533) de la combinaison :

I** D'un faisceau E dont les substitutions remplacent le système {Bri) par

1^ système (| -h a, yj -i- /5), a, p étant des entiers constants qui changent

d'une substitution à l'autre, et prennent chacun toute la suite des valeurs

o,...,7r — I (mod. n);

2^ D'un groupe H dont les substitutions, permutables a E, remplacent

en général le système (Itq) par le système (a| +- br,, a'B -h b'ri); a, h, a', h'

étant des entiers constants pour une même substitution.

Si l'on considère dans le groupe L les substitutions dans lesquelles les

déplacements des systèmes sont représentés par une des substitutions de E,

on voit qu'elles forment un faisceau C, auquel toutes les autres sont per-

mutables. Car, soient M = NP l'une d'elles. M, = N, P, une autre substitu-

tion de L : la substitution Mr'MM, opérera sur les systèmes le déplacement

N7*NN,. Mais N fait partie du faisceau E, auquel N, est permutable : donc

Nr*NN, appartient à E, et Mr'MM, à C. On pourra donc, en formant

l'échelle génératrice du groupe L, faire passer les substitutions de C en

avant des autres (526;.

Considérons plus spécialement encore les substitutions, s'il en existe,

52.
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(|ui ne déplacent pas les systèmes : elles forment un faisceau f, contenu

dans ^, et évidemment permutable à ses substitutions. On pourra les faire

passer en avant de toutes les autres.

547. Une substitution quelconque/, prise dans le faisceau ^, est évidem-

ment le produit de substitutions partielles /,,/,,..., n'altérant respective-

ment que les indices du premier système, ceux du second, etc.

Proposition I. — Soient
f^^ /,..., /^ /[ ... les diverses substitutions de 5;

^ contiendra chacune des substitutions partielles f^ , /^ ,...,/,, /^ , . . .

.

Les groupes (yô» fô »•••)' (/«'/i »•••)'••• évidemment isomorphes au

faisceau ^, sont résolubles (525). De plus, leurs substitutions, altérant des

indices différents, sont échangeables. Le groupe J' dérivé de leur combi-

naison est donc résoluble. Il est d'ailleurs permutable à toutes les substitu-

tions de L. Soient en effet / une de ces substitutions; /=yj,/, ... une sub-

stitution quelconque de #. La transformée

l-'fl = l-^fJ.l''fJ.-.

appartenant à ^, les substitutions partielles correspondantes appartien-

dront à ^'. Mais ces substitutions partielles seront respectivement Z"*/»/,

/"*/, /,— En effet, la substitution /„, par exemple, laissant tous les indices

inaltérés, sauf ceux du premier système, /"'/(,/ laissera tous les indices

inaltérés, sauf ceux du système auquel /fait succéder le premier. De même
pour les autres substitutions /"'/,/, Donc la transformée par / d'une

substitution quelconque de ^', telle que/,, appartient à S', ce qu'il fallait

démontrer.

Le groupe dérivé de la combinaison de ^' avec les substitutions de L sera

résoluble, d'après ce qui précède. Il serait d'ailleurs, contre l'hypothèse,

plus général que L, si toutes les substitutions de f n'étaient pas contenues

dans L, et par suite dans #.

548. Adjoignons successivement au faisceau ^les autres substitutions du

groupe, en commençant par celles de C. La première. A, remplacera les in-

dices du système (H/j) par des fonctions des indices du système (Ç-f- i,r,).

Il existe d'ailleurs dans le choix des indices un certain arbitraire dont on

peut profiter pour simplifier l'expression de cette substitution; car il est

clair qu'on peut prendre pour indices indépendants, à la place des indices

de chaque système, des fonctions linéaires quelconques de ces indices, sans
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altérer la propriété fondamentale du groupe L, qui consiste en ce que ses

substitutions font succéder aux indices de chaque système des fonctions des

indices d'un même système.

Laissons le choix des indices arbitraire dans les systèmes (ovj), dont le

premier indicateur est zéro. A remplace les indices x^r,* yor,.--. du sys-

tème ''oyj) par des fonctions des indices du système (iv;). Prenons ces fonc-

tions pour indices indépendants, et désignons-les par a?, y, y,^, A rem-

placera de même ces derniers indices par des fonctions des indices du

système (2vî), fonctions qu'on peut supposer être respectivement les in-

dices a?2^,y2r,. On continuera ainsi jusqu'au système {n — i, /j), dont A
remplacera les indices par des fonctions linéaires X^,, Yr,,... des indices du

système (o/;).

Cela posé, A sera le produit des deux substitutions

'^ ^^^
1 • • • » •3^;t.» .^';t. , •^î+l.r,, ^;+l.l» • • •

J»

dont la première fait partie de J. En effet, la substitution A", laissant les

systèmes immobiles, fait partie de j. Les altérations qu'elle fait subir aux

indices des systèmes (oyj), considérées isolément, font partie de ^ (Propo-

sition I). Mais on voit immédiatement que A, est formé par l'ensemble de

ces altérations : donc A, fait partie de ^.

Le groupe dérivé de j et de A peut donc être également considéré comme
dérivé de -^ et de -i

.

549. Introduisons une nouvelle substitution B, qui remplace les in-

dices x^^, Jçr,.--- du système {zr,) par des fonctions de ceux du système

{^, >î -h i). Les coefficients de ces fonctions peuvent dépendre de c, r,; re-

présentons-les donc généralement par

Le choix des indices est encore arbitraire dans tous ceux des systèmes

dont le premier indicateur est nul. Laissons subsister cette indétermination

dans le système où les deux indicateurs sont nuls. B remplace les indices

de ce système par des fonctions des indices du système (oi); on peut ad-

mettre que ces fonctions aient été prises pour indices indépendants et dési-

gnées para^o,, 7oM--.- B remplacera de même ces derniers indices par des

fonctions des indices du système (02), fonctions qu'on peut supposer être
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respectivement ^02» Jo2 On conlinucra ainsi jusqu'au système (o, n — i),

dont les indices seront remplacés par les fonctions Xo,7t_,(xo^, yj,^,. . .),

Cela posé, B sera le produit des deux substitutions :

B,=

B'=

dont la première, qui n'altère que les indices du système (oo), fait partie

de ^. En effet, la substitution B", laissant les systèmes immobiles, fait partie

de ^. La substitution partielle B,, formée par les altérations que B"^ fait

subir aux indices du système (oo), en fera également partie (Proposition I).

Le groupe dérivé de ^, JL, B peut donc également être considéré comme
dérivé de ^, Ji,, B'.

Cela, posé, la substitution B'~' =^'~*B'ji. remplace évidemment les indices

du système (^vj) par des fonctions de ces mêmes indices : elle appartient

donc au faisceau ^. Désignons-la par/; on aura

égalité qui permet de déterminer les fonctions X, Y,.... Soit €n effet

./ I
• ^ , ^lr,i JTïl' , Cp;r,( ^;,. J^r,, • • )» ^ïlf "^^V JSv • • • )» "

-^
"

l"

• Égalant les expressions que B'A et <vi,iJL'/font succéder à x^r,, jj^,..., et

écrivant, pour abréger, x,y,... à la place de £«72+,,yi+,, j^+iri+j.---» il viendra

D'ailleurs XoYi(x,j,...), Y<,r,(a7, y,.. .),.., se réduisent à x^y,..., d'après

ce qui précède. On aura donc

(0 Xir^ 9oT,, I ir, Y*"!'
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Cela posé, on aura évidemment B =B"B'i, B" étant une substitution

identique à B', sauf le remplacement des fonctions X,r,(^i,r,+i. J<,r.+i »•••)»

Y,r,('^i,r.+i» Ji.r.+i »•••)'••• P^'' ^i.r.+o ji.r.+i»--» ct B', désignant la. substitu-

tion qui remplace ^,r.,7iYi,... par X,^(a7,^,,j,^,...), Y,r,(^<r..yfri,. .•)•••» sans

altérer les autres indices. Or B'j fait partie de ^; car ce faisceau, contenant/,

contiendra (Proposition I) les substitutions partielles/oo,...,/,ï;,... qui al-

tèrent respectivement les indices des systèmes {or/) de la même manière

que/, sans altérer les autres indices. Il contiendra donc la substitution

• • > 9""! l"^'"'.» } <>''.' • • ' If T»l' ^«l» i?^"!'
•••;'»

• t "^IT,» ^ IT,» • • •

> •*ï'i» J ç > ^;v Jï.

produit de ces substitutions partielles. 11 contiendra enfin sa transformée

par A>~\ laquelle est identique à B', , en vertu des relations (i).

On peut décomposer de même B" en un produit de deux substitutions,

dont l'une, B", , appartiendra à J, l'autre, B", étant^identique à B", sauf le

cbangement de X^^i^Oi^r^+i, j-..,r.+...-.)' Y2r.(^2.r,-H., J2.r.+n •.•)»••• ^^ ^s.t.+m

v'2.r,+).---- Poursuivant ainsi, on arrivera enfin à décomposer B en un produit

de substitutions dont la dernière sera

1)1.= ^Ir,, }1r,. } "^;.T,+ i> J';,T,-i-i

les autres faisant toutes partie de F. Le groupe <C, dérivé de ^, ^i., B, pourra

donc être également considéré comme dérivé de^, cl., iJb : d'où la proposi-

tion suivante :

Proposition II. — Lefaisceau C résulte de ta combinaison du faisceau 3

avec les substitutions

.l,*!)!,^

550. Soit maintenant

^;.. rir, f ^;-(-a,il+^> yi+a.r^-tif • ' j.

H=:

une quelconque des substitutions de L. Elle doit être permutable à C On
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mira donc en particulier une relation de la forme

/élaiil une substitution de ^; et en remarquant que ^l, ^d, H sont permu-

tables à ^, il viendra

étant encore une substitution de ^.

Égalant les fonctions que Hai> et cI>"i)lI^H/' font succéder à œ^r,^ j^^, ...., il

viendra

puis, en écrivant, pour abréger, a:, j,... à la place de <a?/(5+(,r,)./'(E-f-4.r.;»-"

Il résulte de ces relations que H est le produit de deux substitutions :

l'une, H', altérant tous les indices de la même manière que H, sauf ceux x, y,

y,^,... dont le premier indicateur est égal à i, qu'elle remplacera respecti-

vement par

l'autre, H,, laissant tous les indices invariables, sauf ces mêmes indices a^^^,

j,^,..., qu'elle remplace par <Por.(^«r,. rir,.---)' "lor.l^.r,. Jir,),--..

Cette dernière substitution est contenue dans cf. Car ce faisceau, contenant

y, contiendra les substitutions partielles/op»---. /ov formées par les alté-

rations que/' fait subir aux systèmes (00),..., (oyj),... (Proposition I). La

substitution H,, transformée du produit de ces substitutions partielles par

la substitution Ar\ permutable à ^, appartiendra également à ce faisceau.

On trouvera de même H'= H" H', ; W ne différant de H' que par le chan-

gement de Xor^.Yor,.-.. enXpr,, Yor,,..., et H', étant une substitution de J. Con-

tinuant ainsi, on arrivera à décomposer H en un produit de substitutions

appartenant toutes à ^, sauf la première W^~^\ qui ne différera de H que

par le changement de X^y,, Yh^;»..- en Xor,. Yor,»----

D'ailleurs, H^'^-'^ faisant partie du groupe L, sera permutable à cet à §.
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On aura donc une relation de la forme

/" étant une substitution de §. Partant de cette relation, et opérant comme
précédemment, on décomposera H^'^-'^ en un produit de substitutions appar-

tenant toutes à §, sauf la première, 5. qui différera de H^'^-'^ par le cban-

gement de Xor,, Yor,.- • en X^o, Yo^,..., et qui, par suite, sera égale au pro-

duit des deux substitutions

1=1 . • . , ^îv X\r,y , X,o( ^r^., /£x., • • • ). Y,o( ^Tr,, Jr^_, ...),... |,

J =
I

. . . , ^;„ y\r,. , ^/(U)./'(;.T,), XfC>.r,).f'a.T.),. . • |.

Nous obtenons donc le résultat suivant :

Proposition III. — Les substitutions du groupe L s'obtiennent toutespar

la combinaison des substitutions de ê avec des substitutions telles que IJ, l'J',. . .;

J, J',.. . étant des substitutions qui remplacent les indices de chaque systèm.e par

les indices correspondants d'un même système; et I, I',... des substitutions qui

remplacent les indices de chaque systèmepar des fonctions linéaires de ces mêmes

indices, fonctions dont les coefficients sont les mêmes pour tous les systèmes.

551. Le groupe (IJ, TJ',...) étant contenu dans L, sera résoluble (521).

Les groupes dérivés respectivement des substitutions partielles I, I',..., et J,

J',..., étant évidemment isomorphes à celui-là, seront résolubles. D'ailleurs

leurs substitutions sont échangeables. Donc le groupe A résultant de leur

combinaison est résoluble (527). Enfin ses substitutions sont permutables

à S. En effet, IJ, IJ',..., appartenant à L, sont permutables à ^; pour prouver

que I, r,..., J, J',... le sont, il suffira donc de prouver que J, J',..., ou, ce

qui revient au même, J"', J'~',... le sont.

Or chaque substitution de ^ résulte de la combinaison de substitutions

partielles /„„,..., /jiv> ••• » altérant respectivement les indices des sys-

tèmes (00),..., (/jLv ),..., et qui, considérées isolément, font partie de -f

(Proposition I). Si la transformée de chacune d'elles par J~* en fait égale-

ment partie, J~' sera permutable à ce groupe. Mais la transformée deyji.,,

par exemple, par J~' laisse tous les indices invariables, sauf ceux du sys-

tème (/[/Jt, î^j'/'fp-» v]), qu'elle altère de la même manière que/u.., altérait

les indices du système (/xv). Elle est donc identique à la transformée de/,,,

par .iJ^-Zd^-'î 1,1,^ -/'(i*.'), laquelle appartient à §.

Les substitutions du groupe résoluble A étant permutables à §, le groupe

53
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(^, I, r,..., J, J',...) sera résoluble (527). Mais il contient L, et, par hypo-

thèse, ne peut être plus général. Il se confond donc avec lui. Enfin, les sub-

stitutions I, r,..., ne déplaçant pas les systèmes, font partie de F. On a

donc ce résultat :

Proposition IV. — Le groupe L résulte de la combinaison de S avec les

substitutions J, J', . . .

.

552. Les déplacements d'ensemble opérés sur les systèmes par les substi-

tutions J, J',..., forment un groupe primitif A (546). D'autre part, ê est

dérivé de substitutions qui n'allèrent chacune que les indices d'un seul sys-

tème. Soient respectivement To, r,,... les groupes partiels formés parcelles

de ces substitutions qui n'altèrent que les indices du premier système, du

second, etc. Ces groupes sont les transformés d'un seul d'entre eux, tel

que r^, par les substitutions dérivées de X et ^s^>. En effet, ces substitutions

permutent transitivement les systèmes. Soit S celle de ces substitutions qui

fait succéder le premier système au second, par exemple. Elle transformera

les substitutions de r^, en d'autres substitutions, également contenues

dans ^, et n'altérant que les indices du second système : ces transformées

sont donc contenues dans r,. Réciproquement, toute substitution dont la

transformée n'altère que les indices du second système ne devra elle-même

altérer que ceux du premier système, et sera contenue dans T^ : F, sera donc

précisément le groupe transformé de F^ par S.

Nous obtenons donc le résultat suivant :

Proposition V. — Le groupe L résulte de la combinaison d'un groupe ré-

soluble A, dont les substitutions permutent primitivement les systèmes entre eux

( en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants] , avec un

groupe résoluble Fq, dont les substitutions n altèrent que les indices du premier *

système, gu elles remplacent par desfonctions linéaires de ces mêmes indices.

553. Pour que L soit primaire, il faudra que F,, le soit par rapport aux

indices qu'il altère (311). Si F,, est décomposable, on pourra opérer sur

ce groupe comme sur le groupe initial L, et y répartir les indices en sous-

systèmes tels, que F,, résulte de la combinaison de deux autres groupes ré-

solubles : l'un Ap, permutant les sous-systèmes entre eux d'une manière

primitive, et en remplaçant les uns par les autres les indices correspon-

dants; l'autre F^o, dont les substitutions n'altèrent que les indices du pre-

mier sous-système, qu'elles remplacent par des fonctions linéaires de ces

indices, et à l'égard desquels F^,, sera primaire.
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Partageons les indices de chaque système en sous-systèmes, en groupant

ensemble ceux dont les correspondants dans le premier système appar-

tiennent à un même sous-système. Chacune des substitutions de A remplace

évidemment les indices de chaque sous-système par les indices correspon-

dants d'un même sous-système : il en est de même des substitutions de Ao,

qui permutent entre eux les sous systèmes du premier système, sans altérer

les autres. Les substitutions du groupe (A, Ao) jouiront donc de la même

propriété. Le groupe L résultera donc de la combinaison d'un groupe (A, A„),

dont les substitutions permutent les sous-systèmes entre eux, en rempla-

çant les uns par les autres les indices correspondants, avec un groupe T^o,

dont les substitutions n'altèrent que les indices du premier sous-système.

Si Foo est encore décomposable, on continuera ce mode de raisonnenient,

jusqu'à ce qu'on arrive à un groupe indécomposable, ce qui aura toujours

lieu. Car le nombre des indices du groupe à considérer va toujours décrois-

sant : si donc on n'est pas arrêté par la rencontre d'un groupe indécompo-

sable, on arrivera finalement à un groupe ne contenant plus qu'un indice,

et par suite indécomposable.

Nous obtenons donc le théorème suivant :

Théorème. — Soit L un groupe résoluble, primaire et général, mais décom-

posable, de degré p'* : les indices indépendants pourront être choisis de telle

sorte, et groupés m àm en ). systèmes [n étant égal à m\), de telle façon, que

le groupe L résulte de la combinaison de deux groupes résolubles partiels :

i** L'un, ( A, Aq,...) = D, dont les substitutionspermutent les systèmes entre

eux, en remplaçant les uns parles autres les indices correspondants ;

1^ Le second, Y , dont les substitutions n altèrent que les indices du premier

système, qu elles remplacent par desfonctions linéaires de ces mêmes indices, et

par rapport auxquels T est primaire et indécomposable.

L'ordre de L sera £lO^, ^ et étant les ordres respectifs de D et de T (308).

554. Pour que L soit primaire, il est nécessaire et suffisant que D soit

transitif (311). Pour qu'il soit aussi général que possible, il faut en outre

que chacun des deux groupes D et F soit aussi général que possible dans

son espèce.

La détermination de L se ramène donc à celle de D et de F. La première

de ces deux questions n'est autre que le problème A, mais avec un rabais-

sement considérable dans le degré du groupe, qui se trouve réduit de p"

à X, diviseur de n. Nous avons vu (Chapitre II) comment ce problème se ré-

duit à son tour au problème B. On peut donc le considérer comme résolu.

53.
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Il reste à construire les groupes résolubles, primaires et indécomposables,

tels que T. Cette question fera l'objet de la section suivante.

§ II. — Groupes indécomposables.

Construction du premierfaisceau

.

555. Soient F l'un des groupes cbercbés, de degré /?'"; F son premier

faisceau, choisi aussi général que possible. Le groupe F étant primaire, F ne

contiendra que des substitutions d'ordre premier à p (188). Prenons pour

indices indépendants ceux qui ramènent toutes ses substitutions à la forme

canonique (176); puis groupons dans une même série ceux des nouveaux

indices qui sont multipliés par un même facteur dans chacune des substi-

tutions de F, et dans un même système les diverses séries conjuguées. Les

indices ne formeront qu'un seul système : car, s'il en était autrement, on

pourrait remplacer dans chaque système les indices imaginaires par des in-

dices réel^(178); et les substitutions de F remplaçant les indices de chaque

système par des fonctions linéaires des indices d'un même système (193),

ce groupe serait non primaire, si ses substitutions ne permutaient pas

transitivement les systèmes; primaire, mais décomposable, si elles les per-

mutaient transitivement.

Cela posé, soient v le nombre des séries, pL = — celui des indices de

chaque série; œ^, x',. ,... les indices de la r + i'^'"^ série; i une racine d'une

congruence irréductible de degré v; a, a, |3,... des entiers complexes formés

avec l'imaginaire i. Les substitutions de F seront de la forme

/=
I

.. ., Xr, X'r, , aP' Xr, aP'x',.,. ..
|
(*),

et celles de F, remplaçant les indices d'une même série par des fonctions

linéaires des indices d'une même série (192), et les indices conjugués par

des fonctions conjuguées (149) seront de la forme

Xr, X'ry , a/"^r+e + ^P'x'r^^ H- . . . , «'/"^r+p -H [3'/''^r+f 4" •

(*) Si l'on avait p' = i, F ne contiendrait d'autre substitution que l'unité, ce qui est inadmis-

sible. On doit donc exclure cette hypothèse.
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OU, en n'écrivant que les indices de la première série, ce qui suffit,

I
X., x\,. .. aXy -h '^x' + . .

. , o'Xy -+- |3'a;' -h . .
.

, . . . j.

Il est clair que chacune de ces substitutions est de la forme Ç^^, tétant

la substitution qui remplace chaque indice par son conjugué de la série

suivante, et ^ une substitution qui ne déplace pas les séries.

556. Cela posé, si chaque série ne contient qu'un indice, les substitutions

de la forme ^se réduiront toutes à la forme/, et seront échangeables entre

elles; la substitution ^ étant d'ailleurs permutable au faisceau
f!
formé par

ces substitutions, le groupe dérivé de la combinaison de $ et de 9 sera ré-

soluble. Mais il contient r, qui est général, par hypothèse; donc il se con-

fond avec lui. Donc le groupe Y ne pourra être déterminé que d'une seule ma-

nière, et seraformé de Vensemble des substitutions 0*?^

.

557. Supposons au contraire que chaque série contienne plusieurs in-

dices. Soient dk, = t??'^,, OH-a = $^'^2»-"-- les diverses substitutions de T;

ù le plus grand commun diviseur de v, p,, 03- Le groupe T résultera de la

combinaison d'une substitution de la forme ($'" ^ avec un groupe partiel Y',

dont les substitutions ont laforme \. En effet, r contient la substitution

,X = 3TL"'orL2'..., laquelle est évidemment de la forme ^'P'*»»;»^ ^; et l'on

peut disposer des indéterminées a,, ol^,..., de telle sorte que a,o, -\- a^o^-h...

se réduise à â (mod. v) (2). Cela posé, soit t? — r. p. — rj p^ = On aura

évidemment OR, = Jî^''*^', Oîla = =)b'''^'. ••» ^', C» ••• "^ déplaçant pas les

séries.

Lefaisceau F contiendra toutes les substitutions de laformef Car soit ç> le

faisceau formé par l'ensemble de ces substitutions; elles sont échangeables

entre elles; d'ailleurs les substitutions de r, étant de la forme ^^, sont

permutables à 9. Donc le groupe T, dérivé de r et de 9 est résoluble, et ç
peut être pris pour son premier faisceau. Mais, par hypothèse, r, ne peut

être plus général que T; donc il se confond avec lui. De même, F est con-

tenu dans 9, et comme il ne peut être moins général, par hypothèse, il se

confond avec lui.

558. Théorème. — Le groupe Y contient des substitutions de laforme ^,
autre que celles de¥. Supposons en effet qu'il en soit autrement; nous allons

prouver que Y ne peut être général.

Soient/o, /,,... les substitutions de F; les substitutions ^, formant un
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groupe qui contient F, seront données par le tableau suivant : ^o/«'

'•io/i'---; ^«/c ^«/('••••'•'•» ^0. ^o--- étant des subslitulions qui ne satis-

fassent à aucun-e relation de la forme î^» = ^ p/y, et dont la première se

réduise à l'unité (39). Soit d'autre part (P^^ la substitution qui, combinée

à ¥, reproduit T. Les groupes To, F,,--.» respectivement transformés de T

par les substitutions i^o» ^j---» seront respectivement dérivés de la com-

binaison du faisceau F, auquel i^o» ^o"- sont permutables, avec les trans-

formées respectives de la substitution $^^. Ces transformées sont évidem-

ment de la forme O?''^; supposons-les égales respectivement à *^'^^ao/p„»

^^^a,/p, »••• Deux cas seront à distinguer :

I** Si les substitutions ^a^, ^^a,»--- ne sont pas toutes différentes, si l'on

a par exemple :^a, = ^a.,» le groupe F,, dérivé de la combinaison de F avec

la substitution ^^^a, /p, > ou, ce qui revient au même, avec la substitution

'ï^^a^, se confondra avec le groupe Fg, dérivé de même de la combinaison

de F avec ^^^a,- Donc ^, et %2 transformeront toutes deux F en F,, et par

suite, ^i^~2* ^era permutable à F. En l'adjoignant à F, on aura un nouveau

groupe résoluble, plus général que F, car il contient ^i'^^, qui est de la

forme ^, sans être de la forme/.

2** Si les substitutions :^œ„, :^a, »••• sont toutes différentes, elles reprodui-

ront, a l'ordre près, toutes celles de la suite i^o> %)»•••• Donc l'une d'elles,

i^a, P^ï* exemple, se réduira à l'unité. Le groupe F, sera donc dérivé de la

combinaison de F et de la combinaison ^°. Cela posé, soit X une substitution

de la forme ^, qui n'appartienne pas à F, et dont les coefficients soient réels;

elle sera échangeable à toutes les substitutions de F,. Sa transformée

par ^^ sera de la forme ^, sans appartenir à F, et sera échangeable aux

substitutions de F (36). On pourra donc l'adjoindre à ce groupe, et obtenir

ainsi un nouveau groupe résoluble, plus général que F.

Conslruction du second faisceau.

559. Les substitutions de la forme ^ contenues dans F, forment un

groupe partiel, évidemment permutable à toute substitution de F. On

pourra donc y déterminer un faisceau G plus général que F,, dont les sub-

stitutions soient échangeables entre elles aux substitutions F près, et auquel

toute substitution de F soit permutable (528). Si ce faisceau peut être dé-

terminé de plusieurs manières, nous le choisirons de telle sorte que son or-

dre soit minimum.

Les substitutions de F sont échangeables à toutes celles de G; mais G ne
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contient aucune autre substitution jouissant de cette propriété. Car s'il exis-

tait de telles substitutions g, ^,..., leurs transformées par une substitution

quelconque de T seraient échangeables aux substitutions du groupe trans-

formé de G, lequel se confond avec G; les transformées des substitutions F,

g, g',... étant ainsi échangeables à toutes les substitutions de G, et faisant

d'ailleurs partie de G, reproduiraient, à l'ordre près, ces mêmes substitu-

tions?, g, g' On obtiendrait ainsi un faisceau (F, ^, g\...) jouissant

des mêmes propriétés que F, et plus général que lui, ce qu'on suppose im-

possible (555).

Soit donc A, une substitution quelconque de G, qui n'appartienne pas

à F; il existera dans G au moins une substitution B, qui ne soit pas échan-

geable à A,, mais la transforme en «A,, a désignant une substitution

convenablement choisie dans le faisceau F.

Soient A'^, B'^, a' les altérations produites par les substitutions A,, B,, a

dans les indices de la première série, considérés isolément. De l'égalité

B7'A,B, = «A, on déduira a fortiori l'égalité des opérations partielles

B'~' A'jB'j et a'A'j, et par suite celle de leurs déterminants. Or soit dXt dé-

terminant de A',; B'~^A', B', et a' X\ auront respectivement pour détermi-

nants </et a^d, [L étant le nombre des indices de la série. On aura donc

a'f^^x (mod. p).

Soit donc t une racine primitive de cette congruence; a sera une puis-

sance de T, telle que T;„ .

Parmi les diverses manières de choisir les substitutions A, et B, dans le

faisceau G, prenons l'une de celles où l'exposant m^ est minimum, tout en

restant supérieur à zéro. Cela posé, G résultera de la combinaison des substi-

tutions A, et^^ avec un groupe G, de substitutions échangeables à A, e/ à B,.

En effet, soit C une substitution de G, qui transforme A,, B, en t^A,,

t'B, ; CA", B", =: G' les transformera en t'+""'' A, , t'-""B,. On peut disposerdes

indéterminées m, v pour rendre les exposants s h- um, t — vm positifs et

moindres que m : mais par hypothèse ils ne peuvent être moindres (jue m
sans s'annuler. Donc C sera échangeable à A,, B,. D'ailleurs C = C'B7"A7'

dérive de la combinaison de C avec A, et B,.

Si G, contient des substitutions qui ne fassent pas partie de F, aucune

d'elles ne sera échangeable à toutes les autres : car elle serait échangeable à
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toutes les substitutions de G, ce qui ne peut être. Mais si Aj, Bg sont deux

quelconques de ces substitutions, on aura une égalité de la forme

B7»ÀjBj = T"«A,.

Choisissons Aa, Ba,... de telle sorte que m^ soit minimum, sans être nul;

on verra comme tout à l'heure que G, résulte de la combinaison de Aa.Bj

avec un groupe Ga, dont les substitutions sont échangeables à A^ B,, Aj, Bj.

On peut continuer ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé la suite des substitu-

tions étrangères à F qui sont contenues dans G; et l'on arrive enfin à ce ré-

sultat ;

Théorème. — Le faisceau G résulte de la combinaison de F avec une double

suite de substitutions. A,, Btî Ag, Ba;...; A^, B^, telle, que chacune de ces

substitutions soit échangeable à toutes les autres, saufà son associée, à laquelle

elle est liée par une des relations suivantes :

B7'A,B. :=r«.A„ B7' A^ B, ^it-^A,,. . ..

560. Les exposants mf, m^,... divisent [j.. Car on a, par exemple,

fB'0-'A.B';=r"'.''A,,

et l'on pourra disposer de u pour rendre m, u congru à m' ( mod . /;.), m' étant

le plus grand commun diviseur de m, et de /jl. Si m, ne divisait pas /jt,, m'

serait moindre que m,, ce qui est impossible, par hypothèse.

Soit dohc ^. = m, c?, = /WaC^a = •••• L^s substitutions A*', B*', A 2', B*',...,

étant échangeables à toutes celles de G, appartiendront à F.

Les nombres (?,, âo^... sont tous égaux à un nombre premier n. Supposons

en effet qu'il en soit autrement, et soit n un nombre premier, qui divise un

ou plusieurs des nombres ât, â^, Supposons, pour fixer les idées, qu'il

divise seulement ât, et soit, pour abréger, â, = en, ix = en = m, en.

Les substitutions AJ, BJ, F et leurs dérivées seront échangeables à toutes

celles de G, aux puissances près de î^. En effet, Aj, par exemple, est

échangeable aux substitutions F, A,, Ao, Bj,..., et B, la transforme en

t'"'^A, = T*A,. Elles sont seules à jouir de cette propriété : car toute substi-

tution de G peut évidemment se mettre sous la forme

S=/A«.B?,.A«'B?/...,

/étant une substitution de F; et les substitutions A,, B,,--- la transforme-
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ront respectivement en t~'"'^'S, t^'*'S,.... Donc, pour que S soit permu-

table à toutes ces substitutions aux puissances près de t"", il faudra qu'on ait

— w, ^,^^5, e, m,x,^t^e, — WjSj^^je, w.a, ^/jC, ... (mod. fx),

s,, t,, So, to,... étant des entiers.

Multiplions ces relations par tt, il viendra, en remarquant que en = u.,

— zirit ^, ^-m, a,^ — zm^ ^^^r.m^ a-.^. .^o (mod. /ut).

Donc ^— = £ divisera 5, et a,; — = ^2 divisera TrjSa et na^^ et comme c^*

est premier à ;:, il divisera /Sa et a,, etc. Donc A'^S B^^,... appartiendront

à F, et S sera dérivée des substitutions F, A\, B\

.

Le groupe H = (F, A\ , B\) est permutable à toutes les substitutions de F.

Car le groupe H', transformé de H par une substitution quelconque ^^
prise dans F, a ses substitutions échangeables à celles du fiiisceau G', trans-

formé de G, aux puissances près de t*''% transformée de t^. Or G' = G; d'au-

tre part, les puissances de t^''^ sont des puissances de -f; donc les substitu-

tions de H' sont échangeables à celles de G, aux puissances près de t*"; donc H',

qui d'ailleurs est contenu dans G, se confond avec H. De plus, les substitu-

tions de H, étant contenues dans G, sont échangeables entre elles, aux F près.

Le faisceau H jouira donc des mêmes propriétés que G, tout en contenant

moins d^ substitutions, ce qui est contraire à notre hypothèse.

Pour échapper à celte conclusion, il faut évidemment que tous les nom-

bres <?,, 0^0,... se réduisent à n; alors H = G.

561. Posons -f = d; 6 sera une racine primitive de la congruence

ô'^i (mod. ;>),

et l'on aura

Bt'A.B, = ÔA„ B-'A,B, = ÔA„....

D'ailleurs F doit contenir la substitution

que nous avons désignée, pour abréger, par S. Pour que cette substitution

soit réelle, il faut que soit un entier complexe, ne contenant d'autre ima-

5/t
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ginaire que i : d'où la condition

Qp'-'^i (mod. /?),

(jui, comparée à la relation ô'^^ i, montre que tt divise p^ — i.

562. L'ordre de chacune des substitutions de G est premier à p. En effel,

si G contenait une substitution S d'ordre/?^, il contiendrait S^, qui est d'or-

dre/?, et par suite n'appartient pas à F. Soit donc S^ = /A7B?' Aa'...; l'un

au moins des exposants, a, par exemple, sérail ^o (mod.;:). Cela posé,

By'S'^B, serait d'ordre/?, et 5*' S^ d'ordre /)7r; résultai absurde, ces deux sub-

slitutions devant être identiques.

563. Supposons maintenant, pour fixer les idées, que a se réduise à 2.

Les deux substitutions A,, A2 étant d'ordre premier à p, et écbangeables

entre elles, on pourra remplacer les indices cc^, ^r'^,..., x,., x\.,... par d'au-

tres indices indépendants jo> ^o»---» J^» s^,... cboisis de telle sorte que A,

et A2 soient ramenés simultanément à leurs formes canoniques. Les nou-

veaux indices jo» ^o»--- qui remplacent x^, x'f^,... seront des fonctions

linéaires de ^0» ^o»---' ^^nt les coefficients s'exprimeront rationnellement

en fonction de i, et des facteurs rt,, 6,,..., «2. ^2."> pa»' lesquels A, et Ao

multiplient respectivement j^, z^,..., ces facteurs étant eux-mêmes les ra-

cines de congruences dont les coefficients sont des entiers complexes formés

avec «(176), Quant aux indices j^, 2^,..., leurs expressions se déduiront

des précédentes en cliangeant x^, x'^,..., i, «,, bf,..., a^, b.,,... en .r^,

Les substitutions A";, Aj appartenant à F, on aura

«1 E^
ô'i

=^. . ., ci\^b\... {moA. p).

Les facteurs a,, Z>,,... ne diffèrent donc les uns des autres que par des puis-

sances de Q\ de même pour a.2, b^y

564. Théorème. — Soit ix' le nombre des indices yq, r'o,--. de la série y^,

Zq,..., que les substitutions A, et k^ multiplient îespectivemenl par «, et a.,.

Cette série contiendra /jl' indices z^, z'^,..., que ces mêmes substitutions multi-

plient respectivement par «,6^', «o^^S ?i ^' ?2 étant des entiers quelconques

moindres que n.

En effet, la substitution B^BaS transformant respectivement A,, A 2 en

6^' A,, ô^'Aj, remplacera les indices 70» j'o'--- P^'' ^^^ fonctions linéaires 9,
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^',... (les indices r„, ^o.--. telles, que A, et Ao les multiplient respective-

ment par a, 6^' et a^^K Mais A, multipliant chacun des indices jo» ^o,...

par un facteur constant, ne pourra multiplier une fonction de ces indices

par a, 1$'', que si cette fonction contient seulement les indices que A, multi-

plie par ce facteur. On peut faire un raisonnement analogue pour Ao. Les

indices z^, z'^,... qui figurent dans les fonctions 'p, ç',..., seront donc mul-

tipliés par «,ô'' et «2^"% dans les substitutions A, et Ao. D'ailleurs les fonc-

tions y, 9',..., en nombre /x', doivent être distinctes pour que le détermi-

nant de By B;- ne soit pas congru à zéro. Donc le nombre u." des indices ;:„,

^o,... dont elles dépendent est au moins égal à p/.

On verrait de même que ij/^fj"; donc /x' = p,".

Les indices jo, Zo»--- se partagent donc en suites également nombreuses,

et correspondant chacune à un système de valeurs de ç,, co. Pour les mettre

en évidence, nous désignerons les indices v„, z^,..., y^, z^,..., par le sym-

bole général [|, SoSj^, £ étant un indicateur variable de o à [x.'— r, et qui ser-

vira à distinguer les divers indices d'une même suite, |r» la des indicateurs

variables d'une suite à l'autre, entre les limites o et tt — i , et r un indica-

teur variable d'une série à l'autre.

Les substitutions A,, A, prendront la forme

D'ailleurs cette forme ne sera pas altérée, si l'on remplace les indices d'une

suite quelconque par des fonctions linéaires de ces mêmes indices (on aura

soin d'altérer parallèlement les indices homologues des séries conjuguées) :

car chacune d'elles multiplie par un même facteur les indices d'une même
suite, et par conséquent leurs fonctions linéaires. 11 reste donc dans le

choix des indices un certain arbitraire dont nous allons profiter pour sim-

plifier l'expression des substitutions B,, Bg.

565. Commençons par B, : cette substitution, transformant A,, Ao enôA,,

Ao, remplacera les indices [SjIoSjo de la suite c,, |o par des fonctions des

indices de la suite |, + i, |o. Les indices indépendants restant arbitraires

dans la suite o, z^, on pourra prendre pour indices indépendants dans la

suite, I, la les fonctions que B, fait succéder aux indices de la suite o, |o;

pour indices indépendants dans la suite 2, Ho les fonctions que B, fait suc-

céder à ceux de la suite i, la» etc., jusqu'à la suite tt — i, ^2. dont B, rem-

placera les indices [t: — i, |o, s
<,
par des fonctions Ço,..., ^e,... des indices

de la suite o, cg.

54.
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Cela posé, B"; remplacera en général l'indice [0^2 ejo par 9e ; 'ïiaJs elle

appartient à F (560); donc (pe = d[o^2^]o^ d étant un coefficient constant.

Posons en général.

h-^'[\,hz\ = [l,l^t'\^ avec b\^d (mod. />),

B, remplacera la fonction [S, Ha e]',, par è, [|i -f- 1 , ^2. e]'o-

Donc en prenant ces fonctions pour indices indépendants, et supprimant

les accents, qui deviennent inutiles, B, prendra la forme

566. Passons à la substitution Bo : elle remplace les indices de la suite

I,, ^2 par des fonctions de ceux de la suite |,, ^2+1- Considérons en par-

ticulier les indices des suites pour lesquelles S, = o. Par des changemenis

d'indices convenables, exécutés dans chacune de ces suites, on pourra faire

en sorte que Bo remplace tout indice [oSasJo de l'une de ces suites par

60 [o, H2 + I, sjo. ^2 étant un coefficient constant. Ce changement d'indices

n'altérera évidemment pas les expressions de A,, A2. Il n'altérera pas non

plus celle de B,, pourvu qu'il soit accompagné de changements analogues,

effectués sur les indices de chacun des groupes de suites qui correspondent

aux diverses valeurs de S,.

Cela posé, soit ç la fonction par laquelle Bj remplace [|, ^2 sjo '- B^Bj' et

ByB, remplaceront respectivement [o^2e]o par^a^Vf^»» ?2 H- '»£jo ^t par

b\(^. Mais ces deux substitutions sont identiques, B, étant échangeable

à Ba. Donc 9 se réduit à ^2 [In I2 -i- '» 2], et Ba est de la forme

B,=:
I
[L ^j£]o b,[l,, l,-\-\, e]o

I.

Nous obtenons donc le théorème suivant :

Théorème. — Les substitutions A,, B,, Ao, "Ri peuvent se ramener à la

forme

et, par suite, les substitutions de G seront de la forme

567. Le calcul des coefficients a,, a.^, bi, b.^ a demandé la résolution de

diverses congruences, ayant pour coefficients des entiers complexes formés
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avec i. Cette résolution pourrait nécessiter l'introduction de nouvelles ima-

ginaires. 11 est essentiel d'éclaircir ce point; nous y parviendrons par les

considérations suivantes :

Soient S une substitution de G, qui n'appartienne pas à F; S, S',... ses

transformées par les substitutions de F. Chaque substitution de F transfor-

mera les substitutions S, S',... les unes dans les autres : car supposons que

la substitution T, appartenant à F, transforme S' en S"; soit U la substitu-

tion de F qui transforme S en S'; UT transformera S en S"; donc S" fait

partie de la suite S, S',

—

Il résulte de là que les substitutions de F sont permutables au faisceau

(F, S, S',...). Donc dQ faisceau contiendra toutes les substitutions de G, qui

est, par hypothèse, parmi tous les seconds faisceaux possibles, celui dont

l'ordre est minimum.

Considérons en particulier la substitution A, et ses transformées A,,

A',, D'après ce qui précède, l'une au moins de ces transformées ne sera

pas contenue dans le groupe (F, A,) moins général que G. Soit

A', =
I

[^, L £]. c9».^.+«.^4L + (3„ h + ^., £]o I,

cette transformée : elle aura le même caractéristique que A, (172).

Ici deux cas seront à distinguer, suivant que n est un nombre premier

impair ou égal à 2.

568. Premier cas: n premier impair. A, a pour caractéristique

la multiplication s'étendant à tous les systèmes de valeurs de e, ^,, Ho, r. Or

multiplions ensemble les [l facteurs correspondants à une même valeur de r,

et dont
;:;
= e sont égaux à «f'— K, e à («,0)^'— K, etc.: il viendra

C = («r- K'^)'. • • [a^p'- ^-Y . . .

=:JJ^
[cr/- K^)',

la multiplication ne s'étendant plus qu'aux diverses valeurs de r.

Quant à C, caractéristique de A',, deux cas seront à distinguer, suivant

que (3,, jSa sont ou non nuls à la fois.

1° Si |3, = jSa = o, on aura
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Groupons comme tout à l'heure les facteurs qui correspondent à une même

valeur de r : on aura e de ces facteurs égaux à c^'— K, e égaux à

[cBy'— K, etc. En effet, A'j n'appartenant pas au faisceau F, l'un au moins

des exposants a,, «a» P^r exemple a,, ne sera pas congru à o (mod.Tr). On

pourra donc choisir arbitrairement s et ça, ce qui pourra se faire de e ma-

nières différentes, et déterminer ensuite |, de telle sorte que «1^,-1- «3^2

se réduise à /s (mod.Tr), p étant un entier arbitraire. On aura donc comme
tout à l'heure

(4) C'=]7^(cV_K^/;

2^ Si j3, , jSa ne sont pas nuls à la fois, considérons les n indices

l'iilasjr [^^-\-m^^, ^^.2-\-m^^, z]ry... qué A', permute circulairement.

Le facteur de C correspondant à ce groupe de n indices sera

Faisant le produit des expressions analogues correspondantes aux divers

groupes d'indices, on trouvera encore pour C la valeur (4).

Les deux caractéristiques C, C devant être égaux, on aura une relation

de la forme

c''5s«y^ (mod. /?).

Cela posé, la substitution

S = A'.A7/'^=
I

[^.^,e], e-.^. + «^^4^,4-(3„L + (3,, £]o I

aura pour caractéristique (i — K'^)'^; et il en sera de même de ses transfor-

mées

S'=I [^,^,£]o c'ôï.'^.-^ï.^4^, 4-Ô,., |, + ô„ ô]„ 1,...

par les diverses substitutions de F; d'où l'on déduit

c'"^i (mod. /;).

Soit maintenant

T =/A^'BV AVB'^,^ =1 [l^l, £]o /«^.^Val'ô'i'Ô^^.-^^.^ [L + u„ l, + u„ e]o
\

une quelconque des substitutions de G; elle aura pour caractéristique

(5) JJ [{fa\^b\^aVh^^rf'-K^Y.
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Mais d'aulre part T appartient au groupe dérivé de F, S, S',... (567).

Soit T= ç/S'^S"^'..., o étant une substitution de F, qui multiplie par o les

indices de la première série : T aura pour caractéristique

(6) Il r(?c'.. .K- K^y^njr^'-K^y.

Pour que les expressions (5) et (6) soient égales, il faudra qu'on ail une

relation de la forme

(/«;• frv^^^Vr ^9"''% d'où /iv^V«l'^V^^^?''^/~*.

^ étant un entier. On aura une relation analogue pour tout système de va-

leurs de T,, u,, T,, Va- Donc toutes les quantités de la forme a]'b\'aVbl-,'el en

particulier a^, b,, a.,, b.y, «ont des produits d'entiers complexes ne contenant

d'autre imaginaire que /. Donc la réduction des substitutions A,, B,, A,, Bo

à leur forme type a pu se faire sans introduire d'imaginaire nouvelle.

On peut supposer que les coefficients «,, ^,, a^, b.^ se réduisent à l'unité.

Car F contenant les substitutions a,, bf,..., G pourra être considéré comme
dérivé de la combinaison de F, non plus avecles substitutions A,, B,, Aj, B,.

mais avec celles-ci n, ' A,,,67*B,, ar' Ao, 67' Bj, où les coefficients ont

disparu.

569. Second cas : r. = 2, d'où = — i . A, a pour caractéristique

Si /5, = ,'3o~o, A', aura pour caractéristique

Dans le cas contraire, le facteur de C correspondant au groupe des deux

indices [lila^Jr. [i<-*-|3|. ^a + f^j, sjr que A'j permute entre eux sera

en posant, pour abréger, w = «, p, -h a, jSa, et remarquant que l'on a

Op'^Ô; car le nombre 7:= 2 divisant p'— 1 (561), p est impair.

La condition C = C donnera comme tout à l'heure

c-iQ'-^a^p'' [moô.p).
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Cela posé, la substitution

aura pour caractéristique (K-— S'")"*. 11 en sera de même de ses transfor-

mées
. S'=l [ILsl 6''0Ï.Ï.-HY,S4H, -f-ô„L4-ô„£]„ I,...,

d'où les conditions
'

(7) c'^0ï.«.+ïî«-.= e'",. .

.' (mod. p).

Soit maintenant

T=/AVBV...= 9S?S'/...

l'une quelconque des substitutions de G; elle aura pour caractéristique,

d'une part

d'autre part

en posant, pour abréger,

/ =Tiy, 4- T2U2, u = {qx> -+-q'yi -+-...) (Ç^i + ^'0. + •••)+••• •

Pour que ces deux expressions soient égales, il faut qu'on ait une rela-

tion de la forme

ou, en remarquant que c'-,... se réduisent à des puissances de 5 en vertu

des relations (7), une relation de la forme

(/a]' b\^ ...)'--
'f'''^

0', ou enfi n a]' b\^ . .
. = /- ' oP^f,

j étant une racine primitive de la congruence

f^B, ou /;^i (mod.//).

Cela posé, û p^—i est divisible par 4. on aura

J sera donc, ainsi que/et (p^^ un entier complexe ne contenant d'autre ima-
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ginaire que i: donc les expressions a,' ^i'..., et en particulier a,, è,,..., ne

contiendront d'autre imaginaire que /; et l'on pourra choisir la double suite

A,, B,, Aa, Bj de telle sorte que tous ces coefficients se réduisent à l'u-

nité (568).

Soit au contraire yo^—ijo (mod. 4) : j ne sera plus un entier complexe

formé avec i\ maisy'^^— i le sera toujours; donc chacune des expressions

a\'b\\.. est de l'une des formes / ou y), / étant un entier complexe formé

avec i. En particulier, suivant que les coefficients a,, b^,... seront de l'une

ou de l'autre de ces deux formes, les racines des congruences caractéris-

tiques

fj (K»-a?/)'=o, JJ (K'-6î/)'=o,... (mod. />),

des substitutions correspondantes A,, B,,... satisferont pu non à \n con-

gruence

(8) X/'''-'= i (mod./?),

570. Or la double suite A,, B,, Aa, Bo, qui, combinée à F, reproduit G,

peut être choisie de telle sorte : i° que les racines des congruences carac-

téristiques de deux substitutions associées satisfassent ou ne satisfassent pas

à la fois à la congruence (8); i° que parmi les couples de substitutions asso-

ciées, il en existe tout au plus un pour qui ces racines n'y satisfassent pas.

I** En effet, si les racines de la congruence caractéristique de A,, par

exemple, satisfaisaient à la congruence (8), celles de la congruence carac-

téristique de B, n'y satisfaisant pas, on pourrait dans la construction de G

remplacer la double suite A<, B,, Ao, Ba par la double suite équivalente A,,

A,B<, Ao, Bj, dans laquelle la substitution A,B,, qui remplace B,, aura

pour congruence caractéristique la suivante •:

dont les racines satisfont à la congruence (8).

2'' Si d'autre part les deux couples de substitutions A,, B,, Ao, Bo avaient

des congruences caractéristiques dont les racines ne satisfissent pas à la

congruence (8), on pourrait, dans la construction de G, les remplacer par

les deux suivants: A.Aa, BjAg, A,B, AoBo, A,B,Bo, où les racines des

congruences caractéristiques satisfont à la congruence (8).

On peut enfin supposer la double suite A, , B, , Ao, Bo choisie de telle sorte

que chacun des facteurs a,, h^,... se réduise à i ou à/. Car soit a, =fj, par

55
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exemple; on pourra, dans la construction de G, remplacer la substitution A,

par celle-ci/"' A,, pour laquelle le facteur se trouve réduit à y.

Les facteurs a,, /î>,,... seront donc tous égaux à i, sauf ceux d'un seul

couple, tel que a,, h^, qui pourront être égaux à i ou àj, mais seront égaux

entre eux.

571. Si a, = ^, = «2= ^2 = ï» la ï'éduction de A,, B,, Aa, Ba à leur forme

type pourra s'opérer sans introduire d'imaginaire nouvelle.

572. Soit au contraire a, = 6, =j\ avec a<.^=b^ = i. Dans cette liypo-

ihèse, la réduction du faisceau G à sa forme type, telle que nous l'avons in-

diquée, introduirait l'imaginairey. Pour éviter cet inconvénient, nous allons

reprendre les opérations avec plus de soin.

Ramenons d'abord simultanément les substitutions A,, Aa à leurs formes

canoniques

Les indices [ol^sJo de la première série que A,, Ag multiplient respecti-

vement par y, &- seront de la forme [olasjo+y [^ ^2s]o» [o?2£]o et [i^a^Jo

étant des fonctions des anciens indices, ayant pour coefficients des entiers

complexes formés avec /. La suite des indices [i lasl'o ^^ '^ même série que

A,, Ao multiplient par —y, 0^^ sera formée des fonctions [o^oSJo^y [^ ?2 £jo.

respectivement conjuguées des précédentes par rapport à y. On pourra d'ail-

leurs évidemment, sans altérer l'expression des substitutions A,, Aj, rem-

placer les indices d'une même suite par des fonctions linéaires des indices

de cette même suite, fonctions dont les coefficients soient des entiers com-

plexes, formés avec i ety. Il conviendra seulement d'effectuer sur les indices

des suites conjuguées par rapport à y, et des séries conjuguées par rapport

à i,jy des transformations respectivement conjuguées par rapport à l'une de

ces imaginaires ou par rapport à toutes deux.

573. La substitution B,, transformant A,, Aa en A,, ÔAa, remplacera en

général les indices de la première série et de la suite |,, Ha par des fonctions

de ceux de la première série et de la suite ^,, la+ i- Et l'on peut profiler

de l'indétermination qui reste dans le choix des indices pour faire en sorte

que Ba remplace chacun des indices [^^oi]^^ par [^,iêJo. D'ailleurs la

forme canonique imaginaire trouvée plus haut pour Ba montre que son

carré se réduit à l'unité. Donc Ba remplacera réciproquement [5, i ej'o par
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[I, Ocj'y, et sera de la forme

II est clair que la forme des substitutions A,, A,, Bo ne sera pas altérée

si l'on prend pour indices indépendants, au lieu de '^ooo q,..., [oo£j'„,...

des fonctions linéaires quelconques (à coefficients complexes) de ces mêmes

indices, pourvu qu'on altère de la même manière les indices de chacune des

suites o, I,, et qu'on fasse subir en outre aux indices des suites i, ^2,

conjuguées de celles-là par rapport ày, des altérations conjuguées de celles-

là par rapport à y. Nous allons profiter de cette indétermination pour ra-

mener la substitution B, à une forme simple.

574. Cette substitution, échangeable à A2, B^, transforme A, en 5 A,.

Elle remplace donc les indices '000 q,..., [ooc]^,... par des fonctions des

indices [100]'^,..., Tioc/o»— Nous allons prouver que les indices peuvent

être choisis de telle sorte que ces fonctions se réduisent respectivement à

(a -hjSy) [looj'o,..., (a + jSy) [iosJq,..., a el /3 étant un système de solu-

tions arbitrairement choisi parmi ceux de la congruence
- • • ' ' • , ,

(9) a'H-^»=-i imod.p).

(Foi'r au n° 197 la solution de cette congruence en nombres entiers réels.)

Supposons en effet que les q indices [oocj^,..., [o, o, ^ — i)^ aient pu

être choisis de telle sorte, que B, les remplace par (a-h]3y) [locj^,...,

(a-f-|3y) [i, o, ^— 1 ]'(,; nous allons prouver que l'indice suivant l^oo^J'^j

pourra être choisi de telle sorte, que B, le remplace par (a -r /5y} 10 q]'^.

En effet, l'indice [00^]^ et les suivants ayant été choisis arbitrairement,

soit 9, la fonction des indices [looj'o,..., [loej^,... que B, lui fait suc-

céder : deux cas seront à distinguer :

1° Si la fonction 9, contient quelqu'un des indices [i, o, q -{- ij^^,... de

rang supérieur à y+ i , sa conjuguée f„ pai" rapport à y contiendra l'un des

indices [o, o, y-hi]',,,... conjugués de ceux-là; ce sera donc une fonction

distincte des q -h i premiers indices, et on pourra la prendre pour in-

dice indépendant à la place de [o, o, ^'H-iJo par exemple. Soit donc

9o = [o, o, çr-h i]'^^; (jp, sera égale à [ï,o, q -hi]',^.

D'ailleurs la forme canonique imaginaire trouvée plus haut pour B,

montre que son carré multiplie tous les indices par — i. Donc B,, rempla-

çant [ooq'jQ par [1,0,^4-1'^,, remplacera réciproquement ri,o,^-Hij'o

par — ooq]'Q, et son conjugué fo, o, ^ 4- ij^ par — ^loqJQ.

55.
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Cela posé, soient c, c? deux entiers arbitraires : on pourra prendre pour

indice indépendant, à la place de [ooq]'^, la fonction

(a -+- (Sy
)
(c - dj) [o oq]',-h{c-h dj) [o, o, ^ -f- 1]'.,

que B, remplace par sa conjuguée multipliée par a -\- /3y.

2° Si 9, ne contient aucun des indices [i, o, ^+ i]'„,..., elle contiendra

l'indice [lo^j'o; car sans cela B, remplaçant les ç'+i indices [ooojp,...,

[ooç'J'j, par des fonctions de q indices seulement, son déterminant serait

congru à zéro. Soit donc

cp, = ( w + n/) [i o ^]'. 4- ( r -t- 5/) [i , o, g — i]; -h . .
.

,

Bf remplacera l'indice [ooç'Jo par

{ni-^nj)\{m-nj)[ooq],^{r-sj)[o,o,q—\]^...\-^[r+ sj)[(x— ^j)[o,o,q--x],-h....

Mais elle doit le multiplier par — i; d'où les relations

OU, eu effectuant les calculs et égalant séparément à o les termes réels et

les termes imaginaires,

(lo) m' -h n'^s — 1,

(il) • (m + a)r + (« + (3)5^o,

(12) (n — (3)r — [m— a.)s^o.

Cela posé, on pourra prendre pour indice indépendant, à la place de

[00^ J'y, la fonction

(a + 6/') j[o o ç]'„ + (c + c(/) [o, o, ^ - i]; + . . .
j,

que B, remplace par sa conjuguée, multipliée par « + |Sy, pourvu que l'on

ait

[a + bj){m + nj)= {a - bj){a + <^j),

r-^sj + [a+ ^j){c -^ dj)^{m-^ nj){c — dj) [moA. p),

d'où

(i3) (m— a)a — (n4-P)6^(/i — P)aH-(m + a)6^o,

(i4) rH-(a — /n)c — ((3 + n)û?^5-H((3 — n)c+(a-f-m)</^o,
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575. On pourra toujours satisfaire à ces relations; car les deux relations

(i3), dont le déterminant est congru à zéro en vertu des relations (9) et

(10), se réduisent à une seule, qui détermine le rapport de a à 6. De même,

les relations (i4) se réduisent, en vertu des relations (9), (10), (11), (12)

à une seule, qui détermine l'un des entiers c, d, en fonction de l'autre.

Admettons donc que B, remplace en général l'indice [oos]',, par

(a-l-|5y)[io£]o; et soit 9 la fonction par laquelle elle remplace l'indice

[oi£]'„; BjBa remplacera [oos^'o par 9, et BoB, le remplacera par

(a-H]3y)[ii£]'(j. Donc f est égal à cette dernière expression. Donc B, rem-

place en général [ola^j'o P^r (^~'"i3/)[i?2£]'o'' ^^ comme son carré est égal

à — I, elle remplacera réciproquement [ilacl'o P^^* {^•~ Pj)[^^2^}o' 0"
aura donc

Nous prendrons alternativement pour indices indépendants les quantités

[B, ^2--- Êj'o OU les quantités [|, la--- £jo dont elles dépendent (572) et qui ne

contiennent plus d'autre imaginaire que /; rapportées à ces nouveaux in-

dices, Ao, Bj ne changeront pas de forme; mais A,, B, deviendront

576. Récapitulant ce qui précède, on a ce théorème :

Théorème. — Si Von na pas à la/ois p"*^"5 [mod.^] et 1: = 2, on pourra,

sans altérer l'expression des substitutions de Y, et sans introduire d'imaginaire

nouvelle, mettre A,, B,, Ao, Ba,..., A^, B^ sous la forme

( A.=
|
[5,^,...e]. 64i.^,...s]. I.

B.= \[li....B]. [^.-hi,^„...,c].
i,

(i5) A,=
|
[^.^,...e]. e'.[^.^,...e]. 1, B,=

[ [^. ^,.. .e]. [l, l. -^ i,. .., e], \,

Si l'on ap^^3(mod.4) et 7: ^= -à, Aa. Ba,..., conserveront encore la/orme

(i5); mais A,, B, auront, suivant les cas, soit laforme ci-dessus, soit celle-ci :

i B.= |
[^.^,...e]. a0^.[^,?,...e].+ (3[^.-M,H.,...,Ê].. |;

a, p étant un système de solutions {arbitrairement choisi) de la congruence

a'-hj3*s — I (mod. p).

En prenant les expressions [|, la-.. s]q = [oSa-.- £jo +y 5'' [i la--- e.o /^owr
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indices indépendants, on n altérera pas laforme de Aa, Ba,..., et Con réduira

A|, B, à laforme suivante

(.7) A.= |[^,E:...£J'. 70HI.E— £]; 1, B.=
I [Ih-'^l. («-+-[3y0M[^.-+-'>^',-.£]'. 1-

fï/i fi?e la réduction.

577. Soit maintenant <? une substitution quelconque de F; les substitu-

tions A',, B'j, A'2, B'2,... transformées de A,, B,, A2, Ba,... par "Q, apparte-

nant au faisceau G, seront de la forme

/.Af.Bf.A^'.Bf:^..., g', Af.Bf.A'/^^Bf...., /, A';" Bf'î A«" B*"..., g^A^i Bfî A;' BfL. .,.. .,

/, , ^, , /., giy" désignant des substitutions de F, qui multiplient respecti-

vement les indices de la r-h i'^'"^ série par la puissance/?'" des facteurs/,,

gxyfii g2> Ces transformées satisfont d'ailleurs aux conditions suivantes :

i*^ Le faisceau G = (F, A,, B,, Aa, B,,...) a toutes ses substitutions de la

forme /A'j'B^; A^'B^a'-.-î son transformé (F, A'j, B'^, A'^, B'^,...) a ses substi-

tutions de la forme/'Ai^'Bi^' A'/-B^^'...; mais ces deux faisceaux sont iden-

tiques; donc, quels que soient/, a,, ^,, a,, /^a,.... on pourra déterminer

/', iT,, j,, x.y^y..^-'- de manière à satisfaire à l'identité

(18) /'A'r.BV....=/A-.B?.....

Substituons dans le premier membre les valeurs de A\, B'^,...; faisons en-

suite passer en avant les facteurs A,, puis les facteurs B,, etc., en remar-

quant que les substitutions A,, B,,... sont toutes échangeables entre elles,

aux F près; la relation (18) prendra la forme

y"A«V''+'i >+•• Bf.^'+'^i>->+••. . .^/A'î-B?'. . .,

d'où

a', j;, + c'.j, -H. . .^a,, 6', ar, -f- û?', j, -+- . . .^ (3,, . . . (mod. ;:),

relations qui ne pourront être toujours satisfaites que si Ton a

(^9)

«, c,

b'. d\ ^o (mod. 7:).

2° On a entre les substitutions B, A,, B,,... l'égalité

A^> Bv . . . A\' By . . . = 6'. 'i. - ^.r. +• • • ÂV BV . . . A^- B>,' . .
.

,
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qui devra subsister entre leurs transformées 6', A',, B', ,... par \'>. Or soit

•v? = Çp^,; on aura Q' = Op\ D'autre part, posons

I

X, =a>, -+- c'.j, H-..., Y, = 6',:c, -f-rf'.j, H-.. .,.. .,

I
H, = a, ^, -H 6-', yj, + . . . , H, = 6', ^, -+- f/', 72. -+- • • • , • • • ;

on aura, aux substitutions F près,

A','. B/- . . . = AT- By. .... A ,^' B ,' ...= At' B«'. ......

,

d'où

A'," B7« . . . A'.^- B',"' . . .= ô^. ". - ^. ï. -^ • A'/' B';.' . . . A'.^' B^. . .

.

On aura donc

(2i) X,H, — Z,Y, -i-...= />f(x,yj. — h}\ +...)»

relation qui subsistera pour toutes les valeurs àe x,, y,,..., c,, Tj

3° La substitution A'/'B^^'... doit avoir le même caractéristique que

Af'Bi'... dont elle est la transformée.

Si n est impair, ces caractéristiques sont respectivement (568)

Donc chacune des quantités /^'^f'..., et par suite/,, gi,.-., doivent se

réduire à des puissances de 0.

Si n étant égal à 2, A, et B, ont la forme (i5), ces caractéristiques seront

fj [K'-{/-'^f'...Ke''-^'^-]' et [K'— 6'./. +•••]".

On aura donc

relation qui subsistera pour toutes les valeurs de a;,, j,,... et déterminera

ainsi chacune des quantités/,, g^,..., au signe près.

Remarquons toutefois que si/>''^3(mod.4), on aura

(23) X, Y, -+-. . .^a:,j-, H-. . . {niod.2), .

sans quoi l'équation (22) serait impossible; car, en l'élevant à la puissance

> et remarquant que /,'''~':^^,^'~'^E. ..^^ I, il viendrait la condition
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absurde i^— i (mod./?). La relation (23) une fois satisfaite, les rela-

tions (22) donneront simplement /i^ ± i , ^, ^^ i: i,...

Enfin, si n étant égal à 2, A, et B, ont les formes (17), les caractéris-

tiques seront

TT [K'— (/,'.§-><... )'/*' 6^'+'^'^^' ^' "•]' el [K^—e*. +/.+'./.+•••]•",

expressions qui ne pourront être identiques [/>'' étant ici congru à 3(mod.4)]

que si l'on a

(24) X, -h Y, + X, Y, H-X^Ys-i-. . .^x, H-j, 4- ^,j, +- sCifi -4-. . .,

et qui donneront alors/,^i i , ^,^± 1

578. Considérons maintenant la substitution linéaire

V=:
j

.r,, j,,.. . a',^, + c',j, -f-. .., 6',.r, -HÉ?',/, +...,.. .
|

(mod. r).

La relation (19) montre que son déterminant n'est pas congru à zéro; la

relation (21) qu'elle est abélienne (217), et multiplie par/?P les exposants

d'échange des substitutions

En outre, si n est égal à 2, et p' congru à 3 (mod.4)» l'une des deux rela-

tions (a3), (24) sera satisfaite. Si c'est la première, V sera hypoabélienne

de première espèce; car, en substituant dans la relation (23) les valeurs de

X,,Y,,... données par les relations (20) et égalant les coefficients des di-

verses variables a;, , Jo---> on obtient immédiatement, sauf le signe de

quelques termes (lequel est indifférent par rapport au module 2), les rela-

tions qui caractérisent les substitutions hypoabéliennes de première espèce

(262). On voit de même que si la relation (24) est satisfaite, V sera hypo-

abélienne de seconde espèce.

579. Réciproquement, soit

V=
I

jTi, j,,. .. d, X, -h c\x> +..., b\x, -h d\y, +...,...
\

(mod. r),

une substitution abélienne (hypoabélienne) qui multiplie les exposants d'é-

change par/??. Cherchons à déterminer une substitution corrélative <^, qui

transforme A , , B, , • • . en /, A"'- Bf- . .
. , ^, Af' Bf' ...,...,/,, ^, ,••• étant des

suhstitutions de F.
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1° Soit d'abord n premier impair : on aura V= PPQ, P étant la substitu-

tion qui multiplie x,, x,,... par p, sans altérer r,, y2.---> et Q une substi-

tution abélienne, qui n'altère plus les exposants d'échange, et qui, par

suite, dérive des substitutions Ljt, M^, N,t,v du n° 220. Or les substitutions Ç,

(25)

(26)

(27)

fV(V-'),

m

ont respeclivement pour corrélatives P, L^, M,i, N^,.,; et la substitu-

tion "v?, qui en dérive de la même manière que V dérive de P, L^^, M^, N^,v.

aura évidemment V pour corrélative.

2** Soit 71 = 2, /?''^i (mod.4). La substitution ^^, corrélative de L^,

aura la forme

(28) 0=1 [l>l---^]. /"'"[H.E.-.-e]. |.

A cela près, rien ne sera changé au raisonnement.

S** Soit 7r =2, />"^3(mod.4) et supposons que A,, B, soient de la

forme (i5) : V étant hypoabélienne de première espèce, sera dérivée des

seules substitutions M,,., N^^ (263); et "^ le sera des substitutions corréla-

tives on^, XjjL,^.

4" Enfin, si A, et B, ont la forme (17), V sera hypoabélienne de seconde

espèce, et dérivée des substitutions L,, M,, U, et de celles des substitu-

tions Mji, NpL,v pour lesquelles fx et v sont >i (278-281). Aux substitu-

tions L,, M,, U on pourra faire correspondre celles-ci :

Aux autres substitutions Mj^, Nj^.v on pourra faire correspondre des substi-

tutions Drc[j., X^v ayant re§pectivement les formes (26) et (27). Cela posé,

la substitution <?, dérivée des substitutions J^^, on.,, o, dïl^, 3L^^^, de la

même manière que V dérive de L,, M,, U, Mj^, N^v. aura V pour corrélative.

580. La substitution ^, que nous venons de déterminer, n'est pas la seule

substitution de la forme Ç^^qui ait V pour corrélative; mais il est aisé de

déterminer toutes les substitutions qui jouissent de cette propriété.

5Ç
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Soit 1 l'une des substitutions cherchées : on aura 2 = \'>]S,, 2, étant une

nouvelle substitution de la forme ^, et qui transforme A,, B,,.-. en /'A,,

^'B,,...,/', g',", étant des substitutions de F. Mais ces transformées

ont respectivement les mêmes caractéristiques quex\,, B,,... : donc/', ^',...

se réduisent à des puissances de 6. Soieut/'= ê^S ^'= $-*,...; on aura

2, = A"'B^,'...22, la étant une substitution de la forme ^ et échangeable

à A,, B,,..., ce qui exige évidemment qu'elle soit de la forme

29) :H.^,...£T Yt<^),[l^h---q\

où les divers coefticients représentés par le symbole général a^ sont des en-

tiers complexes, formés avec i, et indépendants de ^,, ^2

Si chaque suite ne contenait qu'un indice, le dernier indicateur s ne serait

susceptible que d'une seule valeur, et pourrait être supprimé sans inconvé-

nient; G appartiendrait alors au faisceau F; mais, pour plus de généralité,

nous continuerons de supposer que chaque suite contient |ul' indices, fx' étant

>i.
Quant à la substitution \'5A",'B^;..., elle est le produit de substitutions

partielles dont l'une est égale à ^p, les autres étant de la forme

(3o) è = [Vi^---^]
S«;:^::[^'/^

/../i,..

où les coefficients aj;',' ; sont des entiers complexes indépendants de z.

La substitution 1 est donc le produit de $p par deux autres substitutions,

appartenant respectivement aux formes s et G.

581. Nous avons vu (557) que le groupe F résulte de la combinaison

d'une substitution de la forme ^^^avec un groupe partiel F' formé de sub-

stitutions qui ne déplacent pas les séries. D'après ce qui précède, on aura

1-^^— cf<>'ii', s' et^' étant respectivement des formes s et E; quant aux

substitutions de F, elles seront de la forme S5, et pourront se réduire à la

forme s ou à la forme G, si l'une des substitutions composantes appartient

au faisceau F, formé des substitutions communes à ces deux formes.

Formons l'échelle de substitutions génératrice du groupe F', de telle sorte

que les substitutions du faisceau F soient les premières introduites (526).

Soit

Joj yi, • • • j . Si Gl, • • • , Sn Gn
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cette échelle. Les substitutions §,, So» • • • ^u ^2» • • • > considérées isolément,

appartiendront à T.

En effet, nous allons prouver que le groupe

est résoluble; comme il contient F, qui est résoluble et général, il se con-

fondra avec lui. Il suffît pour cela de faire voir que chacune des substitu-

tions/,,/, ,..., s,,..., s„, S,,..., S„, œ°s'5'est permutable au groupe dérivé

des précédentes; nous allons le montrer, par exemple, pour la dernière de

ces substitutions. Les substitutions/,,/,..., s, G,,..., 8«Ç^„, î^s'G' formant

l'échelle d'un groupe résoluble, on aura par exemple

/^ étant une substitution de F. On en déduit, en remarquant que les substi-

tutions de la forme e sont échangeables à celles de la forme s.

Or le premier membre de cette égalité est de la forme 5; le.second est de

la forme s : d'ailleurs les seules substitutions communes à ces deux formes

sont celles de F; donc les deux substitutions ci-dessus appartiennent à F.

Soit/^ leur valeur commune : les transformées de t^^ et de S,„ par $^5's' se-

ront respectivement égales à ^"...5,''/^ et ày^~'s^"...s"'/J. ; elles appartien-

dront donc au groupe dérivé de/, /,..., s,,..., S«, G,,..., G„, ce qu'il fal-

lait démontrer.

582. Le groupe V contient des substitutions de la forme 5, autres que celles

de Y. Supposons en effet qu'il en soit autrement; nous allons voir, comme au

n'' 558, que le groupe F, exclusivement dérivé des substitutions F, s,, . . .

,

S/,, ^s'G' ne peut être général.

Soient/,, /,...^les substitutions de F; Go/, Go/,i..; G,/o, 5,/,...;,..

celles de la forme s. Les groupes F„, F,,... transformés de F par les substi-

tutions Go, G,,..., seront respectivement dérivés des substitutions F, S,,...,

§„, auxquelles les transformantes sont échangeables, jointes aux trans-

formées $^s'Ga,/p,, ^^s'^a,/?,...- de la substitution œ^s'G'.

Cela posé, si Ton a G», = G,,, on obtiendra un groupe résoluble plus gé-

néral que F, en lui adjoignant la substitution G, G^', qui lui est permuta-

ble (558). Si au contraire toutes les substitutions G»,, ^a,*--- sont distinctes,

56.
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l'une d'elles, s», par exemple, se réduira à l'unité. Soit alors W une subsli-

tulion de la forme s, qui n'appartienne pas à F, et dont les coefficients

soient réels : on pourra adjoindre à T la substitution 6,WS7S qui est échan-

geable à toutes ses substitutions.

583. Le groupe formé par celles des substitutions de F qui sont de la

forme G est évidemment permutable à toutes les substitutions de F. On

pourra donc (528) y déterminer un faisceau G', plus général que Y ,
permuta-

ble aux substitutions de F, et dont les substitutions soient échangeables entre

elles, aux F prés. Si ce faisceau peut être déterminé de plusieurs manières,

nous-le choisirons de telle sorte que son ordre soit minimum. Raisonnant

comme précédemment, nous verrons successivement :

1° Que G' résulte de la combinaison de F avec une double suite A, , B, ,...;

A',,., B',, dont chaque substitution est échangeable à toutes les autres, sauf à

son associée, à laquelle elle est liée par une relation de la forme

Br'A'.B', = 0'A'.,...,

5' désignant la substitution de F qui multiplie les indices de la r -h i
"^'"* série

par O'P'^; lefacteur 6' étant une racine de la congruence

(3i) Ô"'=i (mod. /7),

et n' un diviseur premier de p^ — i (559-561 ).

2° Que les [l' indices qui se déduisent l'un de l'autre par la variation de

rindicateur s. peuvent être remplacés par d'autres indices indépendants, qui

se partagent en n"'' suites, en réunissant ensemble les indices, en nombre

li-"= /j.'tt'"'^, que K^ ,..., A',, multiplient par les mêmes facteurs : et qu'e/i choi-

sissant convenablement les nouveaux indices, et remplaçant V indicateur unique

£ par a' indicateurs yj,, vja,... variables de o à n' — i, et un indicateur s', va-

riable de o à II" — I , on pourra mettre les substitutions A\, B', , . . . , sous la

forme suivante :

i A',=
|

[^.^,...-/3,...e'], e'^''[ll,...n,...e'], \,

(39.) < B',=
|
[|.^,... •/:,...£']« [lul2,-..,-n,-hi,...,e'l\,

à moins que l'on n'aitp'^ 3 (mod. 4) et n':= i, auquel cas A', et B'j pourront

avoir, au lieu de laforme précédente, celle-ci :

f33) f^''~ 1
[^.^2- •••/)>... £']o — 0'^"[^. Iî---. ïî. + i,-..e']o |,
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( Voir les n^ 562-576. ) 11 est clair d'ailleurs qu'on peut ramener ces substi-

tutions aux formes types ci-dessus en opérant séparément, et de la même

manière, sur chacune des suites d'indices qui correspondent aux divers sys-

tèmes de valeurs de ^,, la»- •• En agissant ainsi, les expressions des substi-

tutions F, A,, B,,..., s,, Sa.--- ne seront évidemment pas altérées. Il faudra

seulement y écrire [H, |2-->3«---£'jr à la place de [B,zn...e^r-

S*" Qu'à chaque substitution "^ de T y qui transforme A'j , B', , . . . en

// A'*' B'f' . .
. , g\ A /' B f

' ....... correspond une substitution

appartenant au groupe abélien [et dans certains cas à l'un des groupes hypo-

abéliens) de degré n'-'^' (577-578).

5** Que chacune des substitutions G,, Go,..-, G' e^i /e produit de deux substi-

tutions partielles , ayant les formes suivantes (579-580) :

(34)

(35)

m,, ..

5° Que les deux substitutions partielles dont S, , Sa.- •- sont le produit appar-

tiennent au groupe T (581); que si /jl" >> i , F contiendra des substitutions

de laforme ( 35 j , autres que celles du faisceau F ( 582) ; que parmi ces substi-

tuons on pourra déterminer un secondfaisceau G", analogue à G et à G' ; etc.

584. Supposons, pour fixer les idées, que ,a" se réduise à l'unité. Les sub-

stitutions de la forme (35) se réduiront à celles de F.

Soient maintenant t? = ^^une substitution quelconque de F : on pourra

lui déterminer, comme aux n*** 578 et 583, deux substitutions corrélatives

V, V, appartenant respectivement aux groupes abéliens (hypoabéliens) de

degrés 71^*^, n'-'^, et y multipliant les exposants d'échange par/>Pfmod. tt),

p°(mo(\. n'). Les deux groupes A, A' respectivementforméspar Tensemble des

substitutions V et par Vensemble des substitutions V, étant isomorphes à F,

seront résolubles. Déplus, ils seront primaires.

En effet, si A, par exemple, n'était pas primaire, il existerait des fonc-

tions «p, 9',... des indices iT,, j,,..., en nombre moindre que ces indices, et

que chaque substitution de A remplacerait par des fonctions linéaires de 5,

k
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ç)',.... Celles des substitutions de la forme

.A..«' \)l,?' ...= \x„x„... a:, + a,, /, 4- p„ . . . [,

qui n'altèrent pas ces fonctions, formeraient un faisceau D permutable à

toutes les substitutions de A. Les substitutions de r, permutant entre elles

les substitutions A''Bf'..., aux F près, de la même manière que celles de A
permutent les substitutions A-*' uif ' . . . , seraient permutables au faisceau dé-

rivé de F et des substitutions formées avec A,, B,,..., comme celles de D
le sont avec .v,, oïLn Ce faisceau étant contenu dans G, et moins général

que lui, un tel résultat est inadmissible (559).

585. Réciproquement, soient L, L' deux groupes résolubles et primaires,

respectivement contenus dans les groupes abéliens (hypoabéliens) de de-

grés 7î^*^, Tt'^'^'. Associons leurs substitutions de toutes les manières possi-

bles, de telle sorte que deux substitutions associées V, V multiplient les

exposants d'échange par des facteurs respectivement congrus à une même
puissance de/î. Soient/?? (mod. ;r), pPfmod. ;:') ces facteurs. A chaque sys-

tème de substitutions associées, tel que V, V, on pourra faire correspondre

une substitution 'Q de la forme ^^^, dont V, V soient les corrélatives. Le

groupe r formé par les substitutions ainsi déterminées, jointes aux substitu-

tions F, A
, , B , , . . . , A', , B'i , . . . , sera résoluble

.

En effet, soit A le groupe formé par celles des substitutions de L qui sont

les corrélatives de celles de F. Ce groupe, étant contenu dans L, sera réso-

luble (521 ). Il est d'ailleurs isomorphe à F; ce dernier groupe sera donc ré-

soluble, si le groupe F, formé par celles de ses substitutions qui ont pour

première corrélative l'unité est lui-même résoluble (525). Or soit A'^ le

groupe formé par celles des substitutions de U qui sont les corrélatives de

celles de F,. Ce groupe, étant contenu dans L', sera résoluble (521). Il est

d'ailleurs isomorphe à F,; ce dernier groupe sera donc résoluble, si le

groupe Fa formé par celles de ses substitutions qui ont leur seconde corré-

lative égale à l'unité est lui-même résoluble. Or soit ^F'^, une substitution

de F,. Ses corrélatives se réduisant à l'unité, le facteur /??• par lequel elles

multiplient les exposants d'échange se réduit à i (mod. tt) et à i (mod. tt').

Cela posé, la substitution $?* transforme A,, B,,..., A', , B'^,... en Af' = A,,

B,,..., Kf'-= A'j, B, ,... : elle aura donc l'unité pour chacune de ses cor-

rélatives. Il en sera donc de même de ^,; donc ^, transformera A,, B,,...,

A',,B\,... en/, A,, ^, B,, ...,/; A'^, g\B\,...,f,g^,...,/[ , g,,... étant

des substitutions de F. Pour que ces transformées aient mêmes caractéris-



DE LA RÉSOLUTION PAR RADICAUX. 447

tiques que A,, B,,.. , A',, B',,... il faut que/,, g,,... se réduisent à des puis-

sances de Q, telles que ô^s 6~*',... (580) et/,' , g\,... k des puissances de 0',

telles que 0'^'', ô'-"',.... On en déduit ^, = A*,' B^,' . . . A',*' Bf'.../, /étant

une substitution de la forme '^, échangeable à A,, B, A'j, B',,.*» et qui,

par suite, appartient à F.

Or il est clair que le groupe (F, A,, B,,..., A',, B',,...) est résoluble, et

permutable aux substitutions telles que Ç?-, qui d'ailleurs sont échangeables

entre elles. Le groupe Fj, dérivé de la combinaison de ces diverses substi-

tutions, est donc résoluble.

586. Il semble au premier abord qu'il y ait une certaine indétermination

dans la manière de construire le groupe F; car on peut déterminer de di-

verses manières une substitution <? ayant pour corrélatives deux substitu-

tions associées quelconques, telles que V, V. Mais de quelque manière quon
les détermine, le groupe F sera le même. Soient en effet "9, <>, deux substitu-

tions ayant chacune V, Y' pour corrélatives. On aura V>, =t?^,, ^^ étant une

substitution de forme ^, ayant pour corrélatives l'unité, et, par suite, dé-

rivée de F, A,, B,,..., A'i, B', ,... (585). Le groupe F contenant dès le début

de la construction ces dernières substitutions, il est indifférent de leur ad-

joindre ensuite la substitution C> ou la substitution t?, ; car, dans l'un et l'au-

tre cas, F contiendra ^ et <?,.

587. On voit par ce qui précède que la construction du groupe F re-

vient à celle des groupes auxiliaires L, L'. Aux diverses manières de déter-

miner ces groupes correspondent pour F autant de groupes différents. D'ail-

leurs, notre recherche étant bornée aux groupes les plus généraux de la

forme F, on devra supposer que L, L' sont les groupes les plus généraux de

leur espèce (*). Leur détermination conduit donc au problème C.

588. Plaçons ici quelques définitions :

Une substitution abélienne sera dite abélienne propre, si elle n'altère pas

les exposants d'échange.

(*) On serait en droit d'exiger qae non-seulement L, L', mais encore A, A' fussent primaires

(584). Mais cette condition n'est pas nécessaire à la résolubilité du groupe r. En la négligeant,

nous n'avons donc à craindre d'autre inconvénient que d'obtenir pour r des groupes non géné-

raux, ou formant double emploi avec d'autres. Nous indiquerons plus loin le moyen de parer avec

certitude à ce défaut. - «^
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Si 7r = 2, toute substitution abélienne, et notamment toute substitulion

bvpoabélienne, sera évidemment abélienne propre.

Deux groupes contenus dans le même groupe abélien seront dits sem-

blables [improprement semblables), si l'on peut les transformer l'un dans

l'autre par des substitutions abéliennes propres (impropres).

589.. On obtiendra le même groupe Y, à la notation près, en employant

pour groupes auxiliaires, à la place de L [ou de L'), l'un quelconque L, des

groupes qui lui sont semblables.

Soient en effet F, A,, B,,..., h\, B'^,..., s,,--., s«» eE,,.-..,s^. <S^è%' les

substitutions de T : i , S,,..., S„, S' les substitutions correspondantes de L;

S la substitution abélienne propre qui transforme L en L,, rS sa corrélative,

construite comme au n° 579. Le groupe r,, construit à l'aide du groupe L,,

aura pour substitutions F, A,, B,,..., A', , B'^,..., s~'s,s,..., s~'S„s, s,,...,

G«. S~'^^s'sg'. D'ailleurs s est permutable au faisceau F, A,, B,,..., et échan-

geable à A'i, B'j,... ainsi qu'à S,,..., s,„ S'. Donc le groupe transformé de F

par s n'est autre que F,. On pourra donc, par un simple changement d'in-

dices indépendants, réduire les substitutions de F à la forme de celles de F,,

et réciproquement (172).

590. On pourra déterminer comme il suit l'ordre de F.

Soient g une racine primitive de la congruence ^^~' ^si (mod. tt); V,,

Va,... les substitutions de L; g*-, ^"s... les facteurs par lesquels elles mul-

tiplient les exposants d'échange : L contient la substitution W = V"" V'a"-..,

qui les multiplie par ^a."'.+ai'«f:+
. Cela posé, on pourra profiter des indé-

terminées m,, ma, . . . pour que a< m, + «a ^^2 +• • se réduise à d, plus

grand commun diviseur de a,, ag,..., t: — i . Supposons «,=c?e<, a^=.de^,...,

;r — I = c?e; on aura ¥< = W'''S4, Va = W^^Sg,..., S,, Sa,... étant des sub-

stitutions de L qui soient abéliennes propres. Soit maintenant s un entier

quelconque compris entre o et e — i. A chaque substitution S, contenue

dans L, et qui n'altère pas les exposants d'échange, correspondra une autre

substitution W^S, qui les multiplie par g'^'\ et réciproquement. Soit donc w

l'ordre de L; celui du gr(Tupe partiel formé par celles de ses substitutions

qui sont abéliennes propres, sera — = __ •

Le nombre d, que nous appellerons \exposant du groupe L, est au plus

égal à 2. En effet, la substitution qui multiplie tous les indices par g, et les

exposants d'échange par ^-, étant échangeable à toute substitution linéaire,
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est contenue dans L, sans quoi on pourrail l'adjoindre à ce groupe, pour

former un groupe analogue mais plus général, ce qui est contraire à notre

ily po thèse.

On voit de même que ^ désignant une racine primitive de la congruence
^'"'"'^

I (mod. n'), et d' un entier au plus égal à 2, les substitutions de L'

seront de la forme W'^'S', , W étant une substitution de L' qui multiplie les

exposants d'échange par g"*-', et S', une substitution abélienne propre. L'or-

dre du groupe partiel formé par ces dernières substitutions sera _,

_'
•>

w' étant l'ordre de L'.

591. Soient maintenant •<? = ^j??:^ une substitution quelconque de Y.

W'S), W'^'S'j ses corrélatives; elles multiplieront les exposants d'échange

par/>P; mais elles les multiplient par ^''S
^'^"'''

\ on aura donc

(36) ;??= ^'(mod. 7:)= ^'^'''(mod. 7t').

Réciproquement, soient /9, £, s' trois entiers quelconques qui satisfassent

aux ri'bitions (36), S,, S'j deux substitutions abéliennes propres quelcon-

ques prises dans les groupes L, L', ^, une substitution quelconque de la

forme :^, et ayant l'unité pour chacune de ses corrélatives : le groupe Y
contiendra les substitutions de la forme V^^t, qui ont pour corrélatives

W'S,, W'^'S',. Soient donc A- le nombre des valeurs de ^ (mod. v) qui per-

mettent de satisfaire à une relation telle que (36), /le nombre de manières

de choisir la substitution S,, /' le nombre de manières de choisir la substi-

tution S'j, q le nombre de manières de choisir la substitution ^, : l'or-

dre n de r sera kll'q.

Or nous venons de trouver /= —> l' == -, D'autre part, la sub-

siitulion ^, =/A"'B^j\.. A'"'Bf'... a évidemment {p' — \)n'^n"^ formes dis-

tinctes correspondant aux divers systèmes de valeurs dey, a,, ^,,'-> «i.

|5',

,

Enfin soient /??', /?P-,... les diverses puissances de /> qui sont congrues

à la fois à des puissances de g^ suivant le module ;r et à des puissances

de ^'^' (mod. n') : il est clair que/?'"'?'"*"'"»?'^ sera l'une de ces puissances.

On peut d'ailleurs disposer des indéterminées /w,, /Wo,... de manière à ré-

duire l'expression précédente à p^, â étant le plus grand commun diviseur de

/5,, pa.---- D'ailleurs (î' divise v; car/?" étant congru à i^g'^~* (mod.Tr) (561)

et à i^ g"^'-* (mod. n') (583), v est l'un des nombres de la suite /s,, p^,....

57
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Les diverses valeurs de p qui permettent de satisfaire aux relations de la

forme (36) seront donc les suivantes : o, «?,..., f ^ — i
j
^, on nombre ^•

On aura donc k = -z^-» d'où

V, , ,, do.d'M' m, ,
(hud'o)'



DE LA RÉSOLUnOX PAR RADICAUX. 4ol

CHAPITRE IV.

RÉDUCTION DU PROBLÈME C.

§ I. — Groupes décomposables,

592. Soit L un groupe résoluble, primaire et général contenu dans le

groupe abélien (dans l'un des groupes hypoabéliens) de degré/)-". Il résulte

de la combinaison d'une substitution W qui multiplie les exposants d'é-

change par g'^
\ g étant une racine primitive de la congruence g^"' ^^ i

(moà.p), et «/étant au plus égal à 2] avec des substitutions abéliennes

propres (590). Le groupe A formé par les substitutions abéliennes propres

contenues dans L est évidemment permutable aux substitutions de L; il ne

peut d'ailleurs se réduire h la seule substitution i. En effet, si/? = 2, il se

confond avec L; et si /)>2, L contient la substitution g qui mulliplie tous

les indices par ^(590), substitution dont la puissance^ est abélienne

propre et multiplie tous les indices par — i.

593. Le groupe L sera dit décomposable, si n étant égal à m}, on peut

déterminer X systèmes de 2m fonctions linéaires des indices, réelles et dis-

tinctes, et telles : i"* qu'en les prenant pour indices indépendants les expo-

sants d'échange des substitutions correspondantes à deux indices de sys-

tèmes différents soient tous congrus à zéro; 2° que chaque substitution de L

remplace les indices de chaque système par des fonctions linéaires des in-

dices d'un même système.

Le groupe L étant supposé décomposable, il peut exister plusieurs ma-

nières d'y déterminer des systèmes de fonctions jouissant des propriétés ci-

dessus : nous choisirons, pour y appliquer nos raisonnements, une de celles

où le nombre ). des systèmes est minimum.

Soient Xf,, Yq, ...;...', £c^, j^.,. ..;... les amX fonctions considérées, l'indi-

cateur r variant d'un système à l'autre, entre les limites o et X — i; C^^,

Cv.,. ..;...; Cj;^, Cj.^, ...;... les substitutions correspondantes. Le déterminant

formé par leurs exposants d'échange mutuels ne peut être congru à zéro.

5?.
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Mais (Cj„C^,),... étant congrus à zéro, par hypothèse, ce déterminant se ré-

duira au produit des déterminants partiels

(c,„a„) (a,c^„) ...

(C^oCxJ (C,,C,„) ...

Donc aucun de ces déterminants partiels ne sera congru à zéro.

594. Chaque substitution de L sera le produit de deux substitutions par-

tielles N et P, dont la première remplace les indices de chaque système par

les indices correspondants d'un autre système, et dont la seconde remplace

les indices de chaque système par des fonctions de ces mêmes indices (545).

Ici deux cas seront à distinguer, suivant que les substitutions de A s(î ré-

duiront ou ne se réduiront pas toutes à la forme P.

595. Premier cas. — Ce cas ne peut se présenter si p=^i, ni si d^= i. Car

si ^=: 2, L se confond avec A; et si /?>> 2, mais d= i,h dérive de la com-

binaison de A avec la substitution g, laquelle est évidemment de la forme P

(590). Si donc les substitutions de A étaient de cette forme, aucune substi-

tution de L ne déplacerait les systèmes, et L ne serait pas primaire (311).

Soit donc d=^ i : on aura X = 2. Soient en effet 1^ un système quel-

conque, 2, le système que W lui fait succéder, 2o celui qu'elle fait succéder

à 2,. La substitution W" fait succéder ^2 à I,,. Mais on a W^ = ^S, S étant

une nouvelle substitution de L, qui sera abélienne propre, et par suite de

la forme P. Donc W^ sera lui-même de cette forme, et par suite ne dépla-

cera pas les systèmes. Donc I2 se confond avec 2o. Donc les substitutions A
et W, dont L est dérivé, permutent exclusivement entre eux les deux sys-

tèmes 2o, I,. Si donc il y avait d'autres systèmes que ces deux-là, L ne

serait pas primaire (311).

596. Une substitution quelconque/, prise dans le groupe A, est le pro-

duit de deux substitutions partielles /,, /, opérées respectivement sur les

indices des deux systèmes 1.^ et I,. Chacune de ces substitutions partielles

sera abélienne propre . Car/^, par exemple, transforme Cj^^, C^.^,..., C^^, C^-,,...

en substitutions telles que D = C"„CJ„..., D' = Cl„C^^...,..., C^., C^, Mais

la substitution /transforme également C^„, C^^,... en D, D',...; et comme

elle appartient à A, D, D',... auront mêmes exposants d'échange mutuels

que Cj:„, C^„, D'autre part, les exposants d'échange de C;i.„, G,,,,... avec

C^,, C^,,... étant congrus à zéro, par hypothèse, il en sera de même de
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ceux de D, D',... avec les mêmes subslilulions. Enfin /,, transformant C^^,

C,,,... en elles-mêmes, n'allère pas leurs exposants d'échange mutuels.

Donc/o est abélienne propre.

Cela posé, soient f^f^, flf\ ,... les diverses suhstilutions de A : A con-

liendra chacune des substitutions parlielU s f^, f^ ,...,/,,/,' ,— On voit en

effet, comme au n° 547,'que le groupe dérivé de la combinaison de L avec

ces substitutions partielles est résoluble. D'ailleurs ses substitutions sont

abéliennes. Enfin il serait, contre l'hypothèse, plus général (^e L, si yj,,

f'o '•••j/i'/i ,... n'étaient pas contenues dans L, et par suite dans A.

597. Le choix des indices indépendants Xç^, Jo»---'» ^». >'i»- •• présente un

certain arbitraire. Prenons en effet pour indices indépendants, à la place

de ^,, r,,... par exemple, des fonctions quelconques s, m,... de ces indices.

Les substitutions C^, C„,... correspondantes à ces nouveaux indices seront

de la forme C' C,^ ..., et, par suite, auront des exposants d'échange congrus

à zéro avec C^.,, C^,, En outre, il est clair qu'après ce changement d'in-

dices, chaque substitution de L fera encore succéder aux indices de chaque

système des fondions des indices d'un même système. Les deux propriétés

fondamentales du n*^ 593 seront donc conservées.

Le choix des indices indépendants restant arbitraire dans le premier sys-

tème, prenons pour indices iudénendants dans le second système les fonc-

tions d?,, y,,... que la substitution W fait succéder à ^To. Vo- Cette sub-

stitution remplaçant respectivement a?,, r,,... par des fonctions de x^.

jo.---» on pourra la
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tiels Ao, A,, respectivement formés des subslitulions/o»/ô »••• et des sub-

stitutions/,,/,' , D'ailleurs X transforme évidemment ces deux groupes

l'un dans l'autre. Donc L résulte de la combinaison de X avec un seul de

ces groupes, tel que A^.

Remarquons enfin que la substitution X, qui transforme

multipliant les exposants d'échange par g, chaque élément du premier dé-

terminant partiel du n*' 593 sera égal à l'élément correspondant du second,

multiplié par g. Il suffit donc que le premier déterminant ne soit pas con-

gru à zéro pour que l'autre ne le soit pas non plus.

598. Réciproquement, soient \J un groupe résoluble et contenu dans le

groupe abélien de degré /?^'"; 0' son ordre; d' son exposant; A' le groupe

partiel formé par celles de ses substitutions qui sont abéliennes propres;

soient enfin

I
x„ y\, ... a.ro + |3j« -h . . . , a' x, + ^'y, +...,...

|

les substitutions de A'. On pourra construire ainsi qu'il suit un groupe ré-

soluble L, contenu dans le groupe abélien de degré/?*'".

Écrivons à la suite des indices a^o» Jo.-«' d'autres indices en nombre égal,

a?,, j,,... et supposons que les exposants d'échange des substitutions Cj:,,

C^^,... avec C;r„> C^o'-*- soient congrus à zéro, et que leurs exposants d'é-

change mutuels soient égaux à ceux des substitutions C^r,, C,-^,... respecti-

vement multipliés par g~^
. Le déterminant des exposants d'échange des

substitutions C^^, C^„,..., C^r,» C^,»---» étant le produit de deux déterminants

partiels, égaux à un facteur constant près, et dont le premier n'est pas

congru à zéro, ne sera pas congru à zéro. Cela posé, le groupe Aq formé

des substitutions

^0, Jo, . . a^o + |3j„ -{-..., cf! x^-\- (3' j'o +-...,..

'X\^ JTi» • • • -^ij T^i • ' •

jointes à la substitution

X=
I
^0, Jo,..., X„X„... X„J,,..., gX„ fifo,--' \,

forme un groupe de substitutions abéliennes : car les substitutions de Ao

sont abéliennes propres, et X multiplie les exposants d'échange par g. Ce

i
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groupe est résoluble. En effet, X transforme Ao en un groupe A, formé

des substitutions

Or A', étant contenu dans L', est résoluble. Ses isomorpbes Ao, A, le

seront également (525). Mais leurs substitutions sont échangeables. Le

groupe (Ao. A,) sera donc résoluble (527); et en loi adjoignant X, qui lui

est permutable, on aura encore un groupe résoluble.

L^ordre du groupe L est égal h (p— i)û, ù étant Tordre du groupe

partiel A formé par celles de ses substitutions qui sont abélieunes propres

(590). Ces dernières substitutions dérivent de la combinaison de A^ et de A,

avec X*^'. Mais X''"*, multipliant chaque indice par — i, est le produit de

deux substitutions partielles, multipliant respectivement par — i les in-

dices Xo, Vor.'. et les indices x,, y^..., et qui appartiennent respectivement

à Ao et à A,. Donc A se réduit à (A^, A,) et contiendra ^'- substitutions,

ù' étant Tordre de A'. On a d'ailleurs

d'(y </'»0'»

// - I p- i

599. Pour qne le groupe L construit romme il vient d'être indiqué soit

général, on devra naturellement prendre L' aussi général que possible dans

son espèce. Mais, de plus, d' doit être égal à i. Car supposons que L' con-

tînt une substitution S' qui multipliât les exposants d'échange par g. Cette

substitution étant permutable à A', la substitution S, qui altère les indices

^0' Jo"-- de la même manière que S', et qui en outre altère de la même
manière les indices a:,, j,,---» serait permutable à chacun des groupes A^,

A, et échangeable à X. Elle serait d'^ailleurs abélienne, car elle multiplie

tous les exposants d'échange par g. On pourrait donc l'adjoindre au groupe

L, et obtenir ainsi un groupe plus général, L ne contenant évidemment au-

cune substitution qui multiplie les exposants d'échange par ^ sans permuter

les deux systèmes.

La détermination du groupe L se trouve ainsi ramenée à celle do groupe

L'. Ce dernier peut être lui-même décomposable; mais comme d' est égal

à 2, on ne pourra retomber sur le premier cas de décomposahilité que nous

venons de discuter.

600. Second cas. — Supposons maintenant que le groupe L ne soit pas
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décomposable de la façon indiquée ci-dessus. Il pourra l'être d'une seconde

manière, qui nous reste à discuter.

Soient N'P', N"P",... les substitutions de L, N', N",... et P', P",... étant

respectivement des formes N et P (594). Les déplacements opérés sur les

X systèmes par les substitutions N', N",... forment un groupe A, résoluble

et primitif (546). Donc X est une puissance d'un nombre premier ;:. Soit,

pour fixer les idées, X = 7:". Remplaçant l'indicateur unique r par deux in-

dicateurs 2, yj, variables de o à tt— i, A résultera (533 et 546) de la com-

binaison :

i** D'un faisceau E de substitutions remplaçant le système (|, yj) par le

système (^-+-a, vj4-p); les constantes a, /3, variables d'une substitution à

l'autre, prenant chacune toute la suite des valeurs o,..., n — i (mod.Tr);

2" D'un groupe H, dont les substitutions le remplacent par le système

{a'^-h b-rj, a'^-h b' T/), a, b, a', b' étant des entiers constants pour une

même substitution.

601. Soient J\, P,, NoPo»-. les substitutions de A;

A, ::rz
[ . . . , art,;, ^'jr,, , ^a, ;-i-6, n+a, » ^7V^;+i'^ï,+?,, • • •

| » • • •

les déplacements qu'elles font subir aux systèmes. Le groupe formé par les

substitutions N,, No,... contiendra au moins une substitution de E autre que

l'unité.

En effet, A contient, par hypothèse, une substitution N, P< qui déplace

les systèmes; la substitution correspondante Ni ne se réduira pas à l'unité.

Si elle est échangeable à toutes les substitutions de E, on aura «, r= Z^'^ = i

,

b^ =a', = o, et N< appartiendra à E. Dans le cas contraire, soit N' une sub-

stitution de E qui ne soit pas échangeable à N, : L contient une substitution

N'P' qui fait subir aux systèmes le déplacement N'. D'ailleurs N' P' est per-

mutable à A; donc A contient (N,P<)"'. (N'P')-' N<P, N'P', substitution qui

fait subir aux systèmes le déplacement N^* N'~' N, N', lequel appartient à E.

602. Le groupe formé par les substitutions N,, No,.-, contient tout le fais-

ceau E. En effet, les substitutions de L étant permutables à A, celles de A
le seront a fortiori au groupe (N,, No,...). IMais elles le sont à E. Elles le

seront donc au groupe formé par les substitutions communes à (N,, Na,...)

et à E. Si ce groupe ne contenait pas toutes les substitutions de E, il ne se-

rait pas transitif, et par suite, A ne serait pas primitif (53).

Celles des substitutions N<P,,... du groupe A dont les premiers facteurs
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\ appartiennent à E forment un faisceau C permutable aux substitutions

de L. Car la transformée de N, P, par une quelconque de ces dernières sub-

stitutions, N'P', appartient à A, et son premier facteur N'"* \, N' appartient

à E. On pourra donc, en formant Téchelle génératrice du groupe L, faire

passer les substitutions de C en avant des autres.

Considérons plus spécialement encore, parmi les substitutions de ^^ celles

qui ne déplacent pas les systèmes : elles forment un faisceau J, permutable

aux substitutions de C. On pourra les faire passer en avant de toutes les

autres.

603. Chaque substitution de #, telle que/, est le produit de substitutions

partielles /(),/,,... altérant respectivement les indices des divers systèmes.

On verra, comme au n° 596, que chacune de ces substitutions partielles est

ahèlienne propre {hypoabélienne), et qu elle est contenue dans ^. On verra en-

suite (548-550) que C résulte de la combinaison de t avec les substitutions

et que L résulte de la combinaison de -7 avec des substitutions IJ, l'J',...; J,

J',... étant des substitutions qui remplacent les indices de chaque système par

les indices correspondants d'un même système, et I, I',... des substitutions qui

remplacent les indices de chaque système par des fonctions linéaires de ces

mêmes indices, fonctions dont les coefficients sont les mêmes pour tous les sys-

tèmes.

604. Chacune des substitutions J, J',... est abélienne propre [hypoabélienné)

.

Car elle est le produit de transpositions effectuées entre deux systèmes.

Chacune de ces transpositions est une substitution abélienne propre (hy-

poabélienné). Soient en effet S Tune d'entre elles; H^ et H, les deux sys-

tèmes qu'elle permute; C'„, C^,... et C'j, Cj,... les substitutions respective-

ment correspondantes aux indices de ces deux systèmes; M, M,,... celles

qui correspondent aux autres indices : S transforme

^.»'-'o»*-'»'-'i>'-'i>*''>">^i>-*- en L.,,L,,...,L,,Lj,...,M, M|,....

Mais parmi les substitutions -l,"a)l,P... il en est une qui remplace H, par H^

et qui transforme ainsi C^, C^,... en C^y C",.... DoucCq, Cq,... ont mêmes
exposants d'échange mutuels (et mêmes caractères) que C^, C\, D'ail-

leurs les exposants d'échange de Cq, Cp,... avec C^, C",..., M, M,,... et

ceux de C^,C^,... avec M, M,,.-, sont congrus à zéro. Il en est de même
58
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(les exposanls d'échange des substitutions transformées. Enfin S transfor-

mant en elles-mêmes les substitutions M, M,,... n'altère pas leurs exposants

(l'échange mutuels (ni leurs caractères).

G05. Le groupe L contient les substitutions I, 1',..., J, J', Car le gioupo

dérivé des substitutions S, I, I',..., J, J',... est résoluble (551). Ses subsli-

lulions sont abélienncs (hypoabélienncs); car IJ, l'J',... et J, J',... l'élant,

I, r.... le seront. Enfin il contient L, et ne peut cire plus général que L,

par hypothèse.

606. Les substitutions J, J',... forment le groupe désigné ci-dessus par A.

Quant aux substitutions dérivées de cf, I, I',... qui ne déplacent pas les sys-

tèmes, chacune d'elles est le produit de substitutions partielles altérant res-

pectivement les indices d'un seul des systèmes 1^, 2,,... de manière a mul-

tiplier les exposants d'échange des substitutions correspondantes par un

facteur constant, qui sera le même pour tous les systèmes (et à ne pas al-

térer leurs caractères). Soient Lo = (/o «o"-0 le groupe formé par

celles de ces substitutions partielles qui altèrent les indices du système I^;

h, =(/,,... ?,,...) le groupe formé par celles qui altèrent les indices du sys-

tème I,, etc. Ces groupes sont les transformés de l'un quelconque d'entre

eux, Lq, par les substitutions de A. En effet, soit J une substitution de A,

qui remplace les indices de I, par ceux de 1^ : elle est évidemment permu-

table au groupe {^, I, I',...). Mais, d'autre part, les transformées des sub-

stitutions fof,,. ..,..., i^if,. ...... de ce groupe par J font subir aux indices

de I, des altérations évidemment représentées par J"'/,],..., J~' f(, J,

Ces dernières substitutions se confondent donc, à l'ordre près, avec les sub-

stitutions/,,..., i,,

607. Soient réciproquement oc^, Vo,...;...; x^, y^,. ..;.... 1 systèmes d'in-

dices indépendants, choisis de telle sorte, que les exposants d'échange des

substitutions correspondantes C'f,, Co,..-, C'^ , C",... satisfassent aux rela-

tions suivantes

(C(;)C(r'^)^o, si p>p', et (q^^C;')j = (rwc(^'))

(et que leurs caractères soient indépendants de />).

Soient A un groupe résoluble, dont les substitutions permutent ces sys-

tèmes entre eux d'une manière primitive, en remplaçant les uns par les

autres les indices correspondants; Lq un groupe résoluble, dont les substi-
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tulions n'altèrent que les indices x^, jo.--- <lu premier système, qu'elles

remplacent par des fonctions linéaires de ces mêmes indices, choisies de

telle sorte, que les exposants d'échange mutuels des substitutions correspon-

dantes soient tous multipliés par un même facteur (leurs caractères restant

inaltérés -, Lq,..., Lp,... les groupes analogues, transformés de Ly par les

substitutions de A.

Soient /„, /,,... des substitutions choisies arbitrairement dans les groupes

Lq, L,,..., de manière à multiplier les exposants d'échange par le même
facteur. Formons leur produit /„/,— Le groupe L dérivé de l'ensemble des

substitutions composées telles que 4 A-., et du groupe A, étant contenu

dans le groupe résoluble dérivé de A et de Lo» sera résoluble. D'ailleurs ses

substitutions sont abéliennes (hypoabéliennes); car chacune d'elles multi-

plie évidemment par un même facteur constant tous les exposants d'échange

qui ne sont pas congrus à zéro et laisse les autres congrus à zéro (en outre

elle n'altère pas les caractères).

Pour que le groupe L ainsi formé soit général, on devra choisir A et Lo

aussi généraux que possible, chacun dans son espèce.

608. Dans le cas où les substitutions de Lo sont hypoabéliennes, il est

important de reconnaître quel est celui des deux groupes hypoabéliens au-

quel appartient le groupe L construit par le procédé ci-dessus. On y parvient

comme il suit :

Les indices x^, Yq,... du premier système peuvent être supposés choisis

de telle sorte, que les substitutions correspondantes forment une double

suite A,,, iJî>,, -A 2, Dbo,... telle, que tous leurs exposants d'échange mutuels

soient congrus à zéro, sauf ceux de deux substitutions associées, qui seront

congrus à i , et que ^v,, i)i>2,... aient pour caractère o, Jo,, ift,, ayant pour

caractère o ou i suivant que Lo est contenu dans le premier ou dans le se-

cond groupe hypoabélien. Cela posé, les substitutions correspondantes à x^,

jp,... ayant même caractère et mêmes exposants d'échange mutuels que

celles qui correspondent à oc^, Vq.--- les substitutions correspondantes aux

indices a?^, jo» •••?•••; a^p, jp,. ..;... formeront une double suite, où tous les

exposants d'échange seront congrus à o, sauf ceux des substitutions asso-

ciées, et où le nombre des couples ayant pour caractère i sera égal à o ou

à X, suivant que Lo sera contenu dans le premier ou dans le second groupe

hypoabélien. Mais L est lui-même contenu dans le premier ou le second

groupe hypoabélien, suivant que ce nombre est pair ou impair : d'où le

résultat suivant :

58.
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Le groupe L sera contenu dans le premier groupe hypoabélien, à moins que X

ne soit impair et Lq contenu dans le second groupe hypoabélien : auquel cas L

sera lui-même contenu dans le second groupe hypoabélien.

609. Soit d l'exposant du groupe L,,; ses substitutions seront de la forme

WôSo, Wo étant une substitution qui multiplie les exposants d'échange mu-

tuels de C„, C'o,... par ^'', et Sq une substitution abélienne propre. Soient Ay

le groupe formé par les substitutions partielles Sq,...; W„, W<,... et Aq,

A,,... les transformés de W(, et de A^ par les substitutions de A.

Les substitutions W<,, W,,... multipliant respectivement les exposants

d'échange mutuels de Q, C",,..., ceux de C^, C",..., etc., par un même fac-

teur g'^, leur produit W appartiendra à L. Les substitutions de A„ lui ap-

partiendront également et seront abéliennes propres; car elles n'altèrent

pas les exposants d'échange, et parmi les substitutions de L,,... qui jouissent

de la même propriété, et qu'on peut leur associer, se trouvent les substitu-

tions I. De même les substitutions de A,,... appartiendront à L.

Chacune des substitutions /(,/,... est de la forme W^SoS,..., S», S,,... ap-

partenant à Aq, à A,,.... En effet, /„ est de la forme WoS„, et multipliera

les exposants d'échange de C'^, C^,... par g'^^. Donc /o/, ... multiplie tous

les exposants d'échange par ^^% et si l'on pose /(,/,... = W^T, T ne les alté-

rera plus, et par suite se réduira à la forme SoS,....

On voit par là que l'exposant du groupe L sera égal à d.

0'

/O

610. 11 est aisé d'obtenir son ordre. Soient ù l'ordre de A, celui de L„,

dO
,

• , ,
celui de A^.

j> — I
"

Les substitutions de L sont de la forme NW^S^S,..., N étant une substi-

tution de A. Or N peut être choisi de Ù manières différentes; s peut prendre

la suite des valeurs o,..., .

^

'> et chacune des X substitutions S^, S,,...

peut être choisie de manières. On aura donc pour l'ordre cherché

611. Pour que L soit primaire, il faut et il suffit que Lq le soit par rap-

port aux indices qu'il altère (312). Mais il peut être décomposable ou non.

S'il était décomposable de la manière indiquée aux n"' 595-599, L le se-

rait. Il faudrait en effet qu'après avoir choisi convenablement les indices
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indépendants x^, Jo»--- ^^ système 2^, on pût les répartir en deux sous-sys-

tèmes que les substitutions de A^ ne déplaceraient pas. On pourrait alors

réunir les indices de chacun de ces sous-systèmes à leurs liomologues dans

les autres systèmes; et la totali.té des indices se trouverait ainsi rçparlie en

deux grands systèmes, que ne déplacerait aucune des substitutions des

groupes A„, A,,..., A dont la combinaison reproduit le groupe A. Donc L

serait décomposable de la manière indiquée. Cette hypothèse ayant été dis-

cutée plus haut, nous pouvons l'exclure.

612. Si Lo est décomposable, mais de la seconde manière, on verra,

comme tout à l'heure, qu'en choisissant convenablement les indices indé-

pendants ir„, y„,..., ils se partageront en sous-systèmes tels, que L^ puisse

être construit au moyen de deux groupes auxiliaires A„ et L„„. Le groupe A^

sera formé de substitutions qui permutent les sous-systèmes en remplaçant

les uns par les autres les indices correspondants. Quant à L^,,, il résultera

de la combinaison d'un groupe A^^ dont les substitutions n'altèrent pas les

exposants d'échange des substitutions correspondantes aux indices du pre-

mier sous-système, et d'une substitution W^^ qui multiplie ces exposants

d'échange par g*^. Cela posé, soient A^^, Aqi,... et W^^, Wo..-.. les trans-

formés de A<,o. W^o par les substitutions de A^ : L^ sera dérivé de la combi-

naison des substitutions abéliennes propres de A^^, Ao,,..., A^ avec la substi-

tution W„o\Vo,..., qui multiplie les exposants d'échange des substitutions

C„, C'u,... par g*^. La substitution W^, étant une substitution de L^ qui mul-

tiplie les exposants d'échange par g**, et qui soit d'ailleurs quelconque, on

peut supposer Wo = \V„^Woj....

Cela posé, partageons les indices de chaque système en sous-systèmes,

en réunissant ensemble ceux dont les homologues dans le système I,, appar-

tiennent au même sous-système: et soient respectivement Aqv. A,,,,...;

Ao, A,,...; Wov, W,v,... les transformés de Aov, A^, WV, par les substi-

tutions de A. Le groupe L sera dérivé des substitutions A^q,..., Aj^l.,,-.-,

Wr=\\V,o...W^,,..., A^,..., AjjL,..., A. Cela posé, les substitutions de A, A„,

d'où dérivent celles de A,,..., Aja,... forment par leur réunion un groupe A'

de substitutions abéliennes propres qui permutent transitivement les sous-

systèmes en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants,

et qui transforment les uns dans les autres les groupes A^^,..., A^., et les

substitutions Woo,. .., Wj^.,. Le groupe L peut donc se construire à l'aide

des groupes A' et L„„ de la manière indiquée au n" 607, avec cette seule dif-

^^rence que A' ne permute plus les sous-systèmes primitivement.
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Le groupe L étant primaire, L^^ le sera; s'il était déeomposable, on ver-

rait, comme tout à l'heure, que L peut se construire à l'aide d'un groupe A"

et d'un groupe Lj,^^ de degré moindre que L^j,, etc.

On pourra donc, sans nuire à la généralué des résultats, admettre que

dans la construction du n*^ 607 le groupe L^ est indécomposable, pourvu

qu'on admette d'autre paît que le groupe A puisse être remplacé dans la

construction par un autre groupe D dont les substitutions permutent les

systèmes transitivement, mais non primitivement.

613. La détermination du groupe L se ramène ainsi a celle des deux

groupes D et L^, de degrés X et p^'", ce dernier étant indécomposable. Par

la première de ces deux questions, on retombe sur le problème A, mais

avec un degré fort abaissé. La seconde fait l'objet des sections suivantes.

§ H. — Groupes indécomposables de première catégorie.

614. Soit r un groupe résoluble et primaire aussi général que possible

parmi ceux qui sont contenus dans le groupe abélien (dans l'un des groupes

hypoabéliens) de degré/?-'". Celles de ses substitutions qui sont abéliennes

propres forment un groupe, évidemment permutable aux substitutions de T.

On pourra donc y déterminer (d'une ou de plusieurs manières) un faisceau F

permutable aux substitutions de T, et dont les-substitutions soient échan-

geables entre elles. Ce faisceau étant choisi aussi général que possible, on

pourra ramener ses substitutions à la forme canonique (240-244); car F

étant primaire, le groupe G formé par l'ensemble des substitutions abé-

liennes (hypoabéliennes) permutables à F le sera a fortiori : et suivant que F

sera de première, seconde ou troisième catégorie, nous dirons que F est de

première, seconde ou troisième catégorie. Nous pourrons d'ailleurs étendre

cette définitix)n aux groupes décomposables dans la construction desquels

figure le groupe F.

Nous supposerons dans ce paragraphe que F est de première catégorie.

615. Les indices indépendants étant choisis de manière à ramener F à la

forme canonique formeront un seul couple de systèmes conjoints. Car s'il

en existait plusieurs, chaque substitution de F remplacerait les indices d'un

couple de systèmes par des fonctions de ceux d'un même couple de sys-

tèmes. D'autre part, les exposants d'échange de deux indices quelconques
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appartenant à deux couples différents sont congrus à zéro. Cette double

propriété subsisterait évidemment si l'on prenait dans chaque couple pour

indices indépendants, au lieu des indices imaginaires actuels, les fonctions

réelles dont ils dépendent. Le groupe r serait donc décomposable, contrai-

rement à l'hypothèse.

Soient v le nombre des séries dans chaque système, p. le nombre des in-

dices de chaque série. Nous désignerons par x^!, j",... les indices de la

/•-h i'^'"^ série du premier système, et par aci., y}.,... ceux de la série con-

jointe; par Cor. C'y;.,..., C|r, C^ry- les substitutions correspondantes. Enfin

nous profiterons de ce qui reste d'arbitraire dans le choix des indices pour

faire en sorte que les exposants d'échange (CorC,;.), (Q^Cir).-.- soient con-

grus à l'unité, et les autres à zéro (246). Quant aux caractères de ces sub-

stitutions lorsque Y est contenu dans l'un des groupes hypoabéliens, ils

seront congrus à zéro (292).

616. Le nombre p^ sera >4. En effet, chaque substitution de F multiplie

les indices d'une même série par un même facteur complexe a, formé avec

la racine i d'une congruence irréductible de degré v; et les facteurs par les-

quels elle multiplie deux séries conjuguées sont réciproques (241). Cela

posé, si p'=2 ou 3, on aura toujours a~* ^a{mo(\.p), et les deux séries

conjointes se confondront en une seule; si 7^ = 4, d'où /? = 2, v = 2, on

aura a~* ^a''{mod.p), et les deux séries conjointes seront conjuguées.

Dans l'un et l'autre cas, F ne serait pas de première catégorie.

617. La substitution W, qui laisse invariables les indices du premier

système, et multiplie ceux du second par g, racine primitive de la con-

gruence gP~* ^i {moà.p) appartient à F. En effet, formons la sui'te G,

G',... des groupes résolubles primaires les plus généraux parmi ceux où les

indices se groupent en séries et systèmes comme dans F; puis effaçons dans

ces groupes toutes les substitutions qui ne sont pas abéliennes (hypoabé-

liennes). Les substitutions conservées formeront une suite de groupes réso-

lubles (521), parmi lesquels se trouvera le groupe F. Or la substitution W
se trouve contenue dans chacun des groupes G, G', D'ailleurs elle mul-

tiplie tous ceux des exposants d'échange qui ne sont pas congrus à zéro

par un même facteur^ (et n'altère pas les caractères, qui sont tous congrus

à zéro, et qu'elle multiplie par de simples facteurs constants). Donc elle est

abélienne (hypoabélienne) et sera conservée dans F.

Le groupe F aura donc l'unité pour exposant et résultera de la combi-
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liaison de W avec le groupe A, formé par celles de ses substitutions qui

sont abéliennes propres.

618. Posons

^=
I

••.. K'Xr > (-O'^rs (-O'rr'.-.. I,

X" =
I

..., x,.,y\. , ^,.^.,, >',.^.i,
. . . [•

On voit immédiatement que ces deux substitutions sont réelles et abé-

liennes propres (hypoabéliennes).

Soit maintenant S une substitution quelconque de A; elle rempla(îé les

indices oc^, yl par des fonctions linéaires des indices x"^, yl,... d'une même
série; on aura donc 8 = ^^^;'?^, ^^ étant une nouvelle substitution abélienne

propre (hypoabélienne) qui ne déplace pas la première série du premier

système.

619. Cherchons la forme générale de la substitution i^. Soient

axl + byl^..., a,xl + lhyl +...,...

les fonctions par lesquelles elle remplace les indices ^c^, j^,...; elle rem-

place les indices de la série conjointe x^, Jq,... par des fonctions

oLxl-^ [3jj 4- . .
. , a, ^J H- (3, ji + . . . , . .

.

de ces mêmes indices. Quant aux indices des séries conjuguées de ces

deux-là, elle les remplace par des fonctions conjuguées des précédentes,

^transformera donc Cor. Cor»---» C,r, C'^^,-.. en

dont les caractères sont également congrus à zéro. Pour que leurs expo-

sants d'échange soient congrus

transformées, il faudra qu'on ait

sants d'échange soient congrus à ceux des substitutions dont elles sont

(•)
\ bp'' aP'-h bP''xP'-h.. .^o, bP' ^'''-\-bP''^'f-h... = i,..., {mod.p),

Ces relations, qui doivent subsister pour toute valeur de r, expriment que
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les deux subslitulions

{ 2 ) \
..., xt, y-:., , a''' xi. -+- ail'yi. + . .

.
, bi'' x".. + bi>;yl -f- ...... .

;

,

(3)
I

..., xi, ri, , aP'xr-^^P'yl^..., «f :r;.-f- (S^j?. -h ...... . |,

opérées successivement sur les indices du premier système, auraient pour

produit l'unité. Elles permettent de déterminer sans diffîcullé et sans am-

biguïté les coeificients a, p,..., a,, /5,,.,. en fonction de a, a,,..., b, b,,...,

pourvu q.ue le déterminant A de la substitution (2) ne soit pas congru à

zéro. (S'il l'était, le déterminant de ^ serait lui-même congru à zéro, étant

évidemment le produit de deux déterminants partiels, dont l'un ne diffère

de A que par le changement des lignes horizontales en verticales.)

Chacune des substitutions ^ et par suite chacune des substitutions de A
est donc complètement déterminée lorsqu'on connaît les fonctions qu'elle

fait succéder aux indices de la première série du premier système; nous

pourrons donc, dans la représentation de ces substitutions, écrire seulement

ce qui se rapporte à ces indices et laisser le reste sous-entendu.

620. Parmi les substitutions ^ que nous venons de déterminer, on doit

distinguer spécialement celles de la forme

,! x\,yl,... ax\, ar\,... \.

Les substitutions de F sont de cette forme. Réciproquement on voit, comme
au n*' 617, que toutes les substitutions de cette forme appartiennent à T.

D'ailleurs elles sont abéliennes propres (hypoabéliennes), échangeables

entre elles, ei forment un faisceau permutable à toutes les substitutions

de T; ce faisceau, ne pouvant être plus général que F, se confond avec lui.

Si chaque série ne contient qu'un indice, les substitutions de la forme ^ se

réduisent à celles de F; adjoignant à ce faisceau les substitutions.^, Ç, qui

lui sont permutables et sont échangeables entre elles et la substitution W,
on obtiendra le groupe cherché F, qui ne pourra être déterminé que d'une

seule manière, et dont l'ordre sera évidemment égal à 2v(/>''— i)(/? — i).

621. Passons au cas plus général où chaque série contient plusieurs in-

dices.

Lemme. — Le groupe A est dérivé de celles de ses substitutions qui sont de

la forme ^, jointes à une substitution unique, de la forme ^$^^, ou à deux

substitutionsi Vune de la forme S^, l'autre de laforme ^^.
59
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En effet, r étant primaire, contient une substitution 1 qui permute entre

eux les deux systèmes. Soit ^'^ le facteur par lequel elle multiplie les expo-

sants d'échange : A contiendra la substitution W"'^! qui permute les sys-

tèmes, et par suite sera de la forme ^fJE'P»:^o; et A résultera de la combi-

naison de cette substitution avec d'autres substitutions orc,=<rP'^,,

;))L2 = ^P'^2."- qui ne déplacent pas les systèmes. Soit â le plus grand com-

mun diviseur de v, p,, p2i-'-'-> A contiendra une substitution X de la forme

<J:'^^; et Oit,, Olia,..- résulteront de la combinaison des puissances de ^b avec

des substitutions de la forme ^(557).

Soit maintenant k un entier tel, que k$-\- p^, soit positif et <c?; A con-

tient la substitution s = iR.^'P" ^o • 3^*» laquelle, combinée à y^ et aux substi-

tutions ^, reproduira évidemment tout ce groupe.

Si m&-h po = o, cette dernière substitution se réduit à la forme Ji^, et

le lemme se trouve démontré. Dans le cas contraire, A contient s-, qui est

de la forme ^^(aô+pj^^ Donc 2{kâ-hpo) est un multiple de â, et comme
kâ + fo <C ^\ ^ (^^ + Po) = ^; ^ se réduira alors à la forme s^ ^, et A ré-

sultera de la combinaison de ê avec des substitutions de la forme ^, ce qui

démontre notre proposition.

622. Théorème. — Le groupe T contient des substitutions de la forme ^,

autres que celles de Y.

S'il en était autrement, r résulterait de la combinaison de \V et de F avec

une substitution de la forme ^$^^, ou avec deux substitutions, des formes

A^et ^^. Nous allons prouver que dans l'un et l'autre cas, r ne serait

pas général.

Premier cas. — Soient/o,/,,... les substitutions de F; ^o/o» ^o/i>-«-;

^i/o' ^i/i. •••;••• celles de la forme ^ [^o se réduisant à l'unité (39)];

A$^^ la substitution qui, combinée à F et à W, reproduit F. Les groupes

Fo, F,,... transformés de F par les substitutions ^o. ^^>"^ sont respective-

ment dérivés de W, F et des transformées de ^$^^'. Ces transformées sont

évidemment de la forme A^^^; supposons -les égales respectivement à

•^'-^^^ao/po» -^^''^a./p...... Deux cas seront à distinguer :

i** Si ^a^ = ^(5(^, ^, ^7* sera permutable à F et pourra lui être adjointe de

manière à former un nouveau groupe plus général.

2° Si au contraire les substitutions ^a^, ^a.»--- sont toutes distinctes,

elles reproduisent toute la suite ^o. ^o---;J'une d'elles, ^a,» par exemple,
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se réduit donc à TuDÎté. La substitution de forme ^

échangeable aux substitutions <^, Ç, F, W le sera à toutes les substitutions

de r,: sa iransformée par ^7* le sera h celles de T, et pourra s'adjoindre à

€e groupe.

623. Second cas. — Soient Si^' et^^^ les deux substitutions qui,

jointes à W et à F, reproduisent F. 1-e carré de 31^ est de la forme ^, et

appartient à F; donc il appartient à F, par hvpotlièse. D'ailleurs ^-, multi-

pliant tous les indices par — i, appartient aussi à F. On aura donc

si-'^'ji^' = â\-\{Si^'y=f, d'où ^' = '^-'^'^r'/,

f=\ xi,xl--- f<>frl-" I

étant l'une des substitutions de F.

Or soit

^'=1 KyXl--- axl-hbjl-h..., a,xl-i-b,r:-h....... \.

Sa conjointe J{~* ^ Ji sera

I

x»,j:,... axl + ^x:+..., a,^J + [3, >•;-+-...,... |,

et aura pour réciproque la suivante (619)

(il-'^'^)- =
| xl,rl... axl-ha^xl -+-•••» bx^-h b,xl-h ...,•• • \.

Cela posé, l'égalité des deux substitutions ^' et (.a-' ^^)-'/ donnera

a^fa, b^fa,,..., a.^fb, b,^fb„... (mod./?),

et deux cas seront a distinguer :

i^ Si/^ 1,-on aura b^a,,... et les coefficients symétriques par rapport

à la diagonale seront égaux dans l'expression de ^.
2" Si /> I (moô.p), les coefficients diagonaux a, ^,,... seront nuls. L'un

au moins des autres coefficients, tel que b, ne sera pas nul; et les relations

b^/a,, Œf^/b donneront/-^!, d'oii/^— i. Les coefficients symé-

triques par rapport à la diagonale seront donc égaux et de signes con-

traires. Dans ce dernier cas, le nombre des indices x*^, y^,... sera pair, sans

quoi le déterminant û de a, b,..., a,, 6,,... s'annulerait; car en changeant
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les lignes iiorizontales en lignes vcilicales, ce qui n'altère pas le délernii-

nant, on change le signe de tous ses teinies. Donc Aeee — A, d'où 2^£^()

et enfin A^o.
Cette dernière conclusion ne serait pas exacte si p était égal à i. Mais,

dans ce cas, les deux formes trouvées pour la substitution ^ ae sont pas

distinctes, car les deux valeurs /i^ei el/^— i (mod.2) sont idenli([ues.

624. Soit maintenant F, le groupe transformé de T par une substitution

(juelconque ^, de la forme ^. Il sera résoluble, et ses substitutions seront

abéliennes propres (hypoabéliennes). De plus, si T était général, T, le se-

rait; car s'il était contenu dans un autre groupe analogue mais plus gé-

néral r'j, r le serait dans le groupe T', transformé de T\ par ^7*. D'ailleurs

F, est formé des substitutions W, F, auxquelles ^, est échangeable, jointes

aux transformées de Si^ et de ^S^^% lesquelles sont évidemment des formes

.•a^'j et ^f"^\. On peut se proposer de choisir ^, de telle sorte, que l'ex-

pression de ^'1 se trouve simplifiée autant que possible.

625. i** Soit/^s I et/? > 2. La substittftion ^ est de la forme

^'=1 K,rl,--- ax: + byl+..., bxl + b^xl +...,... |.

Admettons d'abord que l'un des coefficients diagonaux, tel que a, ne soit

pas congru à zéro, et posons

d'où

L'égalité évidente

montre que ^'^ est égale à •

<«.-'^.^.^'^. =
J
xl,... ax:+{al-hb)r:+---,'-. I-

Cette substitution multipliera donc ûo^ par un simple facteur constant si

l'on pose

a/ 4- 6^ o, . . .

.

D'ailleurs ^,, étant échangeable aux substitutions de F, le sera en parti-
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culit'p à (^^')'; on aura donc

Donc ^', aura la même forme générale que ^, avec cette circonstance par-

ticulière que les coefficients 6,... s'annulent.

Soit donc

Si l'un des coefficients diagonaux tels que b, est ^o imod.p), on fera dis-

paraître les coefficients c,... par une transformation analogue à la précé-

dente.

'626. On peut continuer cette réduction jusqu'à ce qu'on arrive à une

transformée où les coetficients diagonaux restants soient tous nuls. Mais ou

pourra, par une nouvelle transformation, faire en sorte que l'un de ces coef-

ficients cesse de s'annuler.

Supposons, par exemple, que nous ayons dans ^', b,^c^^...^o. L'un

au moins des coefficients bo,... doit différer de zéro, le déterminant de y,

ne pouvant s'annuler. Soit, par exemple, b.2^0. Prenons pour transfor-

mante la substitution

^j = 1 ^,, }'tt Z^f, . . ,J?,, y\ -f- A2,, 2^, . . . |;

A^^ aura pour transformée ài^r^, en posant

expression où le coefficient diagonal 2^2^ ^st <o, si X^o.

On pourra donc maintenant reprendre la réduction, et arriver enfin à une

dernière transformée <?l^'„ où l'on ait simplement

(4) ^'« =
1 xiri-.- «x:, 6^:,... |.

627. 2«Soit/=— i,et/?>2.0na

3' =
| j::,j;,2:,... byl^czl-h..., - bxl-h dz*, -h..., - ex*,- dyl-h....... \,

et l'un des coefficients 6, c,,.., b par exemple, sera ^o(mod./>). Prenons

pour transformante la substitution



470 LIVRE QUATRIÈME.

a^' sera transformé en ^a^',, :^', =a~'i^7'.^.^'.^, étant une nouvelle sub-

stitution (le la même forme que ^', mais qui remplace x^, yl par

byl-^{hm + c)zl^..., -bxl+{d-bl)zl+...,

ou simplement par by^, — 6xJ], en disposant des indéterminées /, m,... de

telle sorte qu'on ait

bm -h c^o, d — bl^o,. . .

.

Par- une suite de réductions analogues à celle-là, on arriveua enfin à une

transformée Si^„ où Ton ait

(f^) 3)' —
I /r" r* z" br" bx" fit" ez" I

628. 3° Soit/J=2. On aura/^ i see — i. On appliquera la réduction du

n" 625 tant qu'on aura des coefficients diagonaux qui ne s'annulent pas.

S'ils s'annulent tous, on appliquera la réduction du n° 627. On arrivera

ainsi à une transformée a^'„, où i^'„ soit réduite à l'une des formes (4), (5)

ou à une forme mixte telle que

(6) ^„=.\xlylzl,... axl, bzl -by:,...\.

On pourra d'ailleurs supposer que a, b,... se réduisent à l'unité. En effet,

si cela n'avait pas lieu, il suffirait de transformer a^'„ par la substitution

pour obtenir une transformée analogue à a^'„, mais dans laquelle les coef-

ficients «, b,... seraient remplacés par l'unité.

629. Supposons la réduction ci-dessus effectuée, et soit $^'^" ce qu'est

devenu $^^" par cette suite de transformations. Cette substitution sera

écbangeable à ^^„ aux substitutions F près. En effet, la substitution

(U'^^")-' (<R^')-*(?^^"<?l^', étant de la forme ^ et appartenant à Y, sera de

la forme F et n'aura pas été altérée par les transformations; on aura donc

/étant une substitution de F.

Soit «^^a une substitution quelconque de la forme ^^^, et qui soit échan-

geable à Si^„ aux F près : on aura évidemment «î^ ^^ = ^F ^„ .V, V étant une
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nouvelle substilution de la forme ^, et échangeable à <?l.^'„ aux F près. Il est

clair que les substitutions V forment un groupe 9, qui coulient le groupe F.

Soient/,,/, ,... les substitutions de F; Yo/» Vo/,,---; V,/, V, /,,...;...

relies de z>. Transformons le groupe F„ dérivé de la combinaison de W, F,

^t^C»^-^^^ par les substitutions Vo, V,, Les groupes r„o. F,,,,--- ^insi

obtenus sont résolubles, et leurs substitutions sont abéliennes propres (hy-

poabéliennes). Étant d'ailleurs les transformés de r„, qui lui-même est

transformé de F, ils seront transformés de^F et seront généraux si F est

général (624).

Or ces groupes résultent de la combinaison du groupe dérivé de W, F,

^l^' , auquel Vo, V, sont permutables, avec les transformées respectives de

la substitution ^I^^'. Soient ^r^'.V», /p., ^i^^' .V«,/p,,... ces transformées.

Si les substitutions Va^, Y» ,... ne sont pas toutes distinctes, et que l'on ait,

par exemple, V^^ = V^^, le groupe F„, dérivé de la combinaison de F et de

.fl.^ avec ^^'
^'n-y^,/?, ou, ce qui revient au même, avec 'Jt^^lY», se con-

fondra avec le groupe F„2, dérivé des mêmes substitutions. Or Y, trans-

forme F„ en F„f= F,,,, que Yr' transforme en F„. Donc Y, Y~' sera permu-

table à F„ et pourra lui être adjointe. Donc F„ n'est pas général.

Si au contraire les substitutions Ya.» Ya,,... sont toutes distinctes, elles

reproduiront à l'ordre près toute la suile Yo, Yi,»... Soit alors S= ^^^' Y.,/

une substilution quelconque de la forme ^f^ ^, et qui soit échangeable à

c^^ aux F près. Le groupe F' dérivé de la combinaison de S avec W, F,

â\^^„ coïncidera avec l'un des groupes F„o, F„,,...; car soit Ya, celui des

termes de la suile Ya., Ya,,... qui coïncide avec Yv; les groupes F' et F„,

peuvent tous deux être considérés comme dérivés de F, a ^'„
, '^^ C Y. . Si

donc F était général, F' le serait, quelle que fût la substilution S.

Or nous allons montrer qu'on peut choisir S de telle sorte que F' ne soit

pas général.

630. 1° Si ^'„ est de la forme (4), on pourra poser

I s i
^-P >-P

S=
! ^:, Xl,--- a ' xi, b - yl,...

et F' ne sera, pas général, car on peut lui adjoindre, si ;> > 1, la substi-

lution

I '^•» y\f • ' ' ^9» )»"> ' • • \^

ou si /> = 2, d'où a^E^b^...^i (628) celle-ci

i
^»' y t* ' ' Xa^ X ,, . . . |,
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Ia(ju(3lle est écliangeable aux siibslitutions de F', et appartient à la forme ^
sans appartenir à F.

2" Si ^', est de la forme (5), on pourra poser

x% yl,... b ^ xl, b ' yl,..

et F' ne sera pas général, car on peut lui adjoindre la substitution de

forme ^
1 =r

I

X
f^, y\, z g, . . . ix ^, l'y,,, Zj, . . .

]

,

où /est un entier quelconque réel. Celte substitution est en effet échangea-

ble à chacune des substitutions de F'; et / peut être choisi de telle sorte que

T n'appartienne pas à F, à moins toutefois qu'on n'ait /? = 2, le nombre

des indices de la série étant quelconque, ou /? = 3, ce nombre se réduisant

à 2.

Même dans ces deux cas d'exception, le groupe F' ne sera pas général,

car on pourra lui adjoindre la substitution

\]=\ xl, r:,... ^:-\-y:, yl,... I

(jui est échangeable à ses substitutions, et n'appartient pas à F.

3*" Si ^'„ a la forme mixte (6), les mêmes raisonnements seront évidem-

ment applicables.

631. Les substitutions de la forme ^, contenues dans F, forment un

groupe partiel évidemment permutable à toute substitution de F. On pourra

donc y déterminer un faisceau G plus général que F, dont les substitutions

soient échangeables entre elles aux F près, et auquel toute substitution

de F soit permutable (528). Si ce faisceau peut être déterminé de plusieurs

manières, nous le choisirons de telle sorte que son ordre so'ii minimum.

On verra comme aux n°^ 559-561 que G résulte de la combinaison de F mw;

une double suite de substitutions A,, B, ;...; A^, B(j telle, que chacune de ces

substitutions soit échangeable à toutes les autres, sauf à son associée, à laquelle

elle est liéepar une des relations suivantes

Bt'A.B, = ÔA„ B-'A,B, = 0A„.. ,

où Q désigne la substitution

I
xl, y;,... Oxl, ôr»,...

I,
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lefadeur 6 étant une racine primitive de la congruence

ô'^^i (mod. />),

et 71 un nombre premier, qui divise p^ — i

.

On verra ensuite, comme aux n°' 562-564, que le nombre /jl des indices de

chaque série est un multiple de if, tel que [iJTf; puis on remarquera que le

choix des indices indépendants dans la première série du premier système na
pas étéfixé d''avance; et l'on verra, comme affx n°* 565-576, qu'on peut en

disposer de telle sorte quen désignant les indices . . . , x\., y,,... par le symbole

général [|, |o . . . s '. om les indicateurs H, , Ço» • • • ^^ nombre c, varient de o

an — I, et l'indicateur e de o à ^' — i , les substitutions A,, B,;..., A^, B^ *

prennent lesformes suivantes :

(7) A,= |[H.E,...£]: e4^.H,...e]:i. B,= |[^4,...e]: [^., L-4-i,...,e]:|,

à moins quon riait à lafoisp'^Z (mod. 4) et n = 2, auquel cas A, etB,

pourront avoir, soit lesformes ci-dessus, soit celles-ci :

^'
{ B.=

|
[^.?,...e]: ae^.[^.^,...e]:-i-(3[S. + i, L,...,e]:

I,

<x, |5 étant un système de solutions de la congruence

a'-t-j3'^— I (mod. y>).

632. Soient maintenant V = ^^^p^, une substitution quelconque de Y\

f, Af ^ Bf ' Af Bf '. . . et gn k'T Bf ^ XfBf '. . . les transformées de A« et B„

par <? [fi et g„ étant des substitutions de F). Faisons correspondre à la

substitution 'Ç celle-ci

V=|^„j,,... a'.JT, + c',/, -+-..., 6',ji:, 4- é/'.j, +...,...
î

(mod.-).

On verra comme aux n*** 577-578 que si Von napas à Infois

/?'^3(mod.4) et t: = 2,

V fera partie du groupe abélien de degré ;:-', et multipliera les exposants

d'échange par (— ifp^', que si p^^3 (mod. 4) et ;: = 2, V fera en outre

60
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partie du premier ou du second groupe hypoahélieriy suivant que A, , B, auront

lesformes [']) ou lesformes (8).

Réciproquement, soit V une substitution abélienne [hypoabélienne) de de-

gré n-'\ et qui multiplie les exposants d'échange par (— i)^/>P. On verra,

comme aux n°* 579-580, qu il existé des substitutions de laforme sv^S^^ qui

ont V pour corrélative; et que ces substitutions sont de laforme sC^Hl^è^, 5 étant

une substitution de laforme

^ = 'hh.

et c une substitution de la forme

6 =

On voit enfin, comme au n° 581, que si V contient une substitution s, G,

de la forme SS, il contiendra ses deux composantes §<,©,.

633. Si uJ se réduisait à l'unité, l'indicateur £, n'étant susceptible que

d'une seule valeur, pourrait être supprimé sans inconvénient, et les substi-

tutions de la forme G se réduiraient à celles de F.

Supposons, pour plus de généralité, que )x' soit > i . Le groupe V con-

tiendra des substitutions de laforme E, autres que celles de F. Nous allons

prouver en effet que s'il en était autrement, F ne serait pas général.

Dans le cas que nous discutons, F résulterait de la combinaison de W
avec des substitutions de la forme s et une substitution de la forme ^tf^g'G',

ou deux substitutions ayant respectivement les formes 5ls'G' et cf$"^" (621 ).

Adoptons cette seconde bypothèse, qui complique légèrement la démons-

tration.

La substitution

appartient évidemment au groupe F et à la forme ^; elle est, par bypotbèse,

de la forme s. D'autre part, chacune des substitutions .^, $, G', 5" transfor-

mant les unes dans les autres les substitutions de la forme S, cette substitu-

tion pourra évidemment se mettre sous la forme

2' étant encore de la forme s.
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Donc ((f^G")-'(aG')~'*^G".^e' sera de la forme §; mais elle est évidem-

ment de la forme G; c'est donc l'une des substitutions F communes à ces

deux formes. Les deux substitutions Ç^^g", .rg' sont donc échangeables entre

elles aux F près, et comme elles sont permutables au faisceau F, le groupe

sera résoluble.

Cela posé, réunissons dans une même classe les indices pour lesquels s a

la même valeur : chacune des substitutions de A se compose d'altérations

pareilles, exécutées simultanément sur les iiidices des diverses classes. Con-'

sidérons isolément les altérations Fq, ^o^",,» ^o^'o qu'elles font subir aux

indices de la première classe; elles forment évidemment un groupe Ao réso-

luble, et n'altèrent pas les exposants d'échange (ni les caractères) des sub-

stitutions correspondantes à ces indices. Mais soient Do, D'^,... les groupes

les plus généraux parmi ceux dont les substitutions, opérées sur les indices

de la première classe, n'altèrent pas les exposants d'échange (ni les carac-

tères) des substitutions correspondantes; chacun d'eux contient des substi-

tutions autres que celles de F^, qui remplacent chaque indice par une fonc-

tion de ceux de la même série (622). Soient D,, celui de ces groupes qui

contient A^; i^, /",,.,. celles de ses substitutions qui ne déplacent pas les sé-

ries; le groupe [i^, C»---) sera résoluble, et permutable aux substitutions

de Do, et notamment aux substitutions ($\ G^, ^o ^'o-

Soient maintenant t' , ?",... les substitutions de la forme G qui font subir

aux indices de la première classe les altérations z'^, ^'é» Elles forment

évidemment un groupe résoluble, permutable aux substitutions ,^g', ^Fg",

ou, comme les substitutions de la forme s sont échangeables à celles de la

forme G, permutable aux substitutions <;tis'G', a^°s"G", ainsi qu'aux autres

substitutions de la forme S et à W, dont F est dérivé.

Le groupe dérivé de la combinaison de {t' , t",...) avec F est donc résolu-

ble (527), et plus général que F; car l'une au moins des substitutions /'„,

/p,... n'appartenanl pas à Fo, l'une au moins des substitutions t' , t",...

n'appartiendra pas à F, et par suite, ne sera pas contenue dans F.

Il reste à prouver que chacune des substitutions t', t\ .

.

. adjointes à F,

laisse invariables les exposants d'échange (et les caractères). Or t'^^ n'altère

pas les exposants d'échange mutuels (les caractères) des substitutions cor-

respondantes aux indices de la première classe; donc t', qui donne à ces

substitutions les mêmes transformées, ne les altérera pas non plus. Par une

raison de symétrie évidente, elle n'altérera pas les exposants d'échange mu-

tuels (ni les caractères) des substitutions correspondantes à deux indices

6o.
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quelconques d'une même classe. Enfin, soient x, y deux indices apparte-

nant à des classes différentes; oc, ce',... et y, y',... les divers indices de

leurs classes respectives. Les substitutions C^, C^',... correspondantes à x-,

x',... ont des exposants d'échange congrus à zéro avec chacune des substi-

tutions Cy, C/, Leurs transformées par V , qui sont de la forme C"C'....,

auront donc aussi des exposants d'échange congrus à zéro avec les trans-

formées de ^y, C/,... qui sont de la forme CJ Cj*!....

634. Le groupe formé par celles des substitutions de r qui sont de la

forme G est évidemment permutable à toutes les substitutions de Y. On

pourra donc (528) y déterminer un faisceau (j' plus général que F, permu-

table aux substitutions de T , et dont les substitutions soient échangeables entre

elles, aux Y près. Raisonnant comme précédemment, on verra :

i" Que G' résulte de la combinaison de Y avec une double suite K^, B'^;...;

A'j , B,, dont chaque substitution est échangeable à toutes les autres, sauf à

son associée, à laquelle elle est liée par une relation de la forme

B',-^A',B', = 9'A',,--.,

S' désignant la substitution

I [hl. ..^]: Q'[lh..^tM
1

où le facteur B' est une racine de la congruence 5'"'^i (mod. )d), et n' un

diviseur premier de p' — i

.

1^ Que les uJ indices qui se déduisent l'un de l'autre par la variation de s

peuvent être remplacés par d'autres indices indépendants, se partageant en

n"^ suites, en réunissant ensemble ceux, en nombre p."= pfn'"'^ , que A\, . . .,

A',, multiplient par les mêmes facteurs : et (\u'en choisissant convenablement les

nouveaux indices, et remplaçant l'indicateur unique £ par a' indicateurs /],,

vjo,... variables de o à n' — i , et un indicateur s' variable de o à [t^" — i,

on pourra mettre les substitutions A'j , B', , . . . , sous lesformes suivantes :

j
A', = |[^.L... •/),...£']» QHl^h---'ri....t']: I,

à moins que Von naitp'^^'^ (mod. 4) ^^ ^'= '^^ auquel ca^ A', et B', pourront

avoir, au lieu de laMforme précédente , celle-ci :

A' = l[E.^...
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On pourra opérer cette réduction de telle sorte que les expressions des sub-

stitutions F, A,, B,,..., S we soient pas altérées, sauf le remplacement de Vin-

dicateur unique s par les indicateurs vj
i

, . . . , s'

.

3^ Qu'à chaque substitution V> de T, qui transforme A',, B', , . . . en

f[ A *
' B / ' . .

. ,
^'j A /' B ,*'...,.. . correspond une substitution

appartenant au groupe abélien {et dans certains cas à l'un des groupes hypo-

abéliens) de degré n -'''

.

4*^ Que chacune des substitutions de la forme G qui entre dans Vexpression

des substitutions de T est le produit de deux substitutions partielles, ayant les

formes suivantes :

(•I)

(12)

m,...ô']:

5° Que si r contient une substitution de laforme G, il contiendra les deux

facteurs partiels dont elle est le produit ; que si [x" ^ } , T contiendra des sub-

stitutions de laforme (12), autres que celles de F ; que parmi ces substitutions on

pourra déterminer un secondfaisceau G", analogue à G e/ à G'; etc.

635. Supposons, pour fixer les idées, que [x" se réduise à l'unité. Les sub-

stitutions de la forme (12) se réduiront à celles de F.

Soit maintenant \^)= ^^ÇP^une substitution quelconque de F : on pourra

lui déterminer deux corrélatives V, V, appartenant aux groupes abéliens

(hypoabéliens) de degrés tt-', n'-'^, et y multipliant les exposants d'écbange

par (
— i)^/?p(mod. 7r), {— ifp^{mod. n'). Les deux groupes A, A', res-

pectivement formés par les substitutions V et par les substitutions Y', seront

résolubles et primaires (584).

636. Réciproquement, soient L, V des groupes résolubles et primaires, res-

pectivement contenus dans les groupes abéliens (hypoabéliens ) de degrés n'-'^,

n'-'^' . Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte

que deux substitutions associées Y, Y' multiplient les exposants d'échange par

des facteurs respectivement congrus suivant les modules n et n', à une même
expression de laforme (— ^Yp^. A chaque système de substitutions associées on
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pourra faire correspondre une substitution -ç», de la forme Ji'^a'f'^, dont V, V
soient les corrélatives . Le groupe Vformépar les substitutions ainsi déterminées,

jointes aux substitutions W, F, A,, B,,..., A',, IV,,..., sera résoluble (585;,

et restera le même de quelque manière quon choisisse la substitution <,> (586).

Son ordre est égala p — \ fois l'ordre de A, lequel sera égal à

,

,

, , , doi.d'où'

^ '

(t: — ij{7r'— i)

d, d\ w, tù ayant la même signification quaux n°^ 590-591, et k étant le

nombre de systèmes de valeurs de x (mod. 2) et de p (mod. v), tels, que

{
— iYp^ soi/ congru à une puissance de g'^ (mod. n) et à une puissance de

^'^''(mod. n') (590-591).

On remarquera d'ailleurs qu'il faut, pour que V soit primaire, qu'il

contienne une substitution qui permute les deux systèmes : elle sera de la

forme ^$P^. Ilfaudra donc que parmi les systèmes de valeurs ci-dessus déter-

minés pour z, p,il y en ait un au moins pour lequel on ait t = 1

.

637. La construction du groupe F est ainsi ramenée à celles des groupes

auxiliaires L, L', qu'on devra choisir chacun aussi général que possible

dans son espèce. Leur détermination conduit donc au problème C. En les

choisissant diversement, on obtiendra pour F autant de groupes différents.

Mais 5f ron prejid successivement pour L, par exemple, une suite de groupes

semblables entre eux (588), les divers groupes F ainsi obtenus seront eux-

mêmes semblables entre eux ( 589 )

.

«

638. Remarque. -- Soit F un groupe de première catégorie construit

comme il vient d'être indiqué. Prenons pour indices indépendants, à la place

des indices T^, ç, .../;,,. .j)? du premier système, les fonctions réelles x\,

x'.^,... dont ils dépendent; et pour indices indépendants dans le second sys-

tème, h la place des indices imaginaires Fi, ^2. .'.
vji . . •]/. , des fonctions

réelles y, ,r'2,... choisies de telle sorte que les exposants d'échange (C^./ Cy ),

(Cj'^Cj,',), . . . soient congrus à i, et les exposants d'échange (C^c', Qr^)»

(Cy^Cy'),... congrus à zéro. Cela sera toujours possible (293), et dans le

cas où le groupe doit être hypoabélien, les substitutions Cy, C/^,... auront

toutes le caractère zéro. Le groupe sera donc contenu dans le groupe hypo-

abélien de première espèce (293).

Soient x,, y^,... les indicées imaginaires. Les nouveaux indices x\,y\,...

auxquels le groupe est actuellement rapporté, sont des fonctions de a?, , Ji ' • • • »
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qui ne sont déterminées que par les exposants d'échange (et les caractères]

des substitutions correspondantes. On pourra les choisir de diverses ma-

nières, et obtenir ainsi divers groupes; mais chacun de ces groupes est

semblable à celui qui correspond à la solution évidente x^ = ^m v', =: y,,...

Car on l'y ramène en le transformant par la substitution

1 ^1 » y\ > • • ^1» >*i» • • •
I

laquelle est évidemment abélienne propre (hypoabélienne).

§ ÏII. — Groupes indécomposables de seconde catégorie.

639. Soit r l'un des groupes cherchés. Les indix-es indépendants élant

choisis de manière à ramener son premier faisceau F à la forme canonique,

se partageront en systèmes, contenant chacun 2v séries, contenant /x in-

dices; et la r'^'"" série de chaque système sera conjointe à la rn- v"^*"* (247).

On voit d'ailleurs, comme au n^ 615, qu'il n'y a qu'un seul système, sans

quoi r serait décomposable.

Soient x^^^ y^,...^ u^, ,..-,...; x^, Vr,-.., w^,. ..;... les nouveaux indices;

Ca^,, ... les substitutions correspondantes. On peut choisir ces indices

(247-251) de telle sorte qu'ils se partagent en deux espèces : i^ les uns,

X, y,... associés deux à deux, de manière qu'on ait

('3) (C,^C,,^.J^-(C,^a^^)^i (mod.p);

les autres,- m, . . . tels que l'on ait

{i4) (c«,c„,^,)^e/'^

e étant une racine, arbitrairement choisie, de la congruence

(i5) eP'-'^—i (mod.p);

les autres exposants d'échange étant tous congrus à zéro. Il pourra d'ail-

leurs se faire qu'il n'y ait d'indices que de l'une de ces deux espèces. Quant

aux caractères des substitutions C^^,... dans le cas où T est hypoabélien,.

ils seront congrus à zéro (292). ^
Chaque substitution de r est complètement déterminée lorsque l'on con-

naît les fonctions qu'elle fait succéder aux indices de la première série, car

elle remplace les indices conjugués par des fonctions conjuguées. Nous
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pourrons donc, dans l'expression de ces substitutions, supprimer comme
superflues les indications relatives aux autres indices.

640. Soit / une racine arbitraire de la congruence

(16}
//''+'= e/'-' (mod. /?).

Elle pourra s'exprimer en fonction de l'imaginaire i de degré 2v qui a

déjà été introduite : car elle satisfait à la relation

lP^'-i= e^p''-n(p->)={—j)p->= i (mod./>).

Cela posé, la substitution

X =:
I

Xq, y\, • • • j Mo, ... Xi, yxy • • • , lUi, • • •
I

est abélienne propre (hypoabélienne) ; car elle transforme

(C„^ C„,^,^) en //- Z/^'-' (C„^_, C„,.^_. ),

qui lui est égal en vertu des relations (1 4) et (16).

Soit maintenant '*? une substitution de r, qui remplace les indices de la

première série par des fonctions de ceux de la p -h i'^'"'' par exemple; on

aura évidemment '(? = (î^^, ^ étant une nouvelle substitution abélienne

(bypoabélienne) qui ne déplace pas les séries; et r résultera de la combi-

naison de celles de ses substitutions qui sont de la forme ^avec une seule

substitution, de la forme «î^^ (557).

Parmi les substitutions de la forme ^, on doit remarquer celles de la

forme

(17) T = 1 .To, r»,- • ., «o>- • • ax^, afo,. . ., auo,. . . \,

à laquelle appartiennent les substitutions de F.

Une substitution de cette forme multiplie les exposants d'échange par

a^'*. Pour qu'elle soit abélienne, il faudra donc que l'on ait

•(18) • ap'^'~m (mod./?j,

m étant un entier réel; congruence dont les racines, satisfaisant a fortiori

à la congruence

aP^'-'^mP'-^^i (mod.p).
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s'exprimeront sans nouvelle imaginaire. Réciproquement, on voit, comme au

n"617, que r contient toutes les substitutions de la forme (17), où a satis-

fait à une congruence delà forme (18). En particulier, celles de ces substitu-

tions pour lesquelles m = i seront abéliennes propres, et appartiendront à F.

D'autre part, soit W l'une de ces substitutions, pour laquelle on ait

m = g\ W multipliera les exposants d'écbange par g; donc F aura pour

exposant l'unité, et résultera de la combinaison de W avec des substitutions

abéliennes propres.

641. Si cbaque série ne contient qu'un indice, les substitutions de la

forme :^se réduisent à celles de la forme (17); adjoignant à ce faisceau la

substitution ^P qui lui est permutable, on obtiendra le groupe cbercbé F,

qui ne pourra être déterminé que d'une seule manière, et dont l'ordre est

évidemment égal à 2v(^'-f- i)[p — i).

642. Passons au cas plus général où cbaque série contient plusieurs in-

dices.

Théorème. — Le groupe F contient des substitutions de laforme ^, autres

que celles de la forme W

.

Nous allons prouver en effet que s'il en était autrement, F ne serait pas

général.

Soient M'a, ^,,--. les substitutions de la formel", ^«^o» ^0 ^o---; ^1 ^o»

^, ¥,,...;... les substitutions de la forme ^ (^^ étant égal à l'unité); ^^' la

substitution qui, combinée aux W, reproduit F, par bypotbèse. Les

groupes Fo, F,,..., respectivement transformés de F par les substitutions

^0» ^o--- sont respectivement dérivés des ¥ et des transformées de ^^'.

Soient ^^^«.^p,. ^^a.^p,»--- ces transformées. Deux cas seront à distinguer :

i» Si ^a, = ^a.» ^»^r* ^era permutable à F, et pourra lui être adjointe,

de manière à former un groupe plus général (558).

1° Si au contraire les substitutions ^a,, ^a..--- sont toutes distinctes, elles

reproduisent toute la suite ^0» ^4'---; l'une d'elles, ^^^ par exemple, se ré-

duira donc à l'unité. On peut alors déterminer une substitution X, de

forme ^, et permutable au groupe F,, dérivé des ^ et de fp'"^^,. En effet,

s'il existe des indices x, j, de première espèce, on pourra poser

X =
I
Xt, y», • • • , w», • • • y»t — ^ty • • • y W»> • • •

I»

et si tous les indices sont de seconde espèce, on posera
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La transformée de X par ^r' sera de forme ^ el permutable à T. Elle

pourra donc lui être adjointe, et ce groupe ne sera pas général.

Corollaire. — F contient des substitutions ahéliennes propres de laforme ^
autres que celles de F. Car soient;^, une substitution de la forme ^qui soit

contenue dans F sans être de la forme ¥; g^ le facteur par lequel elle mul-

tiplie les exposants d'échange : F contiendra la substitution W"P^,
, qui

est abélienne propre, de forme ^et n'appartient pas à F.

643. Les substitutions abéliennes propres de forme ^, contenues dans F,

forment donc un groupe partiel, plus général que F : il est d'ailleurs évi-

demment permutable à toute substitution de F. On pourra donc y déter-

miner un faisceau G plus général que F, dont les substitutions soient échan-

geables entre elles aux F près, et auquel toute substitution de F soit

permutable (528). Si ce faisceau peut être déterminé de plusieurs manières,

nous le choisirons de telle sorte que son ordre soit minimum.

On verra, comme aux n"^ 559-561
,
que G résulte de la combinaison de F

avec une double suite de substitutions A,, B,;...; A^, B^, telle, que chacune de

ces substitutions soit échangeable à toutes les autres, sauf à son associée, à la-

quelle elle est liée par une des relations suivantes :
*

B7»A.B, =0A„ B7'A.B; = 0A.,...,

où B désigne la substitution

I
"^»j j''oj • • • > ^'«> • • • y ^07 ^Xof • • • > b ii«, . . . |,

et le facteur B une racine primitive d'une congruence binôme de degré premier

ô^^i (mod. p).

La substitution B devant d'ailleurs faire partie de F, on aura

6"''-^'^i (mod.;)), d'où p'-^\^o (mod.-).

On verra ensuite, comme aux n""* 562-566, que le nombre p. des indices de

chaque série est un multiple de n'^, tel que [l'if , et (\\\on peut remplacer les in-

dices actuels par d'autres indices T^, la • • • sjr choisis de telle sorte que les substi-

tutions A,, B,, Ao, Ba,... prennent laforme

A.=
I
[^,^,...e]« a.0ï.[^,^....£lo 1, B,=

|
[^.L...£]o b,[l-^^, lu- , e\> \,

A,=
!
[H,^,...e]o rt,e5.[^.L...e]o

I,
%=\[hh...t\ />2[^., H.+i, ...,£]. |,
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Si t: est premier impair, chacun des coeftieients a, , ^, , • • • sera le produit de

facteurs/, 9, 6, dont chacun est le coefficient d'une substitution de F (568j.

Ils s'exprimeront donc sans introduction d'imaginaire, etonpourra les sup-

poser réduits à runité. Car si l'on désigne par a,, è,,... les substitutions

qui sont contenues dans F, G sera dérivé de la combinaison de F avecla

double suite «7* A,, 6^7' B,^..., où les coefficients ont disparu.

Si Ti = 2, chacun des coefficients a,, b^,... sera le produit de facteurs/,

9, par un facteur y%y étant une racine primitive de la congruence

/= i (mod.p);

d'ailleurs, /;'' H- i étant divisible par 2, p'' — i le sera par 4; on aura donc

jp^^-^^ï {mod.p).

Donc y, et, par suite, a,, b,,... pourront encore* s'exprimer sans intro-

duction d'imaginaire nouvelle. Mais deux cas seront à distinguer :

i** Si/>^-+- 1 est divisible par 4» on aura

jp'^'= i (mod.p);

F contiendra la substitution

j=
I
[H.L...e]. y[H.H,...£]. |.

et l'on pourra, comme dans le cas où n est impair, réduire à l'unité chacun

des coefficients a,, 6,,

—

2° Si p'-+- 1^ 2 (mod. 4)»y n'appartient pas à F; maisy*"^= 6 lui appar-

tient. Chacun des coefficients a,, b,,... sera donc de la forme / ou de la

formey^', /étant le coefficient d'une des substitutions de F. Suivant que le

coefficient considéré, a, par exemple, sera de l'une ou de l'autre de ces

formes, les racines de la congruence caractéristique de la substitution cor-

respondante A, satisferont ou non à la congruence

\p"+'~i (mod./>).

Or, en opérant comme au n°blO, on verra que les facteurs «2» ^2.-- pour-

ront être réduits à l'unité, et les facteurs a,, 6, tous deux à l'unité, ou tous

deux ày.

61.
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644. Soient Q,$,...£r les substitutions correspondanl(3s aux nouveaux in-

dices [^, la-'-sJr- Leurs exposants d'échange ne sont pas altérés par les sub-

stitutions A,, B,, Aa, Ba,

i" Or A, multiplie l'exposant d'échange

(Q.5,...,,Cr. =;...Ar+v) par {af+^ 0^+^' /-')'''= (af+' Ô= -ï'. )''.

Si a, = I, ce facteur ne se réduit à l'unité que pour H'jEee:|,. Donc l'ex-

posant d'échange considéré doit s'annuler si ^'jj?,.

Si a^ =y, ce qui n'a lieu que si p^^ i ^ i (mod. 4)» ce facteur ne se

réduit à l'unité que pourS', ^|, +i. Donc l'exposant d'échange considéré

s'annulera si l'^^S,.

2** B, le transforme en ^'/'"^'^'^(Q,_,
5, e.rQ',-),?; i',r+v)- Donc si

b, = a, = I, l'exposant d'échange considéré sera indépendant de la valeur

de B,; si è, = a, =y, il changera de signe lorsque |, variera d'une unité.

Les substitutions Ao, Bo,... donnent lieu à des résultats analogues; mais
" • ~

. ... ''

a.i, bo,... se réduisant à l'unité, on n'aura pas de distinction à faire.

On peut résumer ces résultats dans l'énoncé suivant :

Soit a, = bf = j", V étant égal à o ou à i ; l'exposant d'échange

(Q,e,.. e/-Q',i;...£',r+v) ^^ diffère de zéro que si Von a

^', — El — -J ^ H'2 — ^2^ . • .^ o ( mod . - ).

H est indépendant de ^2,... et se trouve multiplié par 5" loisque S, croît d'une

unité.

645. On peut d'ailleurs, sans altérer l'expression des substitutions F, A,,

B,,..., prendre pour indices indépendants à la place des indices [oo...o]o,...,

[00..., |j,'— ijo des fonctions quelconques de ces mêmes indices, pourvu

qu'on altère parallèlement dans la première série les autres classes d'in-

dices correspondant aux divers systèmes de valeurs des indicateurs^,, ^2,...;

il conviendra de faire subir en même temps aux indices des autres séries

des altérations conjuguées de celles-là. Il reste donc dans le choix des in-

dices un certain arbitraire dont on peut profiter pour préciser l'expression

des exposants d'échange qui ne sont pas encore déterminés.

Soit d'abord a, = è, =1. Nous avons vu (247-251) qu'on pourra déter-

miner les indices [00. ..oj^,..., [00..., p/— i]o de telle sorte qu'ils se par-

tagent en deux espèces : les uns, tels que [oo...o]o, [oo...i!o, associés
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deux à deux, de telle sorte que l'on ait

( C«,...M Cm....,)= — (C„...„ Cm...».)^ I { mod. />),

les exposants d'échange de C00...00 6t de Coo ...10 avec les autres substitutions

de la forme Coo... sv étant tous congrus à zéro; les autres, 'oo...;72 „ par

exemple, tels que Ton ait

{C»»...m»C^...m-,)^e {mod. p),

e étant une racine arbitrairement choisie de la congruence (i5).

646. Soit maintenant <7, = b, =j, d'où tt = 2. On pourra choisir les in-

dices roo...e]o tle telle sorte, qu'ils soient de deux espèces : les uns,

roo...o]o, [00... i]o»-- associés en croix aux indices analogues [10. ..0].,.

'10... 1]^ de telle sorte que l'on ait

( Cm.„»» C,«...,v )^ ( C,«...i. C„...„ ) = I {mod. p],

les exposants d'échange de Coo.. .00 et ^e Coo. .10 avec les autres substitutions

de la forme C,o...£v étant tous congrus à zéro; les autres, [oo...m]o par

exemple, tels qu'on ait

(C„...,.C:,...„v)= i (mod. ^).

Supposons en effet qu'on puisse choisir les indices '^oo...£ de telle

sorte que les substitutions Coo...//iof-» Coo....|i'-j,o correspondantes à /x'— m
d'entre eux aient chacune des exposants d'échange congrus à zéro avec cha-

cune des substitutions C,o...îv excepté avec sa correspondante dans la suite

Cio...mv»--.. C,o....a'_i,vi niais qu'il soit impossible de les choisir de telle sorte

que plus de [l' — m d'entre eux jouissent de la propriété ci-dessus. Posons

p' p' p'

D,.= C''« C*' ...C*>"-«' /O. 0/- /0...1/- /0...,m-l,/-

On pourra choisir «„» ««»•••» ««1-1 de telle sorte que les exposants d'é-

change de Doo avec C,o...iv»'«-» C,o...y_i.v soient tous congrus à zéro.

En effet, les exposantsd'échangedeCoo...oo»Coo...io»'-- avecC,o...OTv.-«-» étant

égaux, au signe près, à ceux de Coo...,«o»--- avec C,o..ov. C,o...iv.--- élevés à la

puissance/?'', sont congrus h zéro. Par suite, les exposants d'échange de Doo

avec C,o...,„v»«-- sont identiquement congrus à zéro; et pour que les autres le

soient, il suffira que les rapports de «o» «o-- soient déterminés par les
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m — 1 congruences résumées dans la formule suivante :

iZo(Cco...ni)Cio.../v) -»-...-+- a,„_i (Coo...,ni—i,oCi(i.../v)^ O (/=r;|,.. ,m — l).

Le coefficient «o sera nécessairement congru à zéro; car s'il ne l'était pas,

on pourrait prendre pour indices indépendants, à la place des indices

[oo...2^o ceux qui correspondent aux substitutions Doo. Coo...<». • • • »

^'00. ..,{i'-i.o parmi lesquelles il en est /;/— m-h[, D(,o. Coc.wo»--» dont les

exposants d'échange avec celles de la suite D,.,, C,o...,«v»--- soient tous con-

grus à zéro, sauf ceux-ci :

résultat que nous supposons impossible.

Soit donc «o ^o : on en déduit

( D„o D„)= af ( D„o C,o...,v ) -f- . . . 4- aP;_,
( D.» C, ..,,«-.,-.)= o.

Parmi les coefficients a,,..., «,„_,, qui ne sont connus que parleurs rap-

ports, l'un au moins, a,, sera >o (mod. p). On pourra prendre pour in-

dices indépendants ceux qui correspondent aux substitutions C00...00» Doo.---»

Coo...,îi.'-i.o- Et si l'on suppose que cela ait été fait d'avance, Doo se réduira

^ ^00. ..10'

Déterminons maintenant des substitutions

p^ p^ p'

"^
/O.Or /0...1r /O ,m-l,r'

telles, que les exposants d'échange de Eoo avec C,o...ov. C,o...2v,.-., C,o...,îj.'-(,v

soient tous congrus à zéro. Nous venons de voir que cela peut toujours se

faire, et que j3, sera congru à zéro, ainsi que (EooE,v). Mais po ne le sera

pas; car, s'il l'était, l'exposant d'échange de Eoo avec C,o...tv serait égal à

[ji \ '-'UO...20 VJ10...IV ' ~r- . . .
-|- Ç>rn—\ W'ao. .,m—\,o tjic.iv j»

expression dont chaque terme est congru à zéro. D'autre part, l'exposant

d'échange des substitutions Coo.so» ^t par suite celui de Eoo. avec une sub-

stitution quelconque de la forme C|r,...er est congru à zéro si l'on n'a pas

Se^ I, Yj ^^o,... (mod. n), r^v (mod. iv) (644). Donc Eoo aurait tous ses

exposants d'échange congrus à zéro, ce qui est inadmissible.

Le coefficient |3o n'étant pas congru à zéro, on pourra prendre pour in-
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(Jices indépendants ceux qui correspondent aux substitutions E„o. Coo...io»- •;

et si l'on suppose que cela ait été fait d'avance, E^o se réduira à Coo...oo'

On voit de la même manière que les indices [oo... 2j„, [oo... 3jo pour-

ront être choisis de telle sorte que les exposants d'échange des substitutions

correspondantes avec les substitutions C,o...çv soient tous congrus à zéro,

sauf ceux-ci: (Coo...2oC,o...30' (Coo...3oC,o...2v); et l'on continuera ainsi jusqu'à

ce qu'on ait épuisé le nombre des m premiers indices de la suite [oo. ..£]<,

qui se trouveront ainsi groupes en — couples.

647. On peut donc choisir les indices de telle sorte que tous les expo-

sants d'échange de la forme (Coo...£o C,o...e'v) soient congrus h zéro, sauf

ceux-ci :

( t-'M...M '-'l#...lv ., \\-'t»...\*yj\t...*-.)t • • •» (^««..JW» '-'l#..Jlry j, • • ••

Il reste à prouver que ces derniers exposants d'échange, que nous repré-

senterons pour abréger par Xo,, A:,o,..., k,„,..., peuvent être réduits à l'unité.

Pour cela, prenons pour indice indépendant, au lieu de oo. . .oj^,

celui-ci : ko, 00...0 g. La substitution correspondante à ce nouvel indice sera

C*oi , et son exposant d'échange avec C,o...)v se réduira à l'unité. On peut

donc supposer X'oi = » • Gela posé, on aura

Les exposants d'échange A,,,, X.o,... étant ainsi réduits à l'unité, passons

aux suivants, tels que k,„. Prenons pour indices indépendants, à la place des

indices [S, la-'wjr, ceux-ci </'''rS,|2-'Wj;., auxquels correspondent les

substitutions C(r^ ,„, = C.^i. ,„,- On aura

expression qui se réduit k l'unité si l'on a

(19) (if'-*-'~h„.

Mais on a

"m^— ( Li|«..jn« Lm .j»)^ (tjM...m> Li|«..jm )^ /< ^ .

d'où l'on déduit
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relation qui montre que les racines de la congruence (19) sont des entiers

complexes ne contenant d'autre imaginaire que celle de degré 2v, déjà in-

troduite dans le calcul. On pourra donc déterminer d sans difficulté.

648. On peut déterminer une substitution <? qui remplace chaque indice pa/"

unefonction de ceux de la série suivante, transforme A
, , B, , A2, Bj, . . . en \''^,

B , , A'2 , Bo , . .
.
, e^ qui en même temps soit ahèlienne propre

(
hypoabèlienne )

.

En effet, les indices étant choisis comme il vient d'être indiqué, soit d'a-

bord «, = ^, = I. La substitution

(21)
[^.H..
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650. Réciproquement, soit V une substitution quelconque satisfaisant à

ces conditions : cherchons à déterminer une substitution abélienne (hypo-

abélienne) V^ dont V soit la corrélative.

i** Soit d'abord n premier impair. On aura V= P^Q, P étant la substitu-

tion qui multiplie .r,, x.y,... pary^, sans altérer j, , y.,,..., et Q une substitu-

tion dérivée des substitutions L^^, My,, N^^^ du n** 220. Or la substitution <i'

et les substitutions 4Lu., ^1"^!!.
=>^ii.,v

du n** 579 ont respectivement pour corré-

latives P, Lp,, M(x, NjjL.v Elles sont d'ailleurs abéliennes (hypoabéliennes).

En effet, dans le cas où il y a lieu de considérer les caractères des substi-

tutions Qj,..e;., ces caractères sont congrus à zéro (292); et il en est évidem-

ment de même de ceux de leurs transformées par j^^^, DJi^, y^^.,-

Passons à la considération des exposants d'échange, ^^^ multiplie

(Q.?,...£rQ;E'^...,v) par le facteur $^^^(^^-'^'^-^i>^'^-')''^', lequel se réduit à

une puissance de 5'''^'^i, si cet exposant d'échange diffère de zéro, au-

quel cas on a B'.^^^^, r'^r h- y. La même observation s'applique aux sub-

stitutions 3^,i,v- Quant aux substitutions DTt^, considérons l'une d'elles,

ov^, par exemple. Elle transforme

Q. :....., Q.;V..^v en Dz^JJcf^''.., D'=JJcCi^'l..
/H m'

Si l'on n'a pas c.-^ — '^o^. . .^o (mod. n), r' — r — v^so (mod. 2v), l'ex-

posant d'échange des substitutions considérées s'annule; et il en est de

mêmes de celui des deux transformées; car les exposants d'échange des fac-

teurs qui les composent, comparés deux à deux, s'annulent séparément.

Soit au contraire ^'^ — la ^...^o (mod. n), r' — r — v^o (mod. 2v) :

(Cï,f,...£rCf'_s'^...£V') sera encore congru à zéro, si l'on n'a pas ç^^sH,; et si

cette condition est satisfaite, il sera congru à (Coo.er Coo...£v). quantité que

nous désignerons par A. De même, deux facteurs quelconques pris dans D
et D' auront leur exposant d'échange congru à zéro si l'on n'a pas m = m',

et congru à kO'^^'f''^'"''^'^'^' dans le cas contraire : on aura donc, en remar-

quant que ^P'^^d-*,

m^=T. —

r

;, <ç,, on aura

DD')=/r y 6(Vï'.)-A'\

e(5-^' )«/>"_
i = o,
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et cette relation, divisée par 6^^'^''^'' — i donnera

m ^-r.— I

y ô(^-^'" )"'/''=o, d'où (DD')= o.

Si, au contraire, S, =^', , d'où ô''~'' = i, on aura

{DD')= /r7:.

Donc OR, est abélienne, et multiplie les exposants d'échange par ;:.

Cela posé, la substitution "^^ formée avec (^, i^^, dXi'^, 31,^,, do la même
manière que V l'est avec P, L,jl, M^, N(|.,v, aura évidemment V pour corré-

lative.

2'' Soit 71 = 2 et p^+ i^E^o (mod. 4)- I^a substitution i^^ prendra la

forme

et rien ne sera changé au raisonnement.

3^ Soit TT = 2, /^''-h 1^ 2 (mod. 4). a, = ^, = f. La substitution Y, étant

hypoabélienne de première espèce, sera dérivée des substitutions Mjj., N^,v

(263), et V le sera des substitutions corrélatives on^^, ^^,^.

4° Soit 71 — 2, ;»''+ is=2 (mod. ^), a, = bt =j. Nous prendrons alter-

nativement pour indices indépendants les indices r^,22...£> ou les indices

«, |3 étant un système de solutions de la congruence

a-'-»- (3^;^— 1 [mod. p).

Les substitutions A,, B,, rapportées à ces nouveaux indices, prennent la

forme

B,=
|
[ll....zl («4-[3y0M[ç>^....s];|;

et les autres substitutions Ao, B2,... ne changent pas de forme.

Cela posé, la substitution V est dérivée de celles des substitutions M,jl,

N^.v pour lesquelles /x, v sont > i, jointes aux substitutions L,, M,, U du

n" 278. Aux substitutions M^, N(j.,v on pourra faire correspondre, comme
tout à l'heure, les substitutions 01^, Xjj,,v- Aux substitutions L,, M,, U on
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pourra faire correspondre des substitutions^,, 3rc,, t), ayant la forme in-

diquée au n° 579. En effet, on voit immédiatement que ces substitutions

ont pour corrélatives L,, M,, U; et nous allons vérifier d'autre part qu'elles

sont abéliennes fhypoabéiiennes).

En effet les substitutions Q^ç... „., respectivement correspondantes aux

nouveaux indices [|, ç^ ••£]'r» sont évidemment égales aux puissances

('-T^^)^-'
des substitutions Q,f....çr- Leurs exposants d'échange mutuels

sont donc congrus à zéro, si l'on n'a pas

ç, — ç, — I ^£', — i:^. .^o (mod. z), r'^r-h > (mod. 2v),

et si ces conditions sont satisfaites, leur valeur est indépendante de ço,...,

et change de signe lorsque S, varie d'une unité. En outre, leurs caractères

(dans le cas où il y a lieu de les considérer) sont congrus à zéro.

Cela posé, 4^, transforme Qr, ,^, C^ - .,. en

/

elle multiplie donc leur exposant d'échange par (i +jO^'f\i -hjô^'Y . Ce

facteur se réduit à 2 toutes les fois que l'exposant d'échange considéré n'est

pas congru à zéro; car il est alors égal à

ou, comme z?"^! (mod. 4;, d'où y'^y, G^'^O, à

(i — [y9^tpX'^2/''"=2 {mod. p).

D'autre part on., transforme ces mêmes substitutions en

ifti Cl -^ Sh > l'exposant d'échange k des substitutions considérées est congru

à zéro, et celui k' de leurs transformées est égal à

62.
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Si I' E^ ^, + I , k' est égal à

'(y6M''"(7Ô=.-'K^"-(«-(3/5^)/(« [3./ e=.-+-'
jp'-^'j

/, = (
-/^- a'- |3') /. ^ 2 /.-.

Donc oii, est abélienne, et multiplie les exposants d'échange par 2.
r r

De son côté,!') transforme C'r_:^ „. en C|^t ,., C|«? t, » en posant pour abréger

m H. -h ^. + 1, «p = -(n-./Ô''-^0([3./ô'.-a)^

et l'on vérifie de suite qu'elle multiplie les exposants d'échange par 4-

Enfin, dans le cas où il y a lieu de considérer les caractères des substitu-

tions C;'^:, „., ces caractères seront congrus à zéro. Il en sera de même des

caractères de leurs transformées, chacune d'elles étant le produit de fac-

teurs dont les caractères et les exposants d'échange mutuels sont tous con-

grus à zéro.

651 . La substitution ^, que nous venons de déterminer, n'est pas la seule

substitution de la forme $p^ qui ait V pour corrélative. Mais on verra

comme au n" 580, que toute substitution 2 qui jouit de cette propriété est

de la forme C^A7B^,'...G, g étant une substitution de la forme

7

Quant à la substitution t^^A'/B^j'... elle est égale à <^i^ s étant de la forme

D'ailleurs elle est abélienne (hypoabélienne); si donc on veut que 2 le

soit, il faudra que S le soit également.

652. Les substitutions ^^ ^a.---. ^^^' dont r est dérivé sont donc res-

pectivement égales à s, S,, SaS,, . . .
, f&^s's'; S,, So,..., s' étant des sub-

stitutions de la forme %, et s,, Sa, ... ,
6' des substitutions de la forme 6.

Cela posé, on voit, comme au n° 581, que Y contiendra les substitutions s,.

Si [)J se réduisait à l'unité, les substitutions G se réduiraient à celles de

la forme W (640). Mais nous supposerons pour plus de généralité que l'on

ait /jl' > 1

,
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653. Le groupe Y contiendra des substilutiom de la forme G, autres que

celles de la formel'. Car nous allons voir que, s'il en était autrement, r ne

serait pas général.

Soient M^o. ^'«.••- les substitutions de la forme M^'; ^o^i^o. Co^^,,...;

G,H^o» G)H^,.- • • ; •• • celles de la forme' G fCo étant égal à i); s,, §,. ••»

</^s'5' les substitutions qui, combinées aux ¥, reproduisent r, par hypo-

thèse. Les groupes To, F,,..., transformés de r par 5o, C,,..., sont respecti-

vement dérivés des substitutions F, s,, ^2^,..., et des transformées de ^j^^s'G',

lesquelles seront évidemment de la forme ^^^§'5. Soient ^s'Sa.^^.,

t/^-s'Ga,H^p,,... ces transformées : deux cas seront à distinguer :

1*^ Si Ga, = ^a.» la substitution G, cr' sera permutable à F, et pourra lui

être adjointe de manière à former un groupe plus général;

2'' Si au contraire les substitutions Gu,, G, ,... sont toutes distinctes, elles

reproduiront toute la suite Go» C,,..; l'une d'elles, G», se réduira donc à

l'unité. Or on peut déterminer une substitution X, de la forme G, qui soit

permutable au groupe F,, dérivé de F, s,, -Sa»--*» $^S'*Fp,.

En effet, soit d'abord a, = 6, = i. Les indices indépendants étant sup-

posés choisis comme au n** 645, on pourra prendre pour $ la substitution

(21) (648), et pour X la substitution

l[H.^...ol.,[H,Ë,...i].,...,[i.;>.../n].,... [L^,...i]., -[H.L...o].,...,[^.^,.../n]..... [,

qui est échangeable à toutes les substitutions F, $, s'.

Si tous les indices étaient de seconde espèce, la construction ci-dessus

serait en défaut; on pourra alors prendre pour $ la substitution

1
{l.h...t], i[hh.:.zl [,

-

et pour X la substitution qui échange les indices '^z.^ ç,-..©]^ avec les indices

[^jla-'-iJr» sans altérer les autres indices.

Soit au contraire a, = 6, =j. On pourra supposer que $ ait la forme (22);

et s'il existe des indices de première espèce, on pourra prendre pourX la

même substitution que tout à l'heure.

S'il n'existe que des indices de seconde espèce, on prendra pour X la sub-

stitution qui multiplie par — i tous les indices pour lesquels on a s = o,

sans altérer les autres.

La substitution X étant ainsi déterminée dans tous les cas, sa trans-

formée par kl~' sera permutable à F et pourra lui être adjointe. Donc F ne

sera pas général.
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654. Les substitutions de forme G contenues dans V fornienl un groupe

permutable à toute substitution de T. On peut donc (528) y déterminer un

faisceau G', plus général que F, permutable aux substitutions de F, et dont

les substitutions sont échangeables entre elles aux F près. Si ne faisceau

peut être déterminé de plusieurs manières, nous le choisirons de telle sorte

(jue son ordre so'ii minimum. Raisonnant comme précédemment, on verra :

i" Que G' résulte de la combinaison de F avec une double suite A', , B, ,...,

A', , B', dont chaque substitution est échangeable à toutes les autres, saufà

son associée, à laquelle elle est liée par une relation de la forme

Br'A',B', = 6'A',,...,

Q' désignant la substitution de F qui multiplie les indices de la première série

par 6', lefadeur 6' étant une racine de la congruence

Q'~' ^B\ (mod. p),

et Ti' un nombre premier, qui divine // +- i ;

•2" Que p/ est un multiple de n''^ , tel que {x"n"^\ et (\uen changeant conve-

nablement d'indices indépendants , et remplaçant l'indicateur unique e par <7'

indicateurs yj,, V32»-' variables de o à n' ~ \, et un indicateur z' variable de

o à 11." — I, on pourra mettre les substitutions A'j, B, ,... sous la forme sui-

vante :

A',=
I
[^,L...-/;,...£']o «',ô'^'.[^,?,...-/5, ...£']„ 1,

. B', =
I [^, L. . .-/î,. . .£']o b\['i,, ^2,..., /!, +1,..., e'], |,

sans altérer la forme des substitutions A,, B,,--- (sauf le remplacement de s

par plusieurs indicateurs);

3° Que les coefficients d^, h^,... doivent être toujours supposés égaux à i

,

sauf les deux premiers, qui pourront être supposés égaux à j, mais seulement

dans le cas où l'on aurait n' = 2, et p' -i- \^2 (mod. 4) ;

4" Que l'exposant d'échange des deux substitutions C%,f....r,,...mr ^'

Gf' ç' ...r,' ...«<',r+v ^st congru à zéro, à moins que l'on n'ait

^', — ^, — y=
Ë's — L^. . .= o (mod. t),

/î', — y;, — u'^/;'^ — y;,^. . .^o (mod. tt*),

y et v' étant respectivement égaux à o ou à \ suivant que a, et b,, a\ et b\

le sont à i ouàj; que cet exposant d'échange, indépendant de la»--» 'C2^-">

est multipliépar 6'" ou par $''' lorsque |, om yj, croissent d'une unité;
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5" Qu'i7 existe dans le choix des indices un certain arbitraire, dont on peut

projiter pour faire en sorte que chacune des substitutions Coo...o...e'o ^'^ *^^ ^«^*'

posants d"ècliange avec les substitutions C:,^__ y, _t'^ ^ous congrus à zéro, à l ex-

ception d'un seul;

G" Que la substitution (£ peut être déterminée de telle sorte, quelle trans-

forme A,, B...... A',, B',.... en A% B,...., Af, B'.,...;

7" Qu'à chaque substitution \'' de T , qui transforme A'j , B', , . . . en

y",' A'' B'f '
. . . , ^, A ,' ' B ,*

' correspond une substitution

V=\ x\,y\,. y^^^ + yJ'^ + P,^\-^0, ),-{-.

appartenant au groupe abélien {à l'un des groupes hypoabéliens) de degré n"-'^:

8° Que chacune des substitutions (?,, (?2.---» G' qt^i concourent à laforma-

tion de r est le produit de deux substitutions partielles, ayant les formes sui-

çantes :

(23)

('4)

m^,...

9*^ Que si r, contient tes substitutions G,, (r.,..., il contiendra les deux sub-

stitutions partielles dont chacune d'elles est le produit; que si tx" >> i , F con-

tiendra une substitution delàforme {il\ ,, autres que celles de laforme W ; que

parmi ces substitutions on pourra déterminer un second faisceau G", analogue

à G e/ à G'; etc.

655. Supposons, pour fixer les idées, que u."se réduise à l'unité. Les sub-

stitutions de la forme (24) se réduiront à celles de la forme ¥. L'imlicaleur t',

n'étant susceptible que de la valeur zéro, pourra être supprimé.

i" Soit d'abord a, = 6, = «, =^ b\= i. Les exposants d'écbange mutuels

des substitutions Ct,e,...T.,...r seront lous congrus à zéro, sauf ceux-ci

(Q,?î. .r.,...rQ,!....r.,....r+v) H"' pcuvcot être supposés égaux à e'^ (251 et 645 .

On pourra prendre dans ce cas

iS=\ [V;... •/*.•..]. /[^.L...-/î....]. [.

2" Soient a, = 6, =y^ «1 = b\ —f ; l'un des entiers u, \>' étant égal

à I, et l'autre à zéro ou à i. Les exposants d'écbange mutuels des substitu-
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lions Q,s,...r„...,^ seront tous congrus à zéro, sauf ceux-ci :

qui seront égaux à Ô^^'Q''"
'^'k^', k étant un facteur constant, qu'on peut sup-

poser égal à I (647). On pourra prendre dans ce cas

ci=\ [^,i,... /),...]. [E.^,... •/),...], |.

656. Soient maintenant '(.•>= ^P^une substitution quelconque de F; ses

deux corrélatives V, V appartiendront respectivement aux groupes abé-

liens (bypoabéliens) de degrés t:-'^, tî'-'^', et y multiplieront les exposants

d'échange par/??. Les deux groupes A, A', respectivement formés parles

substitutions V et par les substitutions V, seront résolubles et primaires

(584).

Réciproquement, soient L, L' deux groupes résolubles et primaires, res-

pectivement contenus dans les groupes abéliens [hypoabéliens) de degrés tt'^,

r."-'''' . Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte

que deux substitutions associées V, V multiplient les exposants d'échange par

des facteurs respectivement congrus àp^, suivant les modules tz et n' . A chaque

système de substitutions associées on pourra faire correspondre une substitu-

tion "C, de la forme $P^, dont V, V soient les corrélatives. Le groupe Vformé

par les substitutions ainsi déterminées, jointes aux substitutions W, A,, B,,...,

A', , B'j ,..., sera résoluble (585), et restera le même, de quelque manière quon

choisisse la substitution %"" (586). Son ordre est égal à

•IV
, , , , dui.d'wl

^^ ' (7r-i)(7:'-i)'

§, d, d' , (w, w' ayant la même signification quaux n^^ 590-591.

657. La construction de F est ainsi ramenée à celles des groupes auxi-

liaires L, L', qu'on devra choisir chacun aussi général que possible dans

son espèce. Leur détermination conduit au problème C. En les choisissant

diversement, on obtiendra pour F autant de groupes différents. IMais si Von

prend successivement pour L, par exemple, une suite de groupes semblables

entre eux, les divers groupes F ainsi obtenus seront semblables entre eux

(589).
.

658. Le groupe F construit par la méthode précédente est rapporté aux

indices imaginaires [1,^2. ..y;,...],; mais on peut les remplacer par des in-
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(lices réels cc^, v, ,... tels, que les substitutions correspondantes aient tous

leurs exposants d'échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux-ci :

Quant aux caractères des divers couples de substitutions C^- , C/ ,... dans

le cas où il y a lieu de les considérer, ils seront tous congrus à zéro, ou

l'un d'eux sera congru à i, suivant qu'en groupant dans une même classe

les indices imaginaires conjugués, le nombre N des classes qui sont leurs

propres conjointes sera pair ou impair (295-299;. Suivant que l'un ou l'autre

de ces cas se présentera, F sera nécessairement contenu dans le premier ou

dans le second groupe hypoabélien.

Or si l'on a a, z= ^, = i , a, = /^'j = r , on aura N = ,a; et suivant que ce

nombre sera pair ou impair, on tombera sur l'un ou l'autre cas. Soit au

contraire a^ = Z», =y; on aura N = o; mais dans ce cas on a rr = 2; donc

iuL est pair. Donc, simant que u. est pair ou impair, on aura N = o ou N = i

,

et par suite F appartiendra au premier ou au second groupe hypoabélien.

Soient x^,y^,.,. les indices originaires. Les nouveaux indices j?'j,r'j,...,

auxquels le groupe est actuellement ra pporté, sont des fonctions de a;,, j,,...,

qui ne sont déterminées que par les exposants d'échange (et les caractères)

des substitutions correspondantes. On pourra les choisir de diverses ma-

nières, et obtenir ainsi divers groupes; mais chacun de ces groupes peut

se ramener à celui qui correspond à la solution évidente j:', — Xi,y\ = v,

Il suffira pour cela de le transformer par la substitution

laquelle est abélienne propre (hypoabélienne).

§ IV. — Groupes indécomposables de troisième catégorie.

659. Soient F un des groupes cherchés;. F son premier faisceau. Pre-

nons pour indices indépendants ceux qui ramènent F à la forme canonique :

ils se partagent en systèmes et séries. Soient x, y,... les indices de l'une

de ces séries, S une substitution de F; a, /3 les facteurs par lesquels elle

multiplie res|)ectiYement les indices de la série x, y,..., et ceux de sa con-

jointe : on aura a/3 ^i (mod. p) (241 ); mais la série x, y,... est sa propre

conjointe, d'où

,3 ^ «, x-^i {mod. p).

63
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Donc chaque substitution de F multiplie cliaque indice par le facteur

réel =!= I , Donc chaque système ne contient qu'une série. On voit d'ailleurs,

comme au n"615, qu'il n'existe qu'un seul système : d'où le résultat sui-

vant :

Les indices ne forment qiiun seul système et une seule série; et F ne con-

tient que les deux substitutions qui multiplient respectivement tous les indices

par -h I ou par — i

.

Si p était égal à 2, toutes les substitutions de F se réduiraient à l'unité,

résultat absurde : donc/; est impair.

()60. Cela posé, on peut choisir les indices indépendants u, v\ u', v'\...

(h' telle sorte qu'on ait

{CX,)^[Cu'C,')= ...= i,

les autres exposants d'échange étant tous congrus à zéro (253). Cela fait,

soit ^ une racine primitive de la congruence ^^-'ee^i (mod./?); la substitu-

tion '1* qui multiplie u, u',... par g, sans altérer p, v',..., multiplie les ex-

posants d'échange par g\ et toute substitution de F qui multiplie ces expo-

sants d'échange par un facteur tel que g^ sera de la forme (fP^, ^ étant une

substitution abélienne propre. Enfin, par un raisonnement analogue à celui

du n** 557, on voit que F résultera de la combinaison du groupe A formé

par celles de ses substitutions qui sont de la forme ^ avec une seule substi-

tution de la forme ç^^.

661. Théorème. — Le groupe F contient des substitutions de la forme ^
autres que celles de F. Supposons en effet qu'il en soit autrement, nous al-

lons prouver que F ne peut être général.

Soient/y,/, les deux substitutions deF; ^«/o. ^o/n ^i/o» ^./n--- celles

de la forme ,^. Soit d'autre part â'^^ la substitution qui, combinée à F, re-

produit F. Les groupes Fo, F,,... transformés de F par :^(,' ^c" seront res-

pectivement dérivés de la combinaison de F avec les transformées ^^^9.,f^„,

^°^ï, /?.'••• ^^ ^.^^^'; et deux t^as sont à distinguer :

i** Si l'on a une égalité telle que i^a, = ^a,, on peut adjoindre à F la

substitution ^, ^^ ; donc il n'est pas général.

2** Si les substitutions ^a^, ^a,.-- sont toutes distinctes, l'une d'elles,

^a, par exemple, se réduira à i. Il existe une substitution abélienne X non

contenue dans F,, et permutable h F,. Car, si/? > 3, on pourra poser

X=:
I

M, (/, u', V',... gU, gV, gu', gv',... |,
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et si /j = 3

La transformée de X par ^~' sera permutable àT, et pourra lui être adjointe.

662. Le groupe partiel A étant évidemment permutable aux substitu-

tions de r, on pourra (Ô2S) y déterminer un second faisceau G, dont les sub-

stitutions soient échangeables entre elles aux F près. On verra comme aux

n"* 559-561 que G résulte de la combinaison vie F avec une double suite de

substitutions, A,, B,,..., A^, B^ telle, que chacune de ces substitutions soit

échangeable à toutes les autres, saufà son associée, à laquelle elle est liée par

une des relations suivantes :

B7' A, B, = 6 A„ Br' A. B, = 5 A„ . .
.

,

e =
\
u, V,. . . Ou, 6v,. . . \,

6 étant une substitution de F, autre que Tunité, et qui par suite multiplie tous

les indices par — i . Donc le facteur S est égal à — 1 , et 6* l'est à 1

.

On verra ensuite, comme aux n°* 562-566, que le nombre a des indices est

un multiple de 2" (ici l'on a tt = 2), et (\a on peut remplacer les indices actuels

par d'autres indices [|, H2...£Jo choisis de telle sorte que les substitutions A,,

B,, Ao, B,,... prennent la forme

i A. = |[^.^,...c]. a.0^.[?.^,...£].|, B, = |[^,^,...£]. 6,"[?, -h i,L,... ,£].!,

On pourra supposer que a,, b.,,... se réduisent à runité; a,, b, se rédui-

ront de même à l'unité, ou à j, j étant une racine de la congruence

j'= i (mod./?).

Si a, = è, = y, deux cas pourront se présenter, suivant que /> — i est con-

gru à 2 ou à o (mod. 4)-

1" Si /? — I ^ 2 (mod. 4). y est imaginaire, et la réduction de A,, B,,

A2, Bo,... à la forme (25) nécessiterait l'introduction d'imaginaires; mais

on pourra les éviter, et choisir les indices indépendants \c^%^...i ,^ de telle

sorte que A,,B,, prennent la forme

g j

A.=
i
[£.$,... e]. - ô^.[^. -h I, ^,... ,£].!.

^'
\^.= \\lX...t], «0-U.H...-e].-h(3[?.-M, ?.,..., c. 1,

A2, Bo,... conservant la forme (25) (572-575).

63.
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En prenant d'ailleurs pour indices indépendants à la place des ^?,|2»- «O»

les fonctions

[^,^,...£]'o==[oH,...e].-H70Hi^.. ..£]„,

on ramènera A,, 6, à la forme

sans altérer l'expression de Aj, Bj,....

2° Si p— \^o (mod. 4)»y sera réel; et A,, B, prendront encore la

forme (27), si l'on prend pour indices indépendants ceux-ci :

[^•^'^i={^ijj)'ii'i---^]-

Il nous sera commode de prendre alternativement pour indices indépen-

dants les [^(Sa-'-^lo et les [1, la-'-eJo définis comme ci-dessus.

663. Soient respectivement Cg^ij.e et C-.^i, ,

, les substitutions correspon-

dantes à ces deux systèmes d'indices indépendants. On voit comme au

n° 644 que leurs exposants d'échange seront en partie déterminés par la

condition que les substitutions A,, B,, A2, Bj,... soient abéliennes propres.

I** Si'i a, = b,=z i, l'exposant d'échange {Ci^i.,..zQ%-^') ^^^^ congru à o '

à moins qu'on n'ait

?', — E.= I',
— ^î= . . . = o ( mod. 2),

auquel cas il sera indépendant de S,, I2»

2" Si a, = bt =j, j étant réel, cet exposant d'échange sera congru à o,

à moins qu'on n'ait

-t-L-i~l,-h^... = o (mod.2),

auquel cas il sera indépendant de Hj,... et changera de signe lorsque S,

croîtra d'une unité.

'^° Si A,, B, ont la forme (26), on aura le même résultat. Car Aj, Bj,...

étant abéliennes propres, l'exposant d'échange considéré sera congru à o si

l'on n'a pasË'2— S2^s...^^o (mod. 2), etindépendantde22,.... Désignons-le,
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pour abréger, par/tç,^^ : A, etB, étant abéliennes propres, on aura

Mais en tenant compte de la relation (28) et de la relation a' + /5'E^— 1,

la relation (29) devient

donc X|,£' est congru à zéro si l'on n'a pas 1*, ^1, -h 1 (niod.2); et si cette

condition est satisfaite, il change de signe, d'après la relation (28), lorsque |,

et I', croissent d'une unité.

Remarque. — Les substitutions A,, B, ont évidemment pour caractéris-

tiques des puissances du binôme (K^— 5="), v étant égal à zéro si a,=:6, = 1

,

et à I dans les deux autres cas que nous venons d'examiner : et les résultats

que nous venons d'obtenir peuvent être résumés dans l'énoncé suivant :

L'exposant d'échange (Cç,fj...£ Q^ ?,...£') ^^^ congru à zéro à moins quon n'ait

H*. — H. — u^^î — Hj^. • .^o (mod.a), ^

et si ces conditions sont satisfaites, il est indépendant de S,,... et se trouve

multiplié par 6'-' lorsque |, croît d'une unité.

Lorsque u = i, on pourra prendre pour indices indépendants les

[1, Ij'.- £ jo» ^^ 'on verra sans peine que Yexposant d'échange (C_r, ,C,/ .» ^.\

est congru à zéro à moins qu'on nait

r, — çi — I ^ ;'j — i:^ . . . ^ o mod. 2 ),

auquel cas il sera indépendant de z.2,... et changera de signe lorsque |, croit

d'une unité.

664. Soient maintenant V^ une substitution quelconque de T;/, A^'B^...,

gi A'i'Bf'...,... les transformées de A,, B,,... par -p. Les substitutions de la

forme A['B|'... seront échangeables entre elles, aux mêmes puissances près

de 6, et auront les mêmes caractéristiques que leurs transformées par \'>.

On en déduit, comme aux n*" 577-578, que la substitution

V =
I

x„ x„ ... a,x,-\-Ctr,-h. . ., b,x,-hd,r, -h. ...... L

corrélative de "<>, est hypoabélienne de première espèce si u = o, hypoabé-

lienne de seconde espèce si u = i.
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665. Réciproquement, la subslitulion hypoahélienne V étant donnée, on

pourra déterminer une substitution •<> dont elle soit la corrélative. En effet,

SI a, = bf = i, auquel cas V est liypoabélienne de première espèce, elle dé-

rive des substitutions Mp, N,x.v du n" 263. Or les substitutions D\L^„ 3^^^^^ du

n" 579 ont pour corrélatives M^,, N^^.v; et l'on voit, comme au n*" 650,

qu'elles multiplient respectivement les exposants d'écbange par i et par 2.

La substitution 'Ç dérivée de inij^, ^,x,v comme V l'est de M(a, N^, ,, sera abé-

lienne, et aura V pour corrélative.

Si a, = è, =y, y étant réel,.ou si A,, B, ont la forme (26), V est bypo-

abélienne de seconde espèce, et dérive des substitutions M^, N(a,v (où [i, v

sont > 1), jointes aux substitutions L,, M,, U du n° 278. Les substitutions

Ollfj., X^..v (où [x, V sont > i) et les substitutions 4^, DK, XD du n° 579 mul-

tiplient respectivement les exposants d'écbange par 2, 2, 4 {voir le n^ 650)

et ont pour corrélatives M,;., Npi^, L,, M,, U. La substitution \^ dérivée de

ces substitutions de la même manière que V l'est de Mj^., Njj ,,, L,, M,, U est

abélienne, et a pour corrélative V.

666. La substitution <> étant ainsi déterminée, les autres substitutions

a(^éliennes dont V est la corrélative sont (580) celles de la forme

x'^A^'B^... G, G étant une substitution abélienne de la forme

G = ['Ll,...e]o y ciljm,...q].

Quant au facteur 'C^A"'B^..., rapporté aux indices indépendants [|, la^-sjo»

il sera de la forme

S — [H,L...£]o S ^A [/./,.

i„ii,

Si c n'était susceptible que d'une seule valeur, les substitutions de 5 se

réduiraient aux substitutions W qui multiplient tous les indices par un

même facteur constant; ces substitutions, étant évidemment abéliennes et

échangeables à toute substitution de T, sont contenues dans ce groupe; sans

quoi elles pourraient lui être adjointes pour former un groupe plus général.

667. Supposons, pour plus de généralité, que le nombre pt' des valeurs

de c soit > I. On verra, comme au n° 58t, que si T contient les substitu-

tions S, G,,..., S„S„, il contiendra les deux substitutions partielles ^,, îï,,...,

^,n <^«; puis, comme au n*^ 653, que F contient des substitutions abéliennes
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propres de la forme G, autres que celles de F. Dans le groupe formé par ces

substitutions on pourra déterminer un secondfaisceau G', analogue à G. Rai-

sonnant comme précédemment, on verra :

i'' Que G' résulte de la combinaison de F avec une double suite A', , K, ,...,

A',., B',. dont chaque substitution est échangeable à toutes les autres, sauf à son

associée, à laquelle elle l'est à près.

2" Que a' est un multiple de 2"', tel que [s."
2"'

, et qu'e/t changeant conve-

nablement d'indices indépendants et remplaçant l'indicateur unique i par n' in-

dicateurs vî ,
, VÎ2» • • . variables de o à \ et un indicateur s' variable de o à ix"— i

,

on pourra, sans altérer la forme des substitutions A , , B , , . . . , mettre A , . B , , . • ..

sous lesformes suivantes

Quant à A\, B', elles auront pour caractéristique une puissance de (K-— 5^
j,

u' étant égal à o ou à i

.

Si v' —- o, on aura

K= I
[2.?,... ri. -/!,.-.-:']. e-'^^.L... •/;,/;....£']. |,

B', =
I

[H.^,...ï3.r),...c']. [H.H,...,-/;. -M, /!....£']. |.

Si u' = i et p — \^o{ mod. 4). on aura

B', =
I

[1,1,... -nm^- -£']. y[^iH,. .., Yî.-i- I, r.i.. . e'],!-

Si v' =^ \ et p — \^2{ïï\oà. l\), on aura

A', =
1 [^. ^,...ï3.-/3,...£']. — e^-'[ç.ç,..., -z;.-^ I, /3î...e']. I,

B', =
I

[t,H,...y),ïî,...£']. a0'i.[^,^,...rî,yi,...£'].H-{3[ç,L...,-/;, -M, •/;,...£'], j.

3** On verra ensuite que Yexposant d'échange des deux substitutions

G|,$,...r.,r,....m ^^ Q g' ...r/ r;,...w' ^^t cougru à zéro, à moins quon n'ait

ï, — h — -^=ï^ — l,
= . ..=7i', — y;,

— -y =-/:', — /;.= . ..= (mod.a);

qu'i7 est indépendant de Sa,..., vjj,... et qu'il est multiplié par Q" ou par 6'"'

lorsque 5, om y;, croissent d'une unité.

4** Qu'à chaque substitution "^ de Y, qui transforme A',, B', .... en
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/,' A',*' B', !*'..., g\ A'/' B','^'. ...... correspond une substitution de degré i'-"'

V =1 x\, >•', , . . . a, x\ -f- /, y\ -+-..., [3'. ^', -+- 6', ^•', 4- .......
j,

</w/ A'e/« hypoahèlienne de première ou de seconde espèce suivant qu'on aura

v' == o ou v' =^ i

.

5"* Que chacune des substitutions P, CT^ est le produit de deux substi-

tutions partie/les avant les formes suivantes :

(3o)

(3i)

[^l 'il- . . -fix Tn- . . e'], \ °i^mTm\ . [h li. . m, m,.

el que F contient chacune de ces substitutions partielles; que si 'J." = i, /e*

substitutions de la forme (3r) ^é? réduisent aux M , e/ sont contenues dans T.

Mais si ij."> i , F contiendra des substitutions abéHennés propres de laforme (3 1
)

autres que celles de F; parmi ces substitutions, on pourra déterminer un second

faisceau G" analogue « G e/ à G'; etc.

Poursuivant ainsi, on arrive à ce résultat : Le nombre [j. des indices est une

puissance de 2, telle que 2.'^+'^'+'"

,

668. Soient maintenant V une substitution (|uelconque de F; V, V',... ses

corrélatives. Les substitutions Y formeront un groupe L, primaire, réso-

luble de degré 2^' et contenu dans le groupe bypoabélien de première ou

de seconde espèce, suivant que l'on aura 11 = ou u = i. Les substitu-

tions V formeront un groupe analogue L', de degré 2-''; etc.

669. Réciproquement, soient L, L',... des groupes résolubles et primaires

respectivement contenus dans les groupes hypoabéliens {de première ou de se-

conde espèce, suivant le cas) des degrés 2-'^, 2-'^',— Associons leurs substitu-

tions de toutes les manières possibles. A chaque système de substitutions asso-

ciées tel que V, V',..., on pourra faire correspondre une substitution V ayant

pour corrélatives Y, Y', Le groupe F, dérivé des substitutions "Ç, Jointes à

A,, B,,..., A',, B', ,... et aux ^ sera résoluble, et restera le même de quelque

manière qu'on choisisse la substitution <> (586). Son ordre sera égal à

(/)— 1) a'^'^^--- wco'..., w, Cri',... étant les ordres respectifs des groupes auxi-

liaires L, L',

La détermination de F se ramène ainsi à celle des groupes auxiliaires L,

L',..., qui devront naturellement être choisis aussi généraux que possible
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dans leur espèce. On retombe ainsi sur le problème C, mais pour un degré

fort n!)aissé.

670. Remarque. — Les exposants d'échange mutuels des substitutions

Qi?...r„ri,... sont tous congpus à o (mod./?), sauf ceux de la forme

(Qj,..\r„... Q,+(,,^, T;,^-!.',r,,...). qu' serout cougrus à ^'•'^^-^''"''^^•"k, k étant

une constante. On aura donc

V "52 j h ;=
( LioC—OO... '^•j0...j'i)... j

-^^ " ( '-'•j«... 'j' 0... '-'OO...'».»... ) "- ^' 'i -f
ff ^

Si ceux des nombres u, u',... qui sont congrus à i sont en nombre pair,

il vient k^E^ — k, d'où A-e^o; tous les exposants d'échange seraient donc

congrus à zéro, résultat inadmissible. Donc ceux des nombres i», u',... qui

sont congrus à \ sont en nombre impair. La relation (32) se réduit alors à

une identité, et k reste indéterminé (mais différent de zéro).

Soit a un entier quelconque; prenons pour indices indépendants, à la

place des [^, |2--- >3i >Î2-"jo l^s expressions «"' i, $2. • • >;i ^2-

•

-jo» ce qui

n'altère pas l'expression des substitutions du groupe F; les substitutions

correspondantes à ces nouveaux indices seront respectivement égales à

Q,;...T„v ' '<ïurs exposants d'échange mutuels ne différeront donc des pré-

cédents que par le changement de k en ku-. Cela posé, k est égal à g^^ ou

à ^^^^'» g étant une racine primitive de la congruence gP~*^i (mod./?).

Posons a=zg-^; ko? se trouvera réduit à i ou à g. On peut donc, sans

nuiie à la généralité de la solution, supposer k = i ou k = g.

Si 2 est non résidu quadraticjue de />, ces deux hypothèses reviennent

l'une à l'autre. Soit en effet k = g. S'\ p'^^ i (mod. 4). prenons pour indices

indépendants ceux-ci /3
-—'^—^ [^,|2.../;,>72-.](>.y étant une racine primitive

de la congruence /'e^ I (mod./?) et j3 un entier tel, que l'on ait p-^^g.

Cette transformation d'indices n'altère pas la forme des substitutions A,, Aa,

Ba,..., A'j, B'j,..., et q.uant à B,, elle s'exprime en fonction des nouveaux

indices de la même manière que B, A, en fonction des indices originaires.

Donc l'expression du faisceau (0, A,, B,, Aa, Ba,..., A'j , B', ,...) ne sera pas

changée. D'ailleurs les substitutions C^^ÎJ^'J^^ correspondanles aux nou-

veaux indices forment une double suite où les exposants d'échange sont

égaux à ^Tr^^ • (Kivzrr.ë^ lê= '

Si /?' E^ 3 f mod. 4). on prendra pour indices indépendants ceux-ci:

-|3[|,ç2--->/i '^2---jo H— (56^' rs,H- 1, ^a»---. "'5)» y32'--jo'--» auxquels corres-

64
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pondent respectivement les substitutions Cr^'^ ^,^ C^'^Jç, ,,,„,, qui for-

ment une double suite où les exposants d'échange sont égaux à-^^i.

671. Si 2 est résidu quadratique de ^, loute substitution V du groupe. T
étant le produit de substitutions partielles dont chacune multiplie les expo-

sants d'échange par un résidu quadratique, les multipliera elle-même par

un résidu quadratique. Donc T ne contiendra aucune substitution qui mul-

tiplie ces exposants «l'échange par une puissance impaire de g; et d, l'ex-

posant de r, sera égal à 2.

Au contraire, si 2 est non résidu quadratique de p, T aura pour exposant

l'unité. Cette proposition résulté des développements qui vont suivre.

672. Soient S,, So.-- les diverses substitutions de la forme a qui sont

permutables au faisceau G; chacune d'elles est, comme on l'a vu, le pro-

duit de substitutions partielles toutes abéliennes. D'ailleurs, parmi les sub-

stitutions §,, Sa»---» il en est qui multiplient les exposants d'échange par 2,

qui est non résidu. Le groupe 3 formé par celles de ces substitutions qui

multiplient les exposants d'échange par des résidus quadratiques contient

donc la moitié seulement des substitutions s,, Sa»---; il est clair en outre

qu'il est ])ermutable à toutes ces substitutions. Le groupe I formé par les

corrélatives des substitutions de 5 contiendra la moitié des substitutions du

groupe H hypoabélien de degré 2^*^, formé par les corrélatives de s,, Sa»---;

et de plus il sera permutable aux substitutions de H.

Or nous avons vu (268-275 et 283-290) qu'il ne peut exister qu'un seul

groupe 1 contenu dans H et permutable à ses substitutions. Nous trouvons

ici ce groupe I, et nous constatons qu'il ne contient que la moitié des sub-

stitutions de H, ce qui complète la démonstration de l'endroit ciié.

673. Cela posé, soient comme précédemment L, L',... les groupes auxi-

liaires qui concourent à la construction de T : H, H',... les groupes hypo-

abéliens de degrés 2^*^, 2^*^',... dans lesquels ils sont contenus : 1, l',... les

groupes contenus respectivement dans les groupes H, H',... et permutables

à leurs substitutions dont l'existence vient d'être démontrée. Si L, L',...

sont respectivement contenus dans 1, 1',..., on aurac?:= 2. En effet, soient Si,

S',,... des substitutions quelconques prises dansi, T, ...; X'^, = S, s'^. . . la

substitution de T qui a S,, S'j,... pour corrélatives. La substitution par-

tielle s,, ayant pour corrélative S,, qui appartient à L et par suite à 1, mul-

tiplie les exposants d'échange par un résidu quadratique. De même pour
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chacun des autres facteurs §\, Au contraire, si L, par exemple, con-

tient une substitution S, qui n'appartienne pas à I, r contiendra une sub-

stitution §, de la forme s, dont S, est la corrélative, et qui multipliera les

exposants d'échange par un non résidu. On aura donc d= i.

Nous sommes ainsi ramenés à chercher dans quel cas un groupe L réso-

luble, primaire et aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus

dans le groupe hypoabélien H, de degré 2^*^, sera contenu dans le groupe I.

674. Le groupe L étant supposé décompoèahle pour plus de généralité,

les indices s'y répartiront n à w entre >. systèmes (couples de sysièmes;,

et L résultera de la combinaison de deux groupes partiels : i" l'un, D, dont

les substitutions permutent les systèmes (couples de systèmes) entre eux en

remplaçant les uns par les autres les indices correspondants; 2" l'aulre, Fo,

dont les substitutions n'altèrent que les in<lices du premier système (couple

de systèmes). Ce dernier groupe, ayant pour ordre une puissance de 2, sera

de première ou de seconde catégorie (659;. Supposons-le d'abord de pre-

mière catégorie.

Chaque substitution de D est évidemment le produit de transpositions

effectuées sur les couples de systèmes; d'ailleurs chacune de ces transposi-

tions appartient à I. En effet, soient

/ I » • • • ' .' n i • • • ' y t » • • • » J n

les indices indépendants réels auxquels L est rapporté. On peut supposer

qu'ils se confondent avec les indices originaires a;,, /,;•••; ^)./2» y^ji (638).

Supposons donc x\,..., x\\ j'j,..., /'„ et a?' ,..., x'^; y\,...,,y'„ respective-

ment égaux àa7,,..., x„\ y^,...,y„ et à x„^^,..., x^^; j„+,,..., jj/iî 'a trans-

position qui permute entre eux ces deux couples de systèmes est le produit

des n substitutions P,,«+,,..., P„.2« du n" 220, dont chacune, telle que Pj^v»

est elle-même le produit de trois facteurs Q^,-^, Qv.ji» Qfi.v dont chacun appar-

tient à I; car I, contenant Nj^,,;» contiendra sa transformée Q^.v par3Iv.

Quant aux substitutions de To, elles sont de la forme A'^, si étant la

substitution qui remplace x\,..., x'„ ])î\r y\,..., y'„ et réciproquement, et ^
une nouvelle substitution hypoabélienne qui remplace les indices de chacun

de ces deux systèmes par des fonctions linéaires des indices du même sys-

tème. Or chaque substitution de la forme ^ appartient à I ; en effet, soient ^,

l'une de ces substitutions, ©,,•••» fn les fonctions qu'elle fait succéder à

a?,,..., a„. Les substitutions de la forme Qj^v. toutes contenues dans I, étant

64.



S08 LIVRE QUATRIÈME.

combinées entre elles, fournissent une substitution 0, qui remplace les \n-

dices cr,,..., a?;» par (p,,...» «p« (121); et l'on aura ^, = 0, !^2, '^^ étant une

nouvelle substitution hypoabélienne, qui laisse invariables a?,,..., x„ et par

suite y,,..., j,, : donc ^2 se réduira à l'unité, et ^, =0, appartiendra à I.

Quant à la substitution ^, elle est le produit des n substitutions M,,...,

M„ qui n'appartiennent pas à I, mais dont les produits deux à deux appar-

tiennent à ce groupe; elle appartiendra donc ou non à I suivant que n sera

pair ou impair.

675. Supposons maintenant Fq de seconde catégorie. Les indices étant

choisis de manière à ramener Tq à sa forme type formeront 2v séries con-

tenant chacune fjt,= — indices; et p., étant un produit de facteurs premiers

qui divisent tous 2^-^ i, sera impair.

Chaque substitution de D est le produit de transpositions effectuées sur

les systèmes; et nous allons voir que chacune de ces substitutions appar-

tient à I. Considérons par exemple la transposition T qui permute entre eux

les deux premiers systèmes. Nous pouvons prendre pour indices indépen-

dants, au lieu des indices imaginaires auxquels le premier système est ac-

tuellement rapporté, d'autres indices réels X,, Y,, Xj, Y2»... tels: i^ que

les exposants d'échange mutuels des substitutions correspondantes Cx,,

Cy^,... soient tous congrus à o(mod.2), sauf ceux-ci (Cx,CyJ, (Cx,Cy,),...

qui seront congrus à i; 2" que leurs caractères soient congrus à o, sauf

ceux de Cx, et de Cy, (294-299). Quant au second système, on pourra prendre

pour indices indépendants les fonctions X',, Y\, X'^, Y'2,... par lesquelles

Tremplace X,,Y,, Xj, Y2, Cette substitution, étant d'ordre j, remplacera

réciproquement X\, Y\, X'^, Y'2,... par X,, Y,, X2, Y2,.... Elle est d'ail-

leurs hypoabélienne. Donc Cx', , Cy',,... ont mêmes caractères et mêmes ex-

posants d'échange mutuels que Cx,, Cy,,.... Entin, leurs exposants d'échange

avec ces dernières substitutions sont tous congrus à zéro.

Posons maintenant

33
X,.= E, +Z', + 11',, Y. = H.+E',H-H'.,

X', =3 Z, + H. -4- Z', , Y', = Z',-4-H',,

et prenons pour indices indépendants E,, H,, E', , H', à la place de X,, Y,,

X\, Y\. Les substitutions correspondantes C.,, Ch., C.;, C»; étant respecti-

vement égales à Cx,Cx',, Cy.Cv',^ Cx. Cy, Cx; Cy; , Cx.Cy.Cy;, ont pour caractère

zéro, et leurs exposants d'échange avec les substitutions Cx,, Cy,,..., Cx;,
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(v.-.- seront congrus à o. Quant à leurs exposants d'échange mutuels, ils

seront également congrus à zéro, saurCï^Cn^), (C' (V) qui sont congrus à i

.

On peut enfin remplacer les indices indépendants des X — 2 systèmes res-

tants par des indices réels Z, U, Z', U',... tels, que les exposants d'échange

mutuels des substitutions correspondantes soient congrus à.o, sauf (Cz Ce),

(Cj5-Cc')»--- 6t que leurs caractères soient également congrus à o, sauf pour

C2, Ce, qui auront pour caractère o ou i suivant que 1 est pair ou impair.

Désignons maintenant par x,, y,,..., x^^, V)^ les indices actuellement

représentés par Z, U, Z', U',..., H,, H,, Xa, Yj...., H',, H',, X'2, Y'j, La

substitution T, remplaçant ces indices par Z, U, Z', U',..., S, h- H',, H,, X'2,

Y',,..., IET, + H,, H',, X2, Y,,... sera égale à

produit dont chaque facteur appartient à I.

676. Passons à l'examen du groupe To- Soient \ç,^2---jr les indices ima-

ginaires qui ramènent Fo à sa forme type; Q^f,...;. les substitutions corres-

>.*Jk, pondantes.. Leurs caractères sont congrus à zéro, et leurs exposants d'é-

change également, sauf ceux-ci (C|^|,...rQ,i,....r-Hv)» qui seront congrus à i;

et les substitutions de Fq seront de la forme ^^, ^ étant la substitution

qui remplace chaque indice par l'indice correspondant de là série suivante,

et ^ une substitution hypoabélienne qui ne déplace pas les séries.

Nous allons démontrer que les substitutions de la forme ^appartiennent

toutes à L Pour cela, désignons par j?o» Jo ^r. Vr...- les indices précé-

demment désignés par
j
SjÇ,--- o»---' [?i?2---.r- Soit

^ = \ . . , Xr, Yr, , Or' Xr H" b^'J'r "4- • • • , tt'"^ X, -\- b'^ Jr H- ...... . |

une des substitutions de la forme ^. Les substitutions Q.f C^^' ..., Cf^CÇ^

transformées de C^,» C^,.--- par S doivent avoir les mêmes exposants d'é-

change mutuels que ces dernières substitutions, ce qui donne, entre autres

relations de condition, la suivante

( 34

)

a='+' H- a'''+' -H . . . = I (mod. i ).

Réciproquement, a, a',... étant des entiers complexes quelconques satisfai-

sant à la relation ( 34 ) . I contiendra une substitution T qui transforme C^. en

^^r^r Divers cas seront à distinguer dans cette démonstration.



MO LIVRE QUATRIÈME.

1° Soit d'abord a'*"^'— i^a'"^'^* -h . . .^^m^'^*^o (mod. 2) : m pourra

s'exprimer sans nouvelle imaginaire; car on aura

Posons maintenant

On aura (C^^C^:^^ )^ i, (C^^D^+vj^o, (D;.D^h.v)^ 1; et les substitutions

dérivées de C^^^, C^^,... pourront être considérées comme dérivées de la com-

binaison de C^^.'fil^avec d'autres substitutions E^, E',.,... telles, que les ex-

posants d'échange (C^pE^+v)» (D^E^^+v),... soient tous congrus à zéro. Soient

en effet i^r = ^x' C].7 ••• une substitution quelconque dérivée de C^^, C, ,...;

k^"*'\ k'^"^^ les. exposants d'échange de C^^^ avec C^^^ et D^; on aura

C^ = E^C*''Dr, E;. étant une nouvelle substitution dérivée de C^^, D^, et

telle, que l'on ait (Cx,E^+v)^(DrE^4.^)^o.

Soient maintenant x^, rjrj Cr»--- des indices indépendants choisis de ma-

nière à correspondre respectivement aux substitutions C^c,» ^>,^Er,...; et

soit e une racine arbitraire de la congruence

(35) e^"'+' = i (moil.2).

La substitution

T =
\

. . . , Xr, -flr, Kr, , tt^' Xr -h 6^' wf^' Tir, ftl^' Xr -h e'' à^'^' Ttr, Çr, • • •
|

est évidemment hypoabélienne, et transforme C^^^ en C"'' D^' = C"''
C" ''

Enfin, T ou son carré appartiendra à 1. Car soient I,, I2,... les substitutions

de I; si T et T- n'appartenaient pas à I, H contiendrait les substitutions I,,

I2,...; TI,, TIa,...*, T^I,, T^Ia,..., qui sont évidemment distinctes; donc I

contiendrait tout au plus le tiers des substitutions de H : résultat absurde,

car il en contient la moitié.

Si l'ordre de T est un nombre impair 25^ + 1, on aura T = i^i^+^)^ Donc 1,

contenant T"*, contiendra T. Or, pour que cette condition soit satisfaite, il

suffit évidemment que la congruence caractéristique de T n'ait pas de racine

égale à l'unité: d'où la relation

(36) (a''— i){e-\i''^''—\)-~{em''^Y^M.^ — «*"')-*-
»
— af^o (mod. 2),

inégalité qui sera satisfaite pour toutes les valeurs de e, sauf une seule.
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2'' Soit a^'-*-*— i^o, mais a'^'"^'— i^o(ino(1.2). La substitution

(37) \]=\ ..., X„Xr,-'- rr,Xr,.-.\

est évidemment hypoabélienne; et l'on voit, comme au n° 675, qu'elle est

contenue dans I. D'autre part, on vient de voir que I contient une substi-

tution T, qui transforme Cj^ en C^^'^CÇ^.. .; il contiendra donc T, U, qui le

transforme en C"fC^^' ....

3** Soit a^'^*— i^fl"'""^'— I ^...^o et v^ I. On pourra déterminer

un entier complexe a différent de l'unité, et qui satisfasse à la relation

a''~'^i (mod.2).

Soient e et s deux racines arbitrairement choisies de la congruence (35),

et posons |3 = (i — a). On aura

a»'+« -h (3''+'= a' H- |3*= I ,

= 2 (a'"'+' -+- ^'*+') 4-
j
a'^a'e-hita'efa

j
j
a'*^ -h (S^'a

;
^ o= a='+' -+ a"'+'.

D'ailleurs a et e étant fixés, on pourra déterminer s de telle sorte que la

congruence

{aa -+- £a'e(3 )*'-»' — i ^{aaY^ta'eâ -+- a<x{ea'e^y^^o (mod. 2)

ne soit pas satisfaite. Car cette congruence ne peut avoir plus de 2" racines,

et e est susceptible de a^-i-i valeurs distinctes.

Cela posé, le groupe I contiendra une substitution U qui transforme C^.^

en C,"/"""'- ""C;!;^^'"'"^''C""'.... Si de plus on détermine e de telle sorte que

l'on ait

(a — 1) (ea — i) — eP'> o (mod.2),

ce qui est évidemment possible, I contiendra la substitution

\ =\ . . ., Xr, Xr> , a'^^r -t- e'' ^^^J,, ^*' Xr +- 6^ ofyr, • • • |,

car cette substitution est hypoabélienne et d'ordre impair. Par la même
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raison, il contiendra la suivante

W :=
I

. . . , Xr, fr, , X,., £'>., . . . |.

Cela posé, 1 contiendra la substitution T — UA^-' W"', qui transforme Cj,^ en

CfCf....

4" Soit a-"-^'— I ^Ea'^"+«— i ^...^o et v = i. Les quantités a, a',...,

satisfaisant à la relation (34), seront en nombre impair. Soit i une racine de

la congruence irréductible du second degré. La substitution U qui remplace

^/•»7/-. ^r Pa>' ^r+ Jr+^r. X,. -]- P'y^-^r P'^' Z^, X^ -h l^'^Wr+ ï'^^^ est hV"

poabélienne, et transforme C^.^ en C^,.Cy.Cz,; de plus, en remplaçant les in-

dices indépendants imaginaires par des indices réels, on voit sans difficulté

qu'elle appartient à I. La substitution U et ses analogues, combinées en-

semble, et à la substitution

laquelle est hypoabélienne de degré impair, et par suite appartient à I, per-

mettent évidemment de transformer C^, en C^'CJ^'C""' .•••

677. Il est aisé maintenant de prouver, comme nous l'avons annoncé,

que toute substitution de la forme ^appartient à L Soient ^, une de ces

substitutions; C"''C"^''... la transformée de C^^ par %, ; T la substitution de

forme :^ qui appartient à I et donne la même transformée. On aura ^, = :^2T,

^2 étant une nouvelle substitution hypoabélienne, de forme ^, et qui trans-

forme C^;^ en elle-même. Soit G^'C*].'. . . la transformée de C^^ par ^a- Son

exposant d'échange avec C^^,^ , que ^2 transforme en elle-même, doit être

congru à (C^. C^^^ )ez^o. Donc b = o. Cela posé, on voit comme tout à

l'heure que I contient une substitution T, de forme ^ qui transforme C^.^ en

Cy'\.. sans altérer C^.,.; on aura ^2 = ^sT,, ^3 étant une nouvelle substitu-

tion hypoabélienne, de forme ^, et qui transforme les substitutions C^,^, C^^

en elles-mêmes. Poursuivant ainsi, on voit que ^, est le produit de substi-

tutions appartenant à I par une dernière substitution qui transforme les

substitutions C^^, C^.^,... en elles-mêmes, et par suite se réduit à l'unité.

678. Au contraire, la substitution $ n appartient pas à l. Remarquons

d'abord qu'elle est le produit de |ul substitutions hypoabéliennes paieilles

entre elles et qui permutent respectivement entre eux, et d'une manière cir-

culaire, les indices a?o,-.., Xj.,..., les indices jo»--» Jr»---» etc. Le nombre [.
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étant impair, il sulfira de prouver que ces substitutions partielles n'appar-

tiennent pas à I pour prouver que ^ ne lui appartient pas.

Soit S =
I

..., Xr , Xr^i,...
I

l'une de ces substitutions partielles

(nous omettons d'écrire les indices j^., .. . que S n'altère pas). On aura en

général uv -= i^q, q étant un entier impair, que nous supposerons >>i pour

plus de généralité; et l'on pourra poser / =y7, y et / étant respectivement

des racines de congruences imaginaires J et L, de degrés q et 2" y^l). Sub-

stituant cette valeur de / dans l'expression de a^o, et abaissant les puissances

dey" et de / à l'aide des congruences J et L, on obtient

?-'.

2o«» s,o,..., -9_,.o étant des fonctions qui ne contiennent d'autre imaginaire

que/. Soient ^op» z,^,..., Zq-,,r^ les fonctions conjuguées obtenues en chan-

geant / en /-'; o le reste de la division de r par 2*; on aura évidemment

Soit s un multiple de q, congru à i (mod.2*); s sera impair; S appar-

tiendra donc ou non à i suivant que S* lui appartiendra ou non. Or cette

dernière substitution, rapportée aux indices indépendants Soo»--» 2,„p,...,

prend la forme

:38)
1
2„j '«.f+l

Soient Co,..., C^,... et Doo» ••. !)«{> i^s substitutions respectivement cor-

respondantes aux indices x^,..., x^,... et aux indices 2^o»---» ^/wp»— Les

exposants d'échange (C^C^) sont congrus à o si r' ^r-h v, à i si r'=:r -h v.

D'autre part on a évidemment

ï>..=ncr^ D^.'=nc/'
'ir'

les produits s'étendant à toutes les valeurs de r et de r' respectivement con-

grues à et à p'fmod. 2*), On aura donc

D„e n^,/)=^ ^y-'^-v'
( c, Cx) ^^y-^^-H"''^'',

la dernière sommation s'étendant à tous les systèmes de valeurs de r et

de r' qui satisfont à la relation r'£^r-hv (mod. 2Vy. Pour qu'il existe de

65
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semblables systèmes de valeurs, il faudra qu'on ail

p' — pHs ;•' — r^v^^^i'-'^a»-' (mod. ?."),

et si celte condition est satisfaite, on aura pour r, r
, q systèmes de valeurs,

représentés par les formules r -- p-\- 2"^, r' = r/ -+- 2"/-, k étant un entier.

Il vient ainsi

A=<7—

1

Mais si l'on donne successivement à k toute la suite des valeurs o,..., q— ï,

la quantité p -+- 2°'^(mod.ç) prendra une fois chacune des mêmes valeurs;

d'ailleursy^' se réduit ày (mod. 2) : il viendra donc

Cette expression est donc une fonction symétrique des racinesy',..., y^ ,...

de la congruence J; c'est donc un entier réel, congru à o ou à i (mod. 2).

De plus, elle est indépendante de p. Désignons-la pour abréger par d„„„' : on

aura en particulier d^^^q^i (mod. 2). Enfin l'on aura

dmm'^ -^
( Dm', p-(-2«-l D,„f )^ — dm'm^ dr^,„'

679. Prenons pour indices indépendants, à la place des indices ..., Sop,

• • • » -^/wp > • • • ceux-ci '.
. . . , Zq^= ^op ~t~ ^01 ^ip "~1~

• • • "f" '^Ofw ^mp -+"••., • • • »

2'„,p^ 2;„p , . . . , auxquels correspondent respectivement les substitutions

..., D'„p = Dop D'„,p = D^«"'D,„p,.... La substitution S^ prendra la forme

analogue à la forme (38); et les substitutions D'^p auront leurs exposants

d'échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux de la forme (D^„pD',„' p+2«-')»

lesquels seront des entiers réels indépendants de p et pourront être désignés

par le symbole c?^„/. On aura d'ailleurs évidemment

d'm,„-= d\^,^, d\, = i, d\,„=id,m^o (mod. 2).

Deux cas pourront se présenter ici :

1" Si la quantités d\^ par exemple est congrue à i, on pourra rem-



DE LA RÉSOLUTION PAR RADICAUX. 515

placer les indices ..., z'^p,..., z'^p, ...» z'^p, ... par de nouveaux indices
ff / » > Il I V I n I

• •.. 2^p= 2j,p,..., Zjp= Zjp-|- a,jZgp ~+~ •••"'" "im^mp"^ • •• ••» ^mp=^//ip»-'-

tels : i** que la substitution S* rapportée à ces nouveaux indices ne change

pas d'expression; 1° que les substitutions correspondantes ..., D^p,... aient

leurs exposants d'échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux de la forme

(D^pD^,p_^2a-.), qui seront des entiers réels indépendants d€ o et pourront

être désignés par d'„^„,>. On aura en outre les relations

Si maintenant l'une des quantités d\^,..:, rf",„, ,... était congrue à i, on

pourrait effectuer un nouveau changement d'indices analogue aux précé-

dents; dans le cas contraire, on ferait ce nouveau changement de la manière

que nous allons indiquer.

2** Soit d\^^^...^^^d\„^^£...^^o. La substitution D',p ne pouvant avoir

tous ses exposants d'échange congrus à zéro, et d'^^^^d'^^^ étant congru

à zéro, l'une au moins des quantités d\^,..., d\^ le sera à l'unité. Soit,

pour fixer les idées, d\^^^Ed\^^\ . Prenons pour indices indépendants
«r / » I ji • ji I

ceux-ci : ..., z,jp= 3„p, . . . , s,p= z,p H- d^g Zgp -+-•••-(- «o™ ^mp "+~ •••»

• • • ' -^V,= -20 -i- ^'1
3 -W ^" • • •

"*" ^'1
"» '«p "^

' ^"'P
^ ^'«?- La substitu-

tion S^ rapportée à ces nouveaux indices ne changera pas d'expression. En

outre, les substitutions correspondantes D^p ont leurs exposants d'échange

congrus à zéro, sauf ceux de la forme (D^p D^/,p^.j«-i)^c?^„', qui seront

des entiers réels. Enfin l'on aura évidemment

Si l'on a d\^E^ ...^^d',^^^o, on fera un nouveau changement d'indices

analogue à ce dernier. Sinon on opérera comme à l'alinéa précédent. Con-

tinuant ainsi, on arrivera au résultat suivant :

On peut remplacer les indices z^^ , . . . , z^ç, . . . par de nouveaux indices m©© . • • •

//,„p,... teb :

i° Que la substitution S*, rapportée à ces nouveauœ indices, prenne la forme

u„ ,f-t-i

2*^ Que les substitutions E^o^ • • • » E,„o, . . . , correspondantes à ces indices, aient

leurs exposants d échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux de la forme

( E„pE,„',ç^oa-i j, qui seront des entiers réels, indépendants de 0, et pourront

être désignés par le symbole général e,„,n'- Ces quantités satisferont à la relation

65.
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e,„„,' = e,n',„. En outre, les quantités e,„o.-.-. ^mm'*--- correspondantes à une

même valeur de m, seront toutes congrues à zéro, sauf une seule.

680. Groupons les nouveaux indices en classes, en réunissant ensemble

ceux qui correspondent à une même valeur de m, et qui sont évidemment

des fonctions conjuguées. Ces classes pourront être de deux espèces :

i** celles pour lesquelles e„,„^j; 2" celles pour lesquelles e„„„^o; si ces

dernières classes existent, elles peuvent être associées deux à deux; car si

e^n^^o, on aura une relation telle que e,„,„/EE^ 1, m' étant ^m; on aura par

suite e,n',n^ i, d'où e^'^r^o, avec e^,„'/^E£e,„/,„//^o, si m" diffère de m et

de m'. Les deux classes qui ont pour premier indice m et m' sont ainsi as-

sociées.

Le nombre total des classes étant égal au nombre impair q, et celles de

seconde espèce étant en nombre pair, il existera un nombre impair de

classes de première espèce.

Cela posé, la substitution S* est le produit de deux espèces de substitu-

tions partielles: 1" des substitutions altérant les indices d'une seule classe

de première espèce; ^° des substitutions altérant à la fois les indices de

deux classes associées de seconde espèce. Il est d'ailleurs évident que

chacun de ces facteurs partiels est une substitution hypoabélienne. On voit

en outre, comme au n** 674, que chacun des facteurs de la seconde espèce

appartient à L Si nous prouvons qu'aucun des facteurs de la première es-

pèce ne lui appartient, notre proposition sera établie : car ces facteurs

étant en nombre impair dans S% S* et par suite S n'appartiendront pas à L

681. Soit T =
1 Mop Wo,(H-i

I

ï'un de ces facteurs (nous omettons d'écrire

les indices qu'il n'altère pas, et dont nous n'aurons plus à nous occuper).

Remplaçons les indices imaginaires Moo,..-, «op»---» «o,2»-i P^i' des indices

réels i^of--> ^p.-.-> ^2'^-t choisis de manière à ramener T à sa forme cano-

nique. La substitution T ayant pour ordre 2", et la somme Moo-i--.- + "0.2»-)

étant la seule fonction des indices que T n'altère pas, celte forme canonique

sera la suivante

(39) T =
I
Co, . . . , Cç, . . . , </,«_, Vo 4- f,, . . . , fç + ff-l-l)

Soient ©o»---» ®p»'-- les substitutions correspondantes aux nouveaux in-

dices : T les transforme en Go""» ©p©p-t,---; elle transforme donc l'expo-

sant d'échange (©p©ff) en (Gpep_, .o^^a-i)'^ et comme elle ne doit pas l'ai-
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lérer, on aura la condition

(4o) (8,s,_.)-t-(c^.e,)-<-(s^.s,_.)= o .

qui subsistera pour toute valeur de p et de (7 (en supprimant, si p ou a était

égal à I , les termes où figureraient des indices négatifs;.

Par l'application réitérée de cette formule, on voit sans peine : i** que

l'on aura toujours (SpSç)^o si /5 + 7< 2'— i; par suite, en aura toujours

(SpS^y)^!, si /5-f-!7=:2* — 1; car sans cela le déterminant des exposants

d'échange serait congru à o; 2^ que si p-ha"^ a*— i, (©pS^) pourra s'ex-

primer linéairement en fonction des 2*~' — 1 quantités (©2»-' S2«-'-i-i )'•••»

(32''-'-Htt®2«-'+fi+i)' •• que l'on pourra désigner par ap,..., a^,... et qui

restent non déterminées.

Cela posé, on pourra, tout en conservant à T sa forme canonique, choisir

les indices indépendants de telle sorte que les entiers a,,..., a^,... prennent

des valeurs fixées à volonté. Supposons en effet que a,,... a^_, aient déjà

les valeurs voulues, mais qu'il n'en soit pas de même de a^^. Prenons pour

indices indépendants, à la place de t'o»---» ^p»--- les indices v'^,..., v'^ ,... dé-

terminés par les relations

fs^ V' + f' ».^, si p -H 2 a -1- i<r 2*, ^ v' si p H- 2 a H- I = 2'.
f+fy^, SI p-H 2 y. -h i<^2% =fy

La substitution T conservera sa forme canonique. D'autre part, les substi-

tutions s'o,..., S'aiA"-" ^ ••• correspondantes à ces nouveaux indices se-

ront respectivement égales à Sq»---» 'Saji,..., SpCp_2pi_,, Posons donc

(©2.-'+). ©2 «-•+).+ 1 )= «1 ; on aura

Cette expression est la somme de quatre exposants d'échange partiels dont

le premier sera égal à a\ et les autres à zéro, si /.<^ii; donc a'o,..., a'.^_,

seront respectivement égaux à a^,..., a,;^,, qui ont déjà les valeurs vou-

lues. Soit au contraire l = ii; un seul des quatre exposants d'échange par-

tiels sera congru à zéro, et l'on aura

expression que la relation (4o) réduira à

«il -f- ( ©2«-»+n Gj«-i_^_i j
ïEEH flj, -h I

{
mod . 2 ;

.

Donc al aura la valeur voulue.
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Les entiers a,,..., a^,... pouvant ainsi être déterminés arbitrairement,

les substitutions hypoabéliennes de la forme T se réduiront à deux types

seulement, correspondant aux deux valeurs que peut prendre le paramètre

restant «„.

682. Nous allons montrer que, quelle que soit la valeur de ce paramètre,

T ne pourra appartenir à I. Pour cela, prenons pour indices indépendants

ceux-ci :

<v„^ f„, «', ^ (/o -h f
,
, (V, =1 v^ -f- f

, , Wi^ (', -f- (^, -f-- t'j + t'3 , . . .
;

T prendra la forme

(4') I **'e «'f+i I-

Réciproquement, toute substitution hypoabélienne de cette forme peut

être mise sous la forme fSg). En effet, soit, pour fixer les idées, 2* = 8; et

soient (©o,..., ,(©7 les substitutions correspondantes aux indices w^,y..., w.,.

La substitution {f\i) transformera (Dp en (î)p_,. Posons donc

S„ = CDo (Ol . • • (07, C, = (Ôo (©2 (O4 (06, ©2 = (Do O. (©4 (Ds, <^i^Qlt(^„

a, = (î)o(Di(D2(D3, ©5 = (Do(E)j, 36=:(Do(D., ©, = {©„

et déterminons un système d'indices v^,,..., ç', respectivement correspon-

dants à ces substitutions. La substitution (40 transforme évidemment

So. S,,..., St en ©0» ®) ©o»---» ^T^6'- elle prendra donc la forme (39j si on

la rapporte aux indices ^o»---. ^t

Cela posé, la substitution if\\) étant hypoabélienne, n'altère pas les carac-

tères ni les exposants d'échange mutuels des substitutions (D,,,..., (Ù2»_,.

Donc ces caractères sont tous égaux. En outre elle transforme fcOpcD,) en

{cOp_<cDff_,j; on aura donc

( ®j, CD, j ^ ( cDp - , (Sa_i ) ^ . . . ^ (tDo (D,_f ),

Soit èç_p cette expression, on aura, si jo > 2°'"*,

(42) />p= ((Do(Dp)^(cDj,(Doj^(Jôp(Dî«)= 62»-f.

Donc tous les exposants d'échange ((DpcD^) s'expriment au moyen des 2*"'

quantités è,,..., h.^r^-x.

On doit remarquer d'ailleurs que 62»-. est congru à 1 : car le déterminant
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des exposants d'échange (cDpJ9<r) ne peut être congru à zéro; mais si l'on

avait èoa-i ^o, les termes qui composent chaque ligne horizontale du dé-

terminant seraient égaux deux à deux en vertu de la relation (42). La der-

nière colonne verticale serait donc congrue ''mod.s à la somme des co-

lonnes précédentes, et, par suite, le.déterminant serait congru à zéro.

La substitution (^i), rapportée aux indices fo»---» ^2«-m appartiendra à

l'un ou à l'autre des deux types signalés ci-dessus, suivant que l'expression

(£,«-i£,«-1h-, )^((E),(Dr. . . (Ôp. . .(D,«-i_,.(£).Ufc)i. . . c0,f. . . c£),«-i_:

^ ft, -h . . . 4- 6,j+, -h . . . -f- 6,«-i-.,

sera congrue à o ou à i.

Elle appartiendra donc au premier type, si b,, b.2,..., ^o^-'-i sont congrus

à zéro, au second si b, seul diffère de zéro. Dans l'un et l'autre cas, nous

allons voir qu'elle n'appartient pas à L

683. Premier cas : 6,, b^,..., fto'-'-i sont congrus à zéro. — Désignons

par Up la substitution qui permute ensemble, d'une part les deux indices «t^p,

w^^, d'autre parties indices w^a^-i^r^, «t^j.-i+p^., , sans altérer les autres indices;

par V la substitution qui permute entre eux les indices m^, , mpv-'» sans

altérer les autres. Chacune de ces substitutions est évidemment hypo-

abélienne, et il est clair que la substitution {l\i) est égale au produit

Cela posé, il est aisé de voir que la substitution V n'appartient pas à L
tandis que chacun des autres facteurs Uo, U,,... appartient à ce groupe. En

effet, si les substitutions (D^, (D,,... ont pour caractère zéro, on pourra dé-

signer para?,,..., j?2«-'; Ji»---. V2«-' les indices actuellement représentés par

w^,..., «v-i- Cela fait, les substitutions V, Uo, U,,... ne seront autres que

les substitutions M,, P,,3, Po.s.--- du n° 220; donc V n'appartiendra pas

à I (274 et 672); au contraire, chacune des substitutions P,_2. Pa.s.--- ap-

partiendra à ce groupe (674j.

Supposons au contraire que les substitutions tDo» cô,,--- aient pour carac-

tère I. Soient x^, yt, x^, Vi,... de nouveaux indices, déterminés par les

relations

Les substitutions ..., (Ôap^ap+i. <Jt)2«-i4-2p®8{H-i» <^2p^2{>^.<î>a«-'+sp^2»-'+2{H.M
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(î)2p(î)2«- .t-2p(î>2«-'+2p+(«-- correspondantes à ces nouveaux indices ont mêmes

exposants d'échange mutuels que ©o,..., (î)2«-n n\^is leurs caractères sont

égaux à zéro; cela posé, on pourra, sans nulle ditficulté, déterminer l'ex-

pression de chacune des substitutions V, Uo en fonction de ces nouveaux

indices, et vérifier que V n'appartient j)as à I, mais que Uo lui appartient.

Quant aux substitutions U,,--- analogues à Uo, elles lui appartiendront évi-

demment.

684. Second cas: 6, i^ee i , b-^E:^ ...=^o. — Soient U la substitution qui

transforme en général (Dp en cE)p+,, à l'exception des six substitutions (Do» (©<»

(Oo«-'_,, (©a»-", cô2«-2. ©o"-!. qu'elle transforme en ®o» ffioCDjCDo» ©a^-'^DiCD,.,

tÔ2«-'+i ^1*^0» ®2«-) ^1^0^ ®i; V la substitution qui transforme (Do, (©,, (Da,

(D2«-i, (D2«-i+i, tDa»-, en (D,, (Do. (Do^jCDo, (D2a-i(D<(Do, (Doa-i+j (D,(Do, ®2«-/'^i^o-

Il est clair que ces deux substitutions sonthypoabéliennes, et que leur pro-

duit donne la substitution (40-

Cela posé, U laisse (Do invariable, et transforme circulairement les unes

dans les autres, d'une part les 2*+2^~*— 3 substitutions (©a» (D3,...,

(Da»— '_( , (Dja—
1 (D< (Do, (Dga—i^j (D2(Do , . . • , CDaa—i (Da»— 1 (Do, (Q2'^~'+\* (Da»—'+2»" • • »

(D2«_a. (D2a_i (D, (Do, d'autre part les 2"-+- 2"""' — 3 substitutions (D,, (D2(D,(D„,

(D3(D2(D^, . . . , (3D2p(D2p_|. . . (Do, (D2p+< cD2p. . . (D, , . . . , (D2«-i(D2a-i_, . . . (D2 , . . .,

(D2a—i-4-p(D2a-2 + p • •• (D2 + p,..., (Da^-i (Dao_ a • • • (Da"— i + i
,. • ., (Da»— j . . . (Da"—'4-2p(Do»

(D2a_,...(Da«-' + 2p+i»---» (Daa-j. Donc la puissance 2" -f-
2*"* — 3 de la substi-

tution U laisse invariables les substitutions ci-dessus, ainsi que (Do; donc

elle se réduit à l'unité. Donc l'ordre de U est impair; donc U appartient à I.

D'autre part, V n'appartient pas à I. En effet, celles des substitutions

dérivées de (Do,..., (D2a_, dont les exposants d'échange avec (Do et (D, sont

congrus à zéro forment un groupe G, dérivé des substitutions suivantes;

(D2(Do,(D3,...,(D2a-i(D<, (D2«-i+,(Do, (D2«->+2...-.®2«-«®o» auxquellesVest échan-

geable. Ce groupe G peut être considéré comme dérivé d'une double suite

de substitutions <A>, lib, rX/, iji>',... dont les exposants d'échange soient tous

congrus à zéro, sauf ceux-ci, (jUifb)^(x''iJb')^E...sEi et dont les carac-

tères soient congrus à o, sauf pour <.i) et Dl,, dont les caractères seront tous

deux congrus à o ou à 1 . De même les substitutions (Do, (D, peuvent avoir

pour caractère o ou i.

Supposons d'abord que ^'^, ifi) aient pour caractère zéro. Soient ^,, j,

,

X2,y2,-" un système d'indices indépendants correspondant respectivement

aux substitutions (Do, (D,, x, ilb, La substitution V, rapportée à ces in-

dices, n'est autre que la substitution M< du n" 220 et n'appartient pas à I.
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Si X, Dî), ont pour caractère t, et (Do. ®i pour caractère zéro, on prendra

pour jOf, j,, 002, Jj..-. les indices qui correspondent à -i, ifc, CE)», ®<, «A.',

wb',..., et V = M2 n'appartiendra pas à I.

Enfin, si r%, dî,, cd^, ©, ont pour caractère i, on rapportera V aux indices

^mJKi. ^2» J2»--- qui correspondent aux substitutions .lûDo, ubCDo» Xt)1>(î)o<î)i,

^©0®!» -^^',1^',..., et l'on vérifiera immédiatement queV n'appartient pasà ï.

685. Théorf.me. — Un groupe indécomposable T de troisième catégorie a

son exposant égal à i , si 1 est non résidu quadratique de p.

En effet, parmi les groupes auxiliaires qui concourent à la construction

de r, il en est au moins un L de seconde catégorie. Ce groupe auxiliaire

étant supposé décomposable, pour plus de généralité, est formé à l'aide de

deux groupes partiels D et Fo. Les substitutions de ce dernier groupe sont

de la forme ^^, les substitutions ^appartenant à I, et la substitution ^-ne

lui appartenant pas (678j. Mais pour que l'exposant de T^ fût égal à 2, il

faudrait que toutes les substitutions de Tq appartinssent à I (673); il fau-

drait donc que l'exposant p fût pair dans toutes les substitutions de Fo-

Or soit 2^1* le degré de Fq; si /Jt.= i , Fo contiendra la substitution ^i*; donc

le théorème sera démontré. Soit au contraire ju. =:7ro"7r'()*^ô...; les entiers 71,,,

?:'„,..., divisant 2^^+ i, seront impairs; et la construction de Fo dépend de

celle de groupes auxiliaires Lq, L'^,... contenus dans les groupes abéliens

de degrés nl'^% Tr'^*'»,— Ces groupes seront respectivement formés de sub-

stitutions abéliennes propres, jointes à des substitutions S, S',... qui multi-

plient les exposants d'échange par ^''^ (m od. ;:,,), g"^'->{moà.n\),. . . , g,

g',... étant des racines primitives des congruences ^"''~* ^o f mod. tto),

^'^'«"'^ofmod.;:^), . . . et df,, d'^,... des entiers égaux à i ou à 2. Cela

posé, pour que Fo contienne une substitution de la forme (PP^, il faut et il

suffit (655-656) qu'on puisse satisfaire aux relations

2? ^^<'„=(mod.T:«) ^ g''^o^' (mod.Tr',)^. . .

pour des valeurs convenables de e, s',

Considérons par exemple la première de ces relations. On pourra toujours

y satisfaire, quel que soit /3, si do= i, ou si </o étant égal à 2, 2 est résidu

quadratique de tto- Au contraire, si l'on a t/„ = 2 et 2 non résidu de n^, on

ne pourra y satisfaire que si est pair.

Mais si d^ = 2, Lo est de troisième catégorie; donc pour que Fo ne con-

tienne que des substitutions où p soit pair, il faut et il suffit que l'un Lo

66
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(les groupes auxiliaires dont dépend sa construction soit de troisième caté-

gorie; qu'il ait pour degré une puissance d'un nombre premier tto dont 2 ne

soit pas résidu quadratique; enfin, que l'exposant d^ de ce groupe soit

égal à 2.

Supposons, pour plus de généralité, que le groupe Lq soit décomposable;

il se construit à Taide de deux groupes, D,, T,; ce dernier groupe, indé-

composable, de troisième catégorie, a pour ordre une puissance de ?:„, et

pour exposant d,,. Il fait donc exception au théorème.

Donc si le théorème était faux pour le groupe T, il serait faux pour le

groupe r,, dont le degré est moindre; on verrait de même qu'il est faux

pour un groupe Fj, de degré moindre que F,, et ainsi de suite à l'infini,

ce qui est absurde.
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CHAPITRE V.

RÉSUMÉ.

Réduction du problème i\

.

686. Les groupes résolubles, transitifs et généraux de degré M se par-

tagent en classes, respectivement correspondantes aux diverses décompo-

sitions de M en un produit <le facteurs qui soient tous des puissances de

nombres premiers. (On considérera comme distinctes deux décompositions

qui offrent les mêmes facteurs, mais dans un ordre différent.)

Soit, par exemple, M = qq'q" une de ces décompositions. Les groupes de

la classe correspondante s'obtiennent ainsi qu'il suit :

Désignons les M racines par le symbole général (xa/a/'); a:, a?', a:-" étant

des indices indépendants, variables respectivement de o à y — i, de o à

^'— I , de o à g"— i . Groupons les racines en systèmes et sous-systèmes, en

réunissant dans un même système celles pour lesquelles a? a la même va-

leur, et dans un même sous-système toutes celles pour lesquelles x et x' ont

les mêmes valeurs.

Soient maintenant A" un groupe résoluble, général el primitif entre les

q" racines (ooa?"); Ù" son ordre; A' un groupe résoluble aussi général que

possible parmi ceux dont les substitutions permutent entre eux d'une ma-

nière primitive les g' sous-systèmes pour lesquels x= o, en remplaçant les

unes par les autres les racines pour lesquelles x" a la même valeur, et n'al-

tèrent pas les indices des autres systèmes; Û' l'ordre de A'; A un groupe

résoluble aussi général que possible parmi ceux dont les substitutions per-

mutent les q systèmes entre eux d'une manière primitive en remplaçant les

unes par les autres les racines pour lesquelles x', x" ont les mêmes valeurs;

12 l'ordre de A. Les groupes A, A', A", combinés entre eux, forment un

groupe résoluble et transitif d'ordre Ûiî'^û"^''. Qn obtiendra réciproque-

ment tous les groupes cherchés en choisissant successivement de toutes les

manières possibles les groupes A, A', A".

687. La question se trouve ainsi ramenée à la construction de ces der-

66.
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niers groupes. Soient A l'un d'entre eux, q =^ p'* son degré. Désignons ac-

tuellement les/?" racines de ce groupe par te symbole (xy...) où x, y...

sont des indices en nombre n, variables de o à/) — i. Le premier faisceau

de A sera formé des substitutions

\
X, y,. .. ^ + a, j 4- [3, . . .

I
,

et ce groupe résultera de la combinaison des substitutions ci-dessus avec

d'autres substitutions de la forme linéaire

I

X, y,. . . ax -h hy -h . . ., a!

x

-V- h'y -i- ...... .
|

,

le groupe partiel formé par ces dernières substitutions étant résoluble, pri-

maire et général.

Voilà donc le problème A ramené au problème B.

Réduction du problème B.

688. Les groupes résolubles, primaires et généraux du degré/?" se par-

tagent en classes, correspondantes aux diverses décompositions de l'expo-

sant n en deux facteurs. (L'un de ces facteurs peut être égal à i, et l'on

considérera comme distinctes deux décompositions qui différent par l'ordre

des facteurs.)

Soit n = lm une de ces décompositions : les groupes de la classe corres-

pondante s'obtiennent comme il suit :

Partageons les n indices donnés en X systèmes, Xf, y,,...;...; x^, 7>,,...,

contenant chacun m indices; et formons : i*' d'une part, un groupe D dont

les substitutions permutent les systèmes entre eux (en remplaçant les uns

par les autres les indices correspondanls) de telle sorte que les déplace-

ments d'ensemble des X systèmes forment un groupe résoluble, transitif et

général; 2° d'autre part, un groupe r, dont les substitutions laissent tous

les indices invariables, sauf ceux du premier système, qu'elles remplacent

par des fonctions linéaires de ces mêmes indices, et par rapport auxquels

elles forment un groupe résoluble primaire, général et indécomposable.

Soient respectivement û et les ordres de D et de r : le groupe d'ordre

i20^, qui résulte de la combinaison de ces deux-là, sera l'un de ceux que

nous cherchons. Réciproquement, tous les groupes cherchés s'obtiendront

par celte construction, en choisissant successivement de toutes les manières

possibles les groupes D et r.



DE LA RÉSOLUTION PAR RADICAUX. 525

Or D est un groupe résoluble, transitif et général de degré X. Pour le dé-

terminer, on se trouve donc conduit à résoudre le problème A, mais pour

un degré fort inférieur à/>".

Il ne reste donc plus, pour achever la résolution des problèmes A et B,

qu'à construire les groupes résolubles, primaires et indécomposables les

plus généraux, tels que r.

689. Or, posons m = vTi'^Tr"^. . .; p' étàn». > 2, et tt, ;:',... étant des

nombres premiers égaux ou non, qui divisent/?'— i, et dont l'ordre est in-

différent : les groupes cherchés r se répartissent en classes correspondantes

aux diverses décompositions de cette espèce, et peuvent se construire comme
nous allons l'indiquer.

Au lieu de désigner les indices par a:,, j,,..., z,, représentons-les par le

symbole général (ç, ç2--«>7»---)p- ^^ P ®^' ^° indicateur Yâr'iahle de o à v— f;

I,, ^2,... des indicateurs, en nombre <7, variables de o à ;r— i; 17,,... des

indicateurs, en nombre 7', variables de o à n'— i; etc. Posons ensuite

i étant une racine d'une congruence irréductible de degré v : et prenons

pour indices indépendants les expressions [|, Ij...»?,...]^. Deux cas seront

à distins:uer.

690. 1" Si m= v, d'où n'^n"^...^i, les indicateurs |,, I2,..., /;,,... n'ont

chacun qu'une seule valeur, zéro, et l'on pourra écrire, pour abréger, u^ à

la place de '^00... o...]^. Cela posé, le groupe F ne pourra être construit que

d'une seule manière, et sera formé des v(
p'— 1} substitutions de la forme

I
l/„ . . . , «r, - . . aUf,. . ., aP'Ur+0, • . . I,

où p varie de o à y — i (mod. v), et où a est un entier complexe formé avec

l'imaginaire i.

691. 2** Si m > y, supposons, pour fixer les idées, /w = y tt*^
7:'*'. Chaque

substitution de T remplacera en général l'indice '^|, Ç2...>3,.;. ,. par une

fonction de la forme

^j«5:l::;;::î;:-/[/.A...m....],,„

la sommation s'étendant à tous les systèmes de valeurs de /,, /a,,..., m,,...;
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p étant un entier constant pour chaque substitution, et les quantités a étant

des entiers complexes formés avec i.

Ces substitutions sont complètement déterminées lorsqu'on connaît les

fonctions par lesquelles elles remplacent les indices de la première série.

On pourra donc, en omettant dans l'écriture ce qni concerne les autres in-

dices, les représenter par le symbole

(y) [lL...m...l ^«j;);::;î;;;::. [/.A...W...-L

Le groupe F ne contient d'ailleurs qu'une partie des substitutions de la

forir,e (i). Pour le déterminer avec plus de précision, il faut construire son

premier et son second faisceau.

692. Son premier faisceau F est formé des substitutions

I
[^i^3... v3,...]« a[Ç,|,...-/î,...], 1,

OÙ a est un entier complexe indépendant de ^,, ^a»---» >3m----

Pour le second faisceau G, divers cas sont à distinguer ;

i« Si ^"^ I (mod. 4), G résultera de la combinaison de F avec les substi-

tutions suivantes :

(2)

A. = |[H,^2...yi,...]. 0^- [^,^....y3,...]«|

• A'.= |[^,^,...r,,...]. 9-'iU....-n...]o\

B, =z
I
[^,^,...7î,...], [^1+ 1, ^„..., y],,...]»

I

B, =
1
[^i^5...r)i...]o [L, H2-M,...,yii,...]o

B', = |[^,^2...-/3,...]„ [^„L,...,yî.H-i,...],

OÙ Q, ô' sont respectivement des racines primitives des congruences

ô*==Ei, ô'^'^=i {mod.p).

i
2° Si /ï^^^S (mod-A), G résulte de la combinaison de F avec certaines

substitutions A,, B,, As, Ba,..., A'^, B\ Ces substitutions auront la

même forme que précédemment si tt, n' sont impairs. Mais si quelqu'un de

ces nombres, n par exemple, se réduit à 2, les deux premières substitutions

A<, B, de la double suite correspondante A,, B<, Aj, Bj,... pourront être,

soit de la forme (2), soit de celle-ci :

(3)
( A,=:l [^.^,... -/;....].

.yî,...]„+|3[H, + I, H„ V9,,.
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a, p étant deux entiers arbitraires, qui satisfassent à la relation

a»+p»=— I (mod.p).

693. Cela posé, soit L un groupe résoluble et primaire de degré n'-'^, aussi

général que possible parmi ceux qui sont contenus : dans le groupe abélien,

si l'on n'a pas à la fois/?''E=3(mod.4) et 71 = 2; dans le groupe hypoabé-

lien de première espèce, si p* étant congru à 3(mod.4) et r: égal à 2, A,

et B, ont la forme {2); dans le groupe hypoabélien de seconde espèce, si

A,, B, ont la forme (3). Les substitutions de L seront de la forme W*S,

S étant une substitution abélienne propre, c'est-à-dire qui n'altère pas les

exposants d'échange, W une substitution qui les multiplie par g'^, g une

racine primitive de la congruence ^'^"^ esi (mod.;r), et d un entier égal,

suivant les cas, à i ou à 2, et que nous appellerons Vexposant du groupe L.

Soit de même L' un groupe résoluble et primaire de degré tt'^*^, au^i gé-

néral que possible parmi ceux qui sont contenus dans le groupe abélien

(dans l'un des groupes hypoabéliens); soient W, S', g', d' les substitutions

et les quantités analogues à W, S, g, d et relatives à ce groupe.

Associons mamtenant les substitutions de L à celles de L' de toutes les
«

manières possibles, de telle sorte que deux substitutions associées

..,.-. j, •

......
I,

v =
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A chaque manière différente de déterminer les groupes auxiliaires L, L',

correspond pour r un j,'roupe différent. Cependant on obtiendra le même
groupe T , à la notation près y en employant pour groupe auxiliaire à la place

de L, par exemple, l'un quelconque des groupes qui lui sont semblables,

c'est-à-dire qui s'obtiennent en le transformant par une substitution abé-

lienne propre (hypoabélienne).

Réduction du problème C

.

694. Les groupes résolubles et primaires les plus généraux parmi ceux

qui sont contenus dans les groupes abéliens(hypoabéliens) de degré /?^" sont

dècomposables ou indécomposables.

695. Groupes dècomposables. — Ces groupes sont de deux espèces :

Première espèce. — Ces groupes ne peuvent exister que si p est impair,

n pair, et 2 résidu quadratique de p. On les construit comme il suit :

Supposons que nous ayons formé les groupes résolubles et primaires les

plus généraux parmi ceux qui sont contenus dans le. groupe abélien de

degré/?" et dont l'exposant est égal à 2 [*). Soient L' un de ces groupes; 0'

son ordre; A' le groupe partiel formé par celles de ses substitutions qui sont

abéliennes propres;

I

Xç,, y\, ... a .To -+-
[3jo -+- . . . , oc! x^ + j3'jo + ...,... |, . .

.

les substitutions de A', rapportées à un système quelconque d'indices indé-

pendants x^, Jo»--- Ecrivons à la suite des indices a?o, Jo»--- d'autres indices

en nombre égal x^,y^y... et supposons que les exposants d'échange des

substitutions correspondantes C^;,, C^,,... avec les substitutions C^^^, C^„,...

soient congrus à zéro, et que leurs exposants d'échange mutuels soient

égaux à ceux des substitutions C^:,, C^„,... respectivement multipliés par g~^

.

Le groupe formé des substitutions

Xo, Xo,--. a.x^-\- (3jo -I- . . • , (x' x^-v- (3'j-o + ...,..

^1» JTl» • • • "^D J'l> • • •

jointes à la suivante

X =
I

.ro, j\,. . ., x„ r,,. • . x„ fi,. . ., gx„ ^n,. • • |,

[*) Voir ci-après (696 et 699) la manière de construire ces groupes.
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sera l'un de ceux que nous cherchons. Il aura pour ordre —— > et pour

exposant l'unité.

696. Seconde espèce. — Posons n = \m. A chaque semblable décompo-

sition correspond une classe de groupes décomposables de seconde espèce,

qu'on pourra former ainsi qu'il suit.

Choisissons les indices indépendants de telle sorte qu'ils se partagent

également entre X système^ (*) x^, yf^,...\ ...\ x^, j^» •••;••• tels, que les

exposants d'échange des substitutions correspondantes C^, C(j»---î •••* C»
C »••.;••• satisfassent aux relations

(e^e'^)^o si ,->r', ei (e^e'o=(crcr)

(et que leurs caractères soient indépendants de r).

Soient Dun groupe résoluble aussi général que possible parmi ceux dont

les substitutions permutent les systèmes entre eux d'une manière transitive,

en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants; Lo un groupe

dont les substitutions laissent tous les indices invariables, sauf ceux du

premier système, par rapport auxquels elles forment un groupe aussi général

que possible parmi ceux qui sont résolubles, primaires, contenus dans le

groupe abélien fdans l'un des groupes hypoabéliens) de degré p'^'" et indé-

composables. Le groupe Lq résulte de la combinaison d'un groupe partiel Ao,

formé de substitutions abéliennes propres, avec une substitution Wo qui

multiplie les exposants d'échange mutuels des substitutions Cj^,, C^,,... par

g''^, 6? étant égal à i ou 2.

Cela posé, soient W,,... les substitutions analogues à W^, opérées sur les

indices des autres systèmes. Le groupe décomposable de seconde espèce

qu'il s'agit de construire s'obtiendra par la combinaison des substitutions

de D et de Ao avec WoW, Son exposant sera égal à d, et son ordre à

Q^—j— i _ j
5 et étant respectivement les ordres de D et deLo- Enfin

si/?= 2, le groupe obtenu sera contenu dans le premier groupe hypoabélien,

si X est pair et L^, contenu dans l'un quelconque des deux groupes hypoa-

béliens de degré p-'", ou si X est impair et L^ contenu dans le premier groupe

(*) Les 1/u indices de chaque système peuvent être réels, ou imaginaires, mais dépendant d'un

nombre égal de fonctions réelles qu'on puisse à chaque instant leur substituer en qualité d'indices

indépendants.

67
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hypoabélien. 11 sera, au contraire, contenu dans le second groupe hypo-

abélien, si X est impair et Lo contenu dans le second groupe hypoabé-

lien.

La détermination de D ramène au problème A. Il ne reste donc plus qu'à

déterminer Lo, c'est-à-dire à résoudre le problème il dans le cas des groupes

indécomposables.

697. Groupes indécomposables. — Les groupes cherchés de degré /?^"'

se partagent en trois catégories.

Première catégorie. — Les groupes de cette catégorie appartiennent au

groupe abélien, ou au premier groupe hypoabélien, et ont pour exposant

l'unité. Pour les obtenir, posons m = vn^n'^' ..., n, n' ,... étant des nombres

premiers égaux ou non qui divisent/)^ — i et dont l'ordre est indifférent,

et/j^étant >>4.sans quoi l'on n'auraitaucune solution. Lesgroupescherchésr

se partagent en classes, correspondant aux diverses décompositions de cette

espèce, et se construisent comme il suit.

Le problème étant supposé résolu, choisissons les indices indépendants

de manière à ramener le premier faisceau de F à sa forme canonique. Les

nouveaux indices formeront deux systèmes conjoints, contenant chacun

V séries, contenant chacune ifu'^... indices. Ces indices pourront être repré-

sentés par le symbole Llii2--- '^«•••jr» où l'indicateur t, variable de o à i,

caractérise les systèmes; r, variable de o à v — i, caractérise les séries;

enfin S,, la»--- variables dcoà?: — 1,73,,,.., variables de o à tt' — 1, etc. dis-

tinguent les uns des autres les indices d'une même série. Si F est contenu

dans l'un des groupes hypoabéliens, les caractères des substitutions Q,f,...r,,...rr

correspondantes à ces indices seront congrus à zéro; et leurs exposants

d'échange mutuels pourront être supposés congrus à zéro, sauf ceux-ci

(Q,?5...r,,...roQ,|,...r„...ri]> ^^i scrou t cougrus à I . Enfin lesindicescorrespondants

de deux séries conjuguées pourront être supposés conjugués.

Il sera aisé d'obtenir, par la méthode des coefficients indéterminés, un

système d'indices indépendants, fonctions des indices originaires, et satis-

faisant aux conditions ci-dessus. La' solution présentera même une certaine

indétermination; mais on n'en doit pas tenir compte, les divers groupes

qu'elle permet d'obtenir étant tous semblables.

Cela posé, deux cas seront à distinguer :

i*^ Si m = V, d'où 7:";:''^'... — I, les indicateurs |,, ^o»--» ''îi»--- "'auront

chacun qu'une valeur, zéro, et l'on pouria écrire, pour abréger, u',. à la place

de [00...0...J',. Cela posé, F sera formé des [p —i)2v{p' — \) substitutions
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OÙ a varie de o à/> — 1, ode o à v — i (mod. v) et t de o à i (mod. 2), et où

a est un entier complexe formé avec l'imaginaire i de degré v qui a été in-

troduite.

2" Si w > V, supposons pour fixer les idées m = vn'^n'^ . T s'obtient en

combinant la substitution

w=
I

..., [i.H,...rj....]; , g'[ih...-n,...yr.... |,

qui multiplie les exposants d'échange par g, avec un groupe T', dont les

substitutions sont abéliennes propres et de la forme suivante :

(4)

où la sommation s'étend à /,, /a,..., m,,..., p et t étant deux entiers con-

stants pour une même substitution, et où les coetïicients a, /S sont des en-

tiers complexes, liés entre eux de telle sorte que les deux substitutions

I

••- [H.^,...r,....].. ,^|4t;;:::f [/./...-m....],,...

'•,['i'l---n,-- .]r, , ^ I (3(;tï.";:::; r'[/. i.-m,.. .].,.. •

opérées respectivement sur un même système d'indices, auraient pour pro-

duit l'unité. Les coefficients [i dépendent ainsi sans ambiguïté des coeffi-

cients a.

On pourra représenter avec avantage la substitution (4) par le symbole

plus abrégé

(5: [1.1.-.. m... ]\ ^«l:t;^:::; [/./,. m,.

où l'on n'indique que les altérations subies par les indices de la première

série du premier système, le reste, qui s'en déduit, restant sous-entendu.

Le groupe T' ne contient en général qu'une partie des substitutions de la

forme (5). Son premier faisceau F est formé des substitutions

I [Ç.E,...r,....]: a[6^,.../î....]:
I,

67.
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OÙ a est un entier complexe quelconque, et son second faisceau G s'obtient

en combinant à F des substitutions A,, B,, Aa, Ba,..., A'^ , B'^,... dont l'ex-

pression ne différera des expressions (2) et (!^) (692) que par le cbange-

ment de \%, l^...ri,,..\^ en \\, ^2...yj,...]^.

Soient maintenant L, \J des groupes auxiliaires formés comme au n° 693.

Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte

que les facteurs par lesquels deux substitutions associées multiplient les

exposants d'échange soient congrus, suivant les modules n et ::', à une

même expression, de la forme (— \Yp^. A chaque système V, V de substi-

tutions associées on pourra faire correspondre, comme au n° 693, des sub-

stitutions de la forme (4) qui aient pour corrélatives V, V. L'ensemble des

substitutions ainsi obtenues formera le groupe V .

Les quantités g, d, g', d' étant définies comme au n^ 693, soit k le

nombre des systèmes de valeurs de t, p tels, que (— i)^/?p soit congru à une

puissance de ^''(mod.Ti), et à une puissance de g"^' [moà.n')', soient

d'autre part w, w' les ordres de L, L' : l'ordre de V sera égal à

(6) [p — i^k-ip'

Si, parmi les systèmes de valeurs de t, p ci-dessus déterminés, il n'en

existait aucun où t fût égal à 1 , F ne serait pas primaire, et la solution

trouvée serait a rejeter.

Le problème se trouve ainsi réduit à la détermination des groupes L, L'.

A chaque manière de les construire correspond pour F un groupe différent.

Cependant, si l'on remplace dans la construction le groupe L, par exemple,

par un autre groupe qui lui soit semblable, le nouveau groupe obtenu sera

lui-môme semblable à F.

698. Seconde catégorie. — Les groupes cherchés ont pour exposant

l'unité. Pour les former, posons m-=vTfn"^'..., t:, n',... étant des nombres

premiers qui divisent/?''-}- i. Excluons toutes celles de ces décompositions

pour lesquelles — est impair, si le groupe cherché F doit être contenu dans

le groupe hypoabélien de première espèce; toutes celles pour lesquelles

— est pair, si F doit être contenu dans le groupe hypoabélien de seconde

espèce; n'en excluons aucune si F doit simplement être contenu dans le

groupe abélien. A cliacune des décompositions restantes correspond une

classe de groupes F, que l'on construira comme il suit.
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Supposons le premier faisceau du groupe cherché ramené à la forme ca-

nonique par un changement d'indices indépendants : les nouveaux indices

formeront un seul système contenant 2y séries, et pourront être désignés

par le symbole général [^,^2--.>3i---]r» où l'indicateur r, variable de o à

av — I (mod. av), distingue les diverses séries; tandis que les indicateurs

^,, la»--- t^n nombre a et variables de o à tt — i, les indicateurs rj,,... en

nombre a' et variables de o à tt'— r, etc., distinguent les divers indices

d'une même série.

Les substitutions correspondantes à ces divers indices peuvent être repré-

sentées par le symbole C^|,|,...ti,...; et l'exposant d'échange de deux quel-

conques d'entre elles, (^r%,i^...r,^... et C^'ç',?;...»)',.- sera congru à zéro, à moins

qu'on n'ait à la fois

, . i
r'ssrH-y (mod. 2v),

(7) {

\ l,^h-\-v, t'^^lt,... (mod.?:), n\^-n>-+- v',. . . (mod.::'),...,

V étant un entier constant, qu'on peut prendre égal à o ou à i si l'on a

Tt = 2 avec p'^^ I (mod. 4)» et nul dans tous les autres cas; u' un entier

constant, égal à o ou à i si l'on a 7r'= 2 avec p^^ i (mod. 4)» et nul dans

tous les autres cas; etc. Si les conditions (7) sont satisfaites, l'exposant

d'échange cherché sera égal à e^', e étant une racine arbitraire de la cor-

gruence eP^~*^ — i (mod./?), ou simplement à l'unité, suivant que u, u',...

seront ou ne seront pas tous nuls. Enfin, dans le cas où F devrait être con-

tenu dans l'un des groupes hypoabéliens, les substitutions C^çj,.. .,),... auront

toutes l'unité pour caractère.

Il sera aisé d'obtenir, par la méthode des coefficients indéterminés, un

système d'indices indépendants tels, que les substitutions correspondantes

satisfassent aux relations ci-dessus. La solution présentera même une cer-

taine indétermination ; mais on n'en doit pas tenir compte, les divers groupes

qu'elle permet d'obtenir étant tous semblables.

Les indices étant ainsi choisis, deux cas seront à distinguer ;

i^ Si m = 2v, d'où n'^Tî''''... = I, les indicateurs!,, 2,,..., vj,,--- n'ont

chacun qu'une valeur, zéro, et l'on pourra écrire, pour abréger, u^ à la

place de [00... o...]^. Cela posé, F sera formé des 2v(/>''h- 1) (/>— i) sub-

stitutions de la forme

M,,..., Ur,... alP~' Uf,..., aP'lP-' Ur+f,..

où p est un entier constant, et a, i des entiers complexes, satisfaisant aux
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^(pv^,)(/>—
)= , (mod.p), lp"+'^eP-' (mod. ^).

.i" Si m> 2v, soit, pour fixer les idées, m ~ 2V7r'^7r'''. Chacune des sub-

stitutions de r sera de la forme

Jr+j

ou, en n'écrivant que les indices de la première série, ce qui suffit,

r contient les substitutions de la forme

où a est une racine de la congruence (8); et son premier faisceau est formé

par celles de ces substitutions pour lesquelles on a a^''*"'sEEi. Son second

faisceau G s'obtient en combinant à F les substitutions

A,= |[^.|,...-/i....]o /0^>[^,^,...yi,...]„|

B,=
I
[^, |2...Y!i...]o [^„H2-4-i,...,y],,...]»

I

B',=
|
[|. ^,... /),... ]o /'[^„^,,...,-/3.-f-i,...]ol

6, ô' étant respectivement des racines primitives des congruences

0"= i, 0'«'=i, {mod.p);

l un facteur égal à l'unité, à moins qu'on n'ait à la fois p^^i (mod. 4)

et n = 2, auquel cas il sera égal 3ij\j étant une racine de la congruence

y^^=— I (mod./?); /' un facteur égal à i si l'on n'a pas à la fois /?''s^i (mod. 4)

et n'= 2, à y"' dans le cas contraire.

Soit maintenant L un groupe aussi général que possible parmi ceux qui

sont résolubles, primaires et contenus : i° dans le groupe abélien de

degré tt^*^, si l'on n'a pas à la fois p^^^ i (mod. ^), n = 'i; 2° dans le groupe

hypoabélien de première espèce, si /o^^si (mod. 4)» 71 = 2, v — o; 3** dans

le groupe hypoabélien de seconde espèce, si/^'^s^i (mod. 4)» n=2, u = i

.

Soit L' un groupe analogue de degré n'^'^.
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Associons leurs subslitutions de toutes les manières possibles, de telle

sorte que deux substitutions associées multiplient les exposants d'échange

par des facteurs respectivement congrus à une même puissance de/?, telle

que p^, suivant les modules n et n'. A chaque système de substitutions asso-

ciées V, V correspondront, comme au n** 693, des substitutions abéliennes

^hypoabéliennes), ayant pour corrélatives V, V. L'ensemble de ces substi-

tutions formera le groupe cherché Y, dont l'ordre sera égal ^^

zm

,

, , (Jm. d'rs\'

à, d, d', w, w' ayant le même sens qu'au n° 693. -

Le problème se trouve ainsi réduit h la détermination de L, L'. A chaque

manière de construire ces groupes correspond pour F un groupe différent.

Cependant, si l'on remplace dans la construction le groupe L, par exemple,

par un groupe semblable à L, le nouveau groupe obtenu sera lui-même

semblable à F.

699. Troisième catégorie. — Il n'existe de groupes de cetle catégorie

que si/? est impair, et m une puissance de 2. Ils ont pour exposant 2 ou i,

suivant que 2 sera ou non résidu quadratique de p. Pour les construire,

posons 2m — 2'^2''.
. . ; puis déterminons un système d'indices indépen-

dants [I, |2->3i---j tel : I** que les exposants d'échange des substitutions

Q.S,...r.,...> Q'?',...r;... correspondantes à deux d'entre eux soient toujours con-

grus à o si l'on n'a pas à la fois

u, v',... étant des entiers égaux à o ou à r , et dont la somme soit impaire;

1° qu'ils soient dans le cas contraire congrus à (— i)"**'^'''''"^
6, b se rédui-

sant à I, si 2 n'est pas résidu quadratique de /?; à i ou h une racine primi-

tive g de la congruence gP'^^x fmod./?), si 2 est résidu quadratique. Cette

détermination pourra toujours se faire, et cela de diverses manières; mais

les divers groupes que cette indétermination permet d'obtenir sont sembla-

bles. On obtiendra au contraire des groupes essentiellement distincts en

faisant varier c, 7',..., puis u, u',... et enfin b.

Le groupe cherché contient les substitutions de la forme

où a est un entier constant. Son premier faisceau F est formé de celles de

ces substitutions pour lesquelles a se réduit à ±1. Son second faisceau
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s'obtient en combinant à F des substitutions A,, B<, Aj, Ba,..., A',, B', ,...

déterminées comme il suit :

I

o
Si u = o, on aura, en posant Q = — i,

A.=r.-
I

[^.^,...r,....] 04^,^,...-,,...] I,
B.=

I
[^,^,...7)....] [^,H-i, ^„. ..,•/,.,...] I;

2** Si u = I et p'^^i (mod. 4)»

A,=
I [^.E....-/),...Ji04I.H,...r;,...] I,

B,=
I

[^.^,...-/,....]y[^.4-i,E„...,r5.,...] j,

y étant une racine de la congruencey^f^— i (mod./>);

3« Si u = i et/î"= 3(mod.4).

A, =
I

[^, ^,. . .7),. ..] — 0'.[^, ^I, ^„. ..,-/)„...] |,

B,=
I
[^,^,...7!,...] a0^.[^.^....y3,...] + (3[^, + i,^„...,r3„...]

],
r

les entiers a, |3 satisfaisant à la relation a^ 4-/3^ es — i (mod./?).

Quant à Aa, Ba,..., elles auront dans tous les cas la forme

A.=
I

[^.^....-/î....] 0^.[^,^,.. .-/;....]
I,

B.=
I

[^,^,...71....] [H.4^+i,-,-/î
] 1-

Les substitutions A'^, B'j,... se déterminent d'une manière analogue.

Soient maintenant L un groupe auxiliaire aussi général que possible

parmi ceux qui sont résolubles, primaires, de degré i^'^ et contenus dans le

premier groupe hypoabélien si v — o, dans le second si u = i; L' un groupe

analogue de degré 2^*^'; etc. Associons les substitutions de ces groupes de

toutes les manières possibles. A chaque système de substitutions associées,

V, V',... correspondront des substitutions abéliennes, ayant V, V',... pour

corrélatives. L'ensemble de ces substitutions donnera le groupe cherché T,

dont l'ordre sera (/?
— i)mww',. .

.
, &>, w',... étant les ordres respectifs

de L, L',....

La détermination de T revient ainsi à celle des groupes auxiliaires L,

L', A chaque manière de les construire correspond pour r un groupe

différent. Mais si l'on remplace dans la construction le groupe L, par

exemple, par un autre groupe semblable, le nouveau groupe obtenu sera

lui-même semblable à T.

Observations.

700. La méthode précédente fournit non-seulement la construction des

groupes cherchés, mais encore un système complet de classification. Car
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nous avons vu comment ils se répartissent en classes. Chaque classe pourra

être subdivisée en sous-classes, suivant la classe à laquelle appartiennent

les groupes auxiliaires employés dans la construction. Chaque sous-classe

pourra être subdivisée à son tour suivant la nature des groupes auxiliaires

employés dans la construction des premiers groupes auxiliaires, etc.

On trouvera d'ailleurs immédiatement, pour chaque degré donné, le

nombre de classes de groupes résolubles, le nombre de sous-classes conte-

nues dans chacune d'elles, etc. ^

Mais pour que cette classification et cette énumération soient exactes,

il est nécessaire que tous les groupes obtenus par notre méthode soient

généraux, et de plus distincts (autrement que par la notation). Sans quoi

ils feraient double emploi, et c'est à tort que nous les aurions considérés

comme constituant deux types différents, ou même comme appartenant à

deux classes différentes.

Nous montrerons que les groupes fournis par notre méthode sont en effet l^vlf^W
généraux et distincts. Néanmoins cette proposition souffre quelques excep- ^^m *

tions. Pour exclure lout double emploi, il sera nécessaire et suffisant, en

appliquant notre méthode, d'observer les précautions suivantes :

i" Dans la réduction du problème A (686) on rejettera toutes les décom-

positions de M dans lesquelles deux facteurs consécutifs seraient égaux à 2.

2!^ En formant les groupes primaires de degré />"" au moyen d'un

groupe D de degré X et d'un groupe indécomposable r de degré p"' (688),

on rejettera, lorsque/?'" se réduit à 3 ou 5, tous les groupes D correspon-

dants à des décompositions de X dans lesquelles le dernier facteur se ré-

duirait à 2.

3° En formant les groupes indécomposables de degré ff* (689), on re-

jettera, si p — 'i, les groupes correspondants à des décompositions.

m = "jTi'^n"^ . . . dans lesquelles v se réduirait à 2.

4" En formant les groupes indécomposables de première catégorie (697),

on rejettera comme non généraux, si /? = 3 ou 5, les groupes correspon-

dants a des décompositions m = va' ;:"'... où v se réduirait à 2.

5*^ On rejettera également les groupes de cette espèce dans lesquels

p^z= 5, SI m = i . Soit au contraire m = n'^n"^ ...; tî, t:',... se réduiront a 2:

et la construction du groupe cherché r dépendra de celle de groupes auxi-

liaires L, L',... de degrés 2-'^, 2-'^, Chacun de ces groupes sera contenu

dans l'un des deux groupes hypoabéliens du même degré (*). Soit se le

*) Si L est indécomposable de première catégorie, ou construit à l'aide dun tel groupe, ses

68^
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nombre de ces groupes qui sont contenus dans le second groupe hypoabé-

lien : si DC est pair, r devra être rejeté comme non général.

6° Si l'on a à la fois p^ :='j, m = l'unité ou une puissance de a, telle

que a'a*^..., et ac^o (mod. 2), le groupe r sera général; mais ce groupe

(et les groupes décomposables qui s'en déduisent) ne devront être admis

dans nos constructions à litre de groupes auxiliaires que si l'une au moins

de celles de leurs substitutions qui multiplient les exposants d'échange par

un non résidu quadratique de p est utilisée dans la construction, de telle

sorte que le groupe obtenu contienne effectivement une substitution dont

elle soit la corrélative.

7° On rejettera comme non généraux (ou faisant double emploi) les

groupes indécomposables de seconde catégorie dans lesquels p^^ se réduit

à 2**.

8** On rejettera de même ceux oiip^^ se réduit à S'*, si m = i , ou si /« > i

et Df ^o (mod. 2).

9° Ceux où p^^ se réduit à 7^ sont généraux; mais^^es groupes fet les

groupes décomposables qui en sont formés) ne devront être admis dans nos

constructions à titre de groupes auxiliaires que si l'une au moins de celles de

leurs substitutions qui multiplient les exposants d'échange par un non ré-

sidu quadratique de p est utilisée dans la construction.

10° On évitera de faire figurer dans la même construction deux groupes

auxiliaires semblables ou improprement semblables (*).

Il** Soit L un groupe auxiliaire décomposable, de seconde espèce, con-

struit à l'aide d'un groupe D dont les substitutions permutent les systèmes

d'indices, en nombre X, et d'un groupe L^, décomposable ou non, dont les

substitutions n'altèrent que les indices du premier système. Si X se réduit

à 2 ou 3, on évitera de faire figurer dans la même construction le groupe L

et un groupe L' semblable à Lo, ou deux groupes décomposables de pre-

mière espèce, M, M', respectivement formés avec L, L'.

substitutions appartiennent au premier groupe hypoabélien ; s'il est indécomposable de seconde

catégorie, ou construit à l'aide d'un tel groupe, ses substitutions appartiendront au premier ou au

second groupe hypoabélien, suivant que, dans la décomposition ig = '/.^.i'j^-nl'7t\''i ..., a h-

quelle L correspond, — sera pair ou impair.
"'1

(*) Sont considérés comme semblables (improprement semblables) deux groupes transformables

l'un dans l'autre par une substitution abélienne propre (impropre).
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CHAPITRE VI.

GROUPES A EXCLURE.

701. Théorème 1. — Un groupe résoluble de degré M et relatif à une dé-

composition de M où deux facteurs successifs soient égaux à i ne peut être

général.

Soient, en effet,

la décomposition considérée. A, A', A", A",.., les groupes successifs qui,

combinés ensemble, reproduisent le groupe considéré L : les racines peuvent

être groupées en systèmes et en liypersystèmes choisis de telle sorte: i° que

le groupe ''A'",...) permute entre elles les racines du premier système sans

déplacer les autres; 2^ que le groupe (A', A"; permute entre eux les sys-

tèmes du premier hypersystème, en remplaçant les unes par les autres

les racines correspondantes, sans déplacer les racines des autres hypersys-

tèmes; 3** qu'enfin le groupe A permute entre eux les hypersysièmes.

Le nombre des systèmes que contient le premier hypersystème est égal

à i.i=:[\. Désignons-les par Soo, So,, S,o, S,, : A" se compose de la substi-

tution I, jointe à une autre substitution qui permute Soo et So,, sans dé-

placer les deux autres systèmes; A' se compose de la substitution i, jointe

à une autre substitution qui remplace Soo et So, par S,o et S,,, et récipro-

quement. Ces substitutions, combinées entre elles, forment un groupe qui

contient évidemment huit substitutions distinctes, toutes comprises parmi

les vingt-quatre substitutions que l'on obtient en permutant de toutes les

manières possibles les quatre systèmes ci-dessus. Ces dernières substitutions

forment un groupe k résoluble (car on sait que l'équation générale du qua-

trième degré est résoluble), et plus général que (A', A"). Cela posé, le

groupe dérivé de A, ky A'",... est évidemment résoluble, et plus général

que L.

702. Théorème II. — Soient H un groupe résoluble primaire et décompo-

sable de degré p""; D etV les deux groupes partiels, de degrés ). et p"^, dont

, 68.
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il est formé. Si D correspond à une décomposition de X en facteurs q, q\ q" ,...

dans laquelle le dernier facteur q'-^^ se réduise à i el qu'en même temps /?'" se

réduise à
'^ ou à ^, le groupe H n'est pas général.

En effet, soient A, A',..., A? les groupes parliels successifs dont la' com-

binaison forme D.

Si l'on peut déterminer un groupe résoluble plus général que (A?, V) et

altérant les mêmes indices, ce groupe combiné à A,..., AP~' fournira un

groupe résoluble plus général que H. Noire proposition sera donc démon-

trée si nous établissons que le groupe (A?, r) n'est pas général.

Or la condition /ï'''^'^ ou =5 donne m=i a\ec/?=3 ou 5. Le groupe F

ne contient donc qu'un indice x, et ses substitutions sont de la forme

\x ax\, a étant un entier réel. Quant à A?, il sera formé d'une seule sub-

stitution, permutant x avec un autre indice r. Les substitutions de (A?, V)

X ax

r a' r
ou

X by

y h' X
•) a, a' , b, hsont donc toutes de l'une des deux formes

étant des entiers réels.

Si /? = 3, chacun de ces entiers est égal à ±: i ( mod./? j, et l'on vérifie im-

médiatement que (AP* r) n'est pas général, car on peut lui adjoindre la

substitution
|
x, y ^-^y, ^— y\ qui lui est permutable.

Si /? = 5, a, a', b, b' satisfont à la congruence X^eeee i (mod./?) : soit g = 2

une racine primitive de cette congruence; il est clair que toutes les substi-

tutions de (AP, r) résultent de la combinaison des suivantes et de leurs

puissances

fÇ=\ ^yT g^> gr I'
D =

I
^, r gx, X \, B=

\
X, r r, x |.

Cela posé, on vérifie immédiatement que les substitutions

î

g,X=\x,x x,—x\, li,C=\x,r X + r, gix — x)\,X)

forment l'échelle d'un groupe résoluble, plus général que (A?, F).

703. Théorème IIL — Un groupe résoluble primaire et indécomposable Y

dans lequel p^ =i '^- ne peut être général.

i" Supposons d'abord que chaque série ne contienne qu'un indice. Soient

gz=
I

.To, X, gXo, g^X, \, ^S=\ Xo, X, x,, Xo
\

les substitutions dont F est dérivé [g étant une racine primitive de la con-

gruence ^^^i (mod. 3)]. Elles sont échangeables aux puissances de g\
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qui multiplie tous les indices par — i; g^ et ^igonl pour carré g*, et sont

échangeables à g* près; enfin toutes les substitutions de F sont permutables

au groupe (g\g-, '$g).

Cela posé, la substitution

V =
\
x„ X, gxt -+- X,, X, -4- g'x, ',

échangeable à g*, transforme g- et 9g eh 9g -g^ et g^; d'ailleurs g trans-

forme U en g-V^. Le groupe ^g*, g^, 9g, U, g) est donc résoluble, et plus

général que Y, car il contient U.

2*^ Supposons maintenant que chaque série contienne 11 = 71^11'°'... in-

dices; 71, 7t',..., divisant 3^— i, se réduiront à 2. Soient g la substitution

qui multiplie l'indice général |, |2-..^i"-jr par ^'', et dont les puissances

reproduisent le premier faisceau de T; A,, B,,..., A'j, B, ,...;... les doubles

suites qui, jointes à ^, donnent son second faisceau; L, L',... les groupes

auxiliaires qui servent à sa construction. Considérons l'un de ces groupes,

tel que L; il est contenu dans le groupe abélien de degré n^'^; mais en outre,

nous avons vu que ses substitutions seront hypoabéliennes, si l'on suppose

que les substitutions correspondantes aux indices indépendants qui ra-

mènent son premier et son second faisceau à la forme type ont pour carac-

tère zéro. Soient/?,, ^,,... les caractères qu'auront dans cette hypothèse les

substitutions A.,, ijb,,..- correspondantes aux indices originaires x,, j,,...;

soient entin -^.= 9^^ une substitution quelconque de T, qui transforme A,,

B,,... en g''X"i' B^j'..., ^* A'j" Bf'...,..., V sa corrélative du groupe L : V, étant

hypoabélienne, satisfera aux conditions

(i) a\b\-h...-ha\p, -+- b\q, -+-...^/;,, c, </', 4-... + c'.p, -1- d\q^ +...^^,,....

Cela posé, les substitutions C, =: g^p^ \^, D, =^^^'B,,... ont pour carac-

téristiques des puissances de K- — 5''s K^—-6^',... [6 étant égal à — i);

leurs transformées ^^''«P'*''^ A"' B*'..., ^^^'P'^^A'j' B*!'...,... peuvent se mettre

sous la forme ^^C"' D*'..., ^"C'i'D'!'. ••,••• et auront leurs caractéristiques

divisibles par les facteurs

K» — g « Q^'i *'i-*- +«'1 Pi + *'i ?<+ = K' — g^" ô/"' , k' — g-*" 9». , . . .

.

Ces caractéristiques devant être égaux aux précédents, t, m, ... seront

des multiples de 4> et par suite "<? sera permutable au groupe dérivé des sub-
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slitutions g*, C,, D,,... (ou plus simplement des substitutions C<, D,,,..,

g' étant égal à Cr'Dr'G, D,).

Posons maintenant $'= ^C'('D'J' Cette substitution, échangeable à g",

C,, D,,.-., transforme g"^ en g" g^', g la transforme en g" g'^^S'', enfin son

carré est égal à ^* ou à i . On peut le supposer égal à g"-, car dans le cas

contraire, il suffirait de remplacer dans les raisonnements qui vont suivre

$' par ^'g, dont le carré sera égal à g'^.

Soient Ç, s deux indicateurs respectivement variables de o à i, et de o

à /ji — I. On pourra remplacer les indices actuels [Ç, Ha-'-^Jr P^ir d'autres

indices [Ce] choisis de telle sorte que g^ et ^' prennent les formes suivantes :

• ^^=1 [<^^]JH'^A l ^'=î VQ^]jVç + x,t]
I,

j étant égal à g^. On pourra d'ailleurs déterminer une substitution U de la

forme

l'Ct] ^a][h]

qui transformer'^ et ^^' en (^'g^ et g"^; et U sera échangeable à C,, D,,---; car

ces dernières substitutions, étant échangeables à r" et à ^', seront de la

forme

[^^] 51 ^it-^-

Cela posé, le groupe résoluble V dérivé des substitutions g'', g^, ^i", U,

est permutable aux substitutions de r. Soit en effet '<? une de ces substitu-

tions; elle transforme g^ en g^ ou en g^\ d'autre part, "C permute les unes

dans les autres les substitutions dérivées de C,, D,,... lesquelles sont échan-

geables à ^' : donc la transformée de ^' par '^ est échangeable à ces mêmes

substitutions; donc \'^-'Çf'\') est de la forme ^'S, S étant une nouvelle sub-

stitution échangeable à C,, D,,..., et qui ne déplace plus les séries. Donc S

se réduit à une puissance de g, laquelle sera de degré pair, t^-'^'t? et
*î*'

devant avoir même caractéristique.

Soient donc <r' g^'Q = ^2+", <r' ^'O = (j.v^2«-h^.'^
^^ ^^ ^ ^^^^^ égaux à o

ou à i; on aura -^ = ^^^'^g^\ ^ étant une nouvelle substitution, et '(,'>"* Ut?

appartiendra évidemment à F si \^-'U^ lui appartient. Mais '^ étant per-

mutable au groupe (C,, D,,*--)» "^ '^ sera; U étant d'ailleurs échangeable

aux substitutions de ce groupe, '^~' U'© le sera; donc elle sera de la forme
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h laquelle appartiennent également chacune des substitutions de T'. En

outre, si m = o, elle transformera g- et *JP' en ^ g- et g^; elle sera donc

égale à UT, T étant une nouvelle substitution de la même forme, échan-

geable à ^^ et k $', et qui par suite se réduira à une puissance de g\ Si

M = I, elle transformera g'^ et ^ en *$' g* et '^'g^, et sera égale à U^^^T,

T étant encore une puissance de g*.

Les substitutions de F sont donc permutables a F; et ces deux groupes,

combinés ensemble, donneront un nouveau groupe résoluble (527) plus gé-

néral que r, car il contient U.

704. Thkorème IV. — Un groupe T indécomposable de première catégorie^

dans la construction duquel on aurait v = 2 ai'ec p = 3 ou 5, ne peut être

général.

Supposons d'abord que chaque série ne contienne qu'un indice : on aura

quatre indices, x^^, x\, x^, x\, et Y dérivera des substitutions suivantes :

a=
I

^;. (-i)'^;-»|, T=
;
x;. §'< |,

g étant une racine primitive de la congruence gP*~^^i (moA. p).

Cela posé, si/? = 3, g^ et S\Si seront d'ordre 4, auront pour carré g'' et se-

ront échangeables entre elles à g'' près. On déterminera aisément une sub-

stitution abélienne propre U qui les transforme respectivement en S{.(^g^

et^^; puis l'on vérifiera sans peine que F est contenu dans le groupe réso-

luble plus général {g\ g", 3^^, U, ^, T).'

Si /? = 5, on voit de même que F est contenu dans le groupe plus général

(^*, ^', A^^jg'', U,/, ^, T), U étant une substitution abélienne propre, qui

transforme g\ g^ , S^'^^g^ en g\ ài^Sg^g^, g^.

L'extension de la démonstration au cas où chaque série contient plusieurs

indices, se fait comme au théorème précédent.

705. Théorème V. — Un groupe T indécomposable de première catégorie,

et dans lequel p' =^ 5, n'est pas général : i" si chaque série ne contient quun
indice; 2** si chaque série contenant plusieurs indices, et L, L',... étant les

groupes auxiliaires de degrés 2^'^, 2-"' ,... qui servent à la construction de F, le

nombre DC de ceux de ces groupes dont les substitutions sont hypoabéliennes de

seconde espèce est pair (*).

(*) Soit L lun de ces groupes; prenons-y pour indices indépendants ceux qui le ramènent à la
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Si chaque série ne contient qu'un indice, on n'aura en tout que deux in-

dices^?" eta?', et pétant une racine primitive de la congruence^*^i (mod. 5),

r dérivera des substitutions

g=
I
X' gi-'^x'

I,
^:~

I

X' (—1)'^'+' |, T = \ X' g'x' |.

Cela posé, g et ^ sont d'ordre 4» ont pour carré g^, et sont échangeables

entre elles à g^ près : la substitution abélienne

\]=
\
x' {—lYx'—^x' l

les transforme en g^ et g; et l'on vérifiera sans peine que le groupe

[g, Si, U, T), plus général que T, est résoluble.

Si chaque série contient iz'^n"^'... indices, ;:, ;:',..., divisant 5 — i, se ré-

duiront à 2; et l'on pourra déterminer comme au Théorème III des substi-

tions C, = ^/'-A,, D, =^'B,,..., C\ = g''''A\, D', = ^''B',,... telles, que

chaque substitution \') du groupe r soit permutable aux groupes (C,, D,, ..),

(C',,D',,...),

Cela posé, la substitution èH' = S\.C'{'D{'...C"/'D'f^... échangeable à gK C,,

D,,..., Cj, D'j,... transforme g eng^.g. D'ailleurs son carré est égal à

gi{t+P,q,+.'.+p\q,+"-)^ expression qui se réduit à g^, en supprimant les puis-

sances de g\ qui se réduit à l'unité. En effet,/?,, q,,... étant les caractères

des substitutions JU,, i)b,,..., le groupe L sera contenu dans le premier ou

dans le second groupe hypoabélien, suivant que la majorité des substitu-

tions de la forme JU^'iPo^... aura pour caractère o on i . Or une substitution

de cette forme a pour caractère

^' J' +7^'-^' + ^'J' "•" O" ix,~h q,){r, -h p>)-\-.. . — p,q,—. . .,

expression qui s'annulera pour plus ou moins de la moitié des systèmes de

valeurs de x, -h q,, j, -hy»,,... (ou, ce qui revient au même, de a;,, j,,...),

suivant que p^q, -+-... sera pair ou impair. Mais ^ est supposé pair; donc

forme type indiquée dans nos constructions. En admeUant que les substitutions correspondantes

à ces indices aient toutes pour caractère zéro, les substitutions de L appartiendront au premier

groupe liypoabéiien si L est de première catégorie; et si L est de seconde catégorie, elles appar-

tiendront au premier ou au second groupe hypoabélien, suivant que dans la décomposition

•ia = )., 2v, r'iTr',"! . . ., à laquelle L correspond, - sera pair ou impair (608 et 6o8).
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celles des sommes /?, 9, -h. .., p\q\+ qui sont impaires sont en

nombre pair; donc leur total est pair, ce qu'il fallait démontrer.

Ce point établi, on verra, comme au théorème III, qu'il existe une substi-

tution abélienne U, échangeable à g-, C,, D,,.... C,, D',,..., et qui trans-

forme g. Si! en Si'g, g; que le groupe résoluble {g^, g, ^', U) est permu-

table aux substitutions de T; et que ces deux groupes, combinés ensemble,

donnent un nouveau groupe résoluble, plus général que F.

706. Thkorème VI. — Soient T un groupe indécomposable de première

catégorie y d'ordre /?-'" , et correspondant à la décomposition m= v ,«.= vTr*^;:"^ ... ;

\.,L\... les groupes auxiliaires de degrés -*', tt'-"', . . . qui servent à sa construc-

tion ; N le groupeformé par celles de ses substitutions qui sont abéliennes pro-

pres : si p' ^= 7, il existera un groupe résoluble ^ formé de substitutions abé-

liennes propres, et plus général que N : i^ si chaque série ne contient quun

indice, d'où ij, = i ;
2" si n, 71',... étant tous égaux à 1, auquel cas chacun

des groupes L, L',... a ses substitutions hypoabéliennes, le nombre îX des

groupes de la suite L, L',. . . respectivement contenus dans les groupes hypoabé-

liens de seconde espèce est nul ou pair.

Supposons, pour plus de généralité, ,a >> i; et soient g la substitution

d'ordre 7 — 1, dont les puissances reproduisent le premier faisceau de T;

A,, B,, Aj, Bj,..., A',, B', ,... les doubles suites qui servent à construire ce

groupe. On peut les fondre par la pensée en une seule; et les substitutions

de r, qui étaient permutables à chacun des faisceaux {g. A,, B,, A^, B.,...),

f^, A',, B,,...),... le sont évidemment au faisceau

G = (o^, A„ B., A„ B„ .., A., B.,...).

D'ailleurs Ao, B2,... ont pour caractéristique une puissance de K-— i,ct

A,, B, une puissance de K" — 1 ou de K--f- 1, suivant que L est contenu

dans le premier ou dans le second groupe hypoabélien. De même pour A',

,

B\, Donc la double suite contient dc couples de termes ayant pour ca-

ractéristique une puissance de K-+ i : !>c étant pair, on pourra grouper ces

couples par paires. Mais, pour former G, on pourra remplacer chacune de ces

paires de couples telle que A,, B,; A',, B', par la suivante A, A',, B,A',;

A,B, A',B',, A,B,B',. Donc G résulte de la combinaison de g avec une

double.suite Cj, D,, C^. Dj,... dont chaque substitution a pour caractéris-

tique une puissance de K" — i

.

Cela posé, les indices indépendants pourront être choisis de telle sorte

69
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que les substitutions g, C,, D,, Co, Do,... prennent la forme '%i!fe|U.

c,=\[ii...]' 6mi.,.]'\, D.=|[^,^,...]' [L-^^,l...]', ...,

Il, lo,.--» ^ étant des indicateurs variables de o à i.

Posons maintenant

Ces substitutions, échangeables î» g% C,, D,,..., le sont entre elles, à g*

près; enfin elles sont abéliennes propres.

Les substitutions abéliennes propres contenues dans F sont toutes permu-

tables au groupe (^\ U, V). En effet, on a vu que ces substitutions résultent

de la combinaison de g, C,, D,,... avec les substitutions

A=\m,...]o [hh...]'\, 0R-,=
|

[II,...]" ^6"'>[

I
"•

0V= !
[^.H....]«

6'^'-' [IL... Y l

et leurs analogues.

Or g transforme g^, U, V en g^, g^Y, VU; A les transforme en ^', V, U;

enfin C, D,,..., 3^,x,v' g^^^^-i altérant de la même manière les indices des

deux systèmes, leur sont échangeables.

Cela posé, les substitutions g^, U, V, jointes aux substitutions abéliennes

propres contenues dans F, formeront un groupe N' évidemment plus géné-

ral que N, et dont les substitutions seront abéliennes propres.

707. Corollaire. — Le groupe T, et plus généralement les groupes décom-

posablesformés à Vaide de T, ne devront être employés dans nos constructions

comme groupes auxiliaires, que si l'une au moins de celles de leurs substitu-

tions qui multiplient les exposants d'échange par des non résidus quadratiques

de 7 est utilisée dans la construction (sans quoi le groupe obtenu ne serait pas

général).

En effet, soient L, un de ces groupes; />^^'" son degré. Le groupe M,

formé par celles de ses substitutions qui multiplient les exposants d'échange

par un résidu quadratique, s'obtient en combinant ensemble : 1° le

groupe N; 2** un groupe D dont les substitutions permutent les ). couples de
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systèmes tout d'une pièce; 3° une substitution 7 qui multiplie tous les in-

dices par g. Cela posé, le groupe (N', D, 7) sera résoluble, et ses substitu-

tions seront abéliennes. SoitL,, l'un des groupes résolubles les plus géné-

raux parmi ceux qui contiennent ce dernier groupe, et sont contenus dans

le groupe abélien.

Soit maintenant r, un groupe dans la construction duquel figure le

groupe L,, seul ou conjointement avec d'autres groupes auxiliaires L',,...;

et supposons que les premières corrélatives des substitutions de T, appar-

tiennent toutes à M,. Le groupe T^^, construit à l'aide des groupes auxi-

liaires L,,, L'j,..., sera plus général que r,; en effet, L,, contenant M,,

r, , contient évidemment toutes les substitutions de r, ; d'autre part, L, , con-

tient la substitution abélienne propre U, que L, ne contenait pas; F,, con-

tiendra donc une substitution dont la première corrélative se réduit a U, et

les autres à l'unité, laquelle substitution n'est pas contenue dans F,.

708. Théorème VII. — Les groupes indécomposables de seconde catégorie

et dans lesquels p^* = 2* doivent être exclus comme non généraux 'ou formant

double emploi).

Soit r l'un des groupes en question; son premier faisceau est formé des

puissances de la substitution g qui multiplie les indices de la r -^ i"""" série

par g''', pétant racine primitive de la congruence ^®^« (mod. 2). Suppo-

sons que cbaque série contienne 7:'^;î"''... indices; tt, ?:',..., étant premiers et

divisant 9, se réduiront à 3. Soient A,, B,,..., A'j, B',,... les doubles suites

qui servent à former T, et Ç la substitution qui remplace cbaque indice par

son correspondant de la série suivante. Les substitutions g^, Af, A'',... se

réduisant à l'unité, ^- sera échangeable à ^', A,, B,,..., A'j, B', ,.... Elle le

sera en outre, à g^ près, à toute substitution v^ du groupe T. En effet, "v? étant

permutable au groupe dérivé des substitutions^, A,, B,,..., A',, B', ,...

auxquelles $' est échangeable, xp-'^'^t? leur est échangeable. D'ailleurs elle

est de la forme Ç^S, S ne déplaçant pas les séries; S sera elle-même échan-

geable aux substitutions ci-dessus, et par suite se réduira à une puissance

de g..

Soit donc ^' $'^ = $'^f
: Ç* ayant pour ordre 3, il en sera de même de

sa transformée : mais (^^g^Y = $«^('-»*+*«^ = ^^ip. ^j^^ç ^,^ ^o (mod. 9)

ou p^o (mod. 3). Les substitutions^', <?' forment donc un faisceau de

substitutions échangeables entre elles, auquel toutes celles de T sont per-

mutables. Donc r est contenu dans l'un des groupes résolubles les plus gé-

néraux parmi ceux dont les substitutions sont abéliennes (hypoabéliennes),

69.
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et dont le premier faisceau contient g^ et ^'^. Soit F' ce groupe qui con-

lient r ; il sera plus général; mais nous sommes dispensés de le démon-

trer : car lul-il identique à F, il se présenterait dans le calcul sous une forme

différente, son premier faisceau contenant huit substilutions au moins d'or-

dre 3, à savoir ^% ^J?* et leurs combinaisons, tandis que le premier faisceau

de F n'en contient que deux, g^ etg-**. Le groupe F devrait donc être exclu

comme formant double emploi.

709. Théorème y IIÏ. — Un groupe V iudéioniposahk de seconde catégorie,

et dans lequel p-' = 3", ne peut être général : i" si chaque série ne contient

qutin indice i i"^ si chaque série contenant i'^ f'' ... indices, le nombre di, défini

comme au théorème F, est nul ou pair.

i" Si chaque série ne contient qu'un indice, soient g une racine primi-

tive de la congruence g''^^i (mod. 3), e une racine de la congruence

^"z^^ _ i; Y sera dérivé des substitutions

g~ \
X, g^' Xr |, 0? r=

I
Xr e^'^r^i I,

ï =
I
^r f^^' ^r \.

Cela posé, les substitutions g et ^S sont d'ordre 4> ont pour carré g', et sont

échangeables entre elles, à g^ près. On déterminera aisément une substitu-

tion abélienne U qui transforme g'^, g, ^ en g^, g^S, g; et l'on vérifiera que

le groupe [g, l*, U, T), plus général que le proposé, est résoluble.

2° Si chaque série contient plusieurs indices, on raisonnera comme au

théorème V, en remplaçant A par <?.

710. Théorème IX. — Soit F un gioupe indécomposable de seconde ca-

tégorie, dans lequel p-' se réduise à 7-; le groupe N, formé parcelles de ses

substitutions qui sont abéliennes propres, sera contenu dans un autre groupe

plus général etformé de substitutions abéliennes propres : i** si chaque série ne

contient qu'un indice ; 2° si chaque série contenantplusieurs indices, le nombre Oi
,

défini comme au théorème V , est nul ou pair.

Supposons que chaque série ne contienne qu'un indice. Soient g, e des

racines primitives des congruences ^^ss 1 , créées — i (mod. 7); g une sub-

stitution qui multiplie l'indice delà /-!- i'^""" série par^^'; ^ celle qui le rem-

place par son conjugué de la série suivante, multiplié par e^''. Les substitu-

tions g"' et (C ont leur carré égal à ^S et sont échangeables entre elles, à

o' près. Cela posé, on construira aisément une substitution abélienne
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l)!opre U qui liansforme g'^ y? en (P, Ç^'; et Ton vérifiera que le groupe

ô '' ê'"' ^' '^' ë)^ P'"^ général que N, est résoluble.

L'extension du théorème au cas où chaque série contient plusieurs, in-

dices se fait comme au théori me V.

711. Corollaire. — Le groupe F, et plus généralement ^ les groupes dé-

composahlesformés à Vaide de Y ne devront être employés dans nos construc-

tions que si l'une au moins de celles de leurs substitutions qui multiplient les ex-

posants d'échange par des non résidus quadratiques de 7 est utilisée dans la

construction.

La démonstration est identique h celle du n° 707.

712. Soient L, L',... des groupes primaires, résolubles, et aussi généraux

que possible, parmi ceux qui sont respectivement contenus dans les groupes

abéliens (dans l'un des groupes hypoabéliens) de degrés u-'^, tt^^',— Asso-

cions leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte que

les substitutions associées multiplient les exposants d'échange |jar un même
facteur. Soient

V =
1
X,, y\ , . . . d,Xi H- c^)\ -h . .

.
, b\Xi -^ d\)\ -¥...,.. . '

,

V'=
I < , y\ , . . . «>'. -\- y\r\ -f- . .

. , |3>', -+- a*, /, 4- ...... . |

,

un système quelconque de substitutions associées, multipliant les exposants

d'échange par un facteur A*. On pourra lui faire correspondre la substitution

I

X,, >•,,... «',^, -h c, >•,+..., b\x, -r- d\y, -<-...,... i

qui appartient au groupe abélien (à l'un des groupes hypoabéliens) de

degré 7^2 «r+o'^-...)^
et qui multiplie les exposants d'échange par k.

Le groupe L,, formé par l'ensemble des substitutions V,, sera évidem-

ment résoluble et non primaire. Nous l'appellerons le groupe résoluble

complexe équivalent aux groupes primaires L, L',

Soient maintenant T un groupe primaire indécomposable, assujetti ou non

à la condition d'être formé de substitutions abéliennes (hypoabéliennes);

F son premier faisceau; A,, B,,...: A',, B',,...; A",, B', ...;... les doubles

suites, et L, L', L",... les groupes auxiliaires de degrés tt"', tt'-*^', t:"-*^",...
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qui concourent à sa consUuclion. Supposons que plusieurs des nombres n,

k', 7t",... soient égaux, et qu'on ait, par exemple n = n'. Soit L, le groupe

complexe équivalent à L, L'. Associons de toutes les manières possibles ses

substitutions à celles de L",... de telle sorte que les substitutions associées

multiplient les exposants d'échange par des facteurs respectivement congrus

à une même puissance dep [à Une même expression de la foruie (— i)^/?p,

si r est de première catégorie], suivant les modules n, n",.... A chaque

système de substitutions conjointes V,, V",... correspondront celles des

substitutions de Y qui ont pour corrélatives V, V, Y",..., Y, y étant les

deux substitutions dont l'association donne Y,. Réciproquement, soient <>

une substitution quelconque de r, Y, Y', Y",... ses corrélatives : "C corres-

pondra au système Y,, Y",

Nous obtenons donc le résultat suivant :

On peut remplacer, dans la construction des groupes T, les groupes auxi-

liaires dont le degré serait une puissance d'un même nombre premier par un

groupe auxiliaire unique, mais complexe, qui correspondra à la double suite

complexe formée par la réunion des doubles suites qui correspondaient aux

groupes qu il remplace

.

Le groupe r devant être général, on devra évidemment admettre que ce

nouveau groupe auxiliaire est lui-même général, autrement dit, n'est con-

tenu dans aucun groupe analogue, primaire ou complexe.

713. Théorème X. — Tout groupe F, dans la construction duquelfigurent

deux groupes auxiliaires semblables ou improprement semblables, doit être

rejeté.

Soient en effet L, L' ces deux groupes auxiliaires, de degré t:^'^;

V =
\
X,, y,, ... a',:r, 4- c', r, -H . • ., b\x, -i-- d\y, +...,... \,...

les substitutions de L;

Y'=
1
x\, /,,. . . a>', + y\y\ +..., (3>', -i- è\r\ ^ ...... . j,.. .

.

celles de L', que la substitution abélienne

S=\ x\, /,,... X,, Y.,...
I

transforme par hypothèse en substitutions analogues à Y,..., sauf le change-

i
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ment de ir,, /,,... enx\,y\,.... Il est clair qu'en prenant pour indices in-

dépendants X,, Y,,... les substitutions V prendront la forme des substitu-

tions V, sauf le remplacement de a:-,, y,,... parX,,Y,,—
Soit maintenant k le facteur par lequel S mulliplie les exposants d'échange;

et formons le groupe complexe L, équivalent à L, L'. Ce groupe est contenu

dans le groupe plus général L, dérivé de la combinaison de L, avec la sub-

stitution

I

X,, j;, . . ., X,, \,, . . . Xi, Yi, . .
. , hx,. Il y,, . . . |,

lequel est évidemment résoluble, primaire, et contenu dans le groupe abé-

lien (dans l'un des groupes bypoabéliens) de degré t:*"^.

Considérons maintenant un groupe F, dans la construction duquel figu-

rent les deux groupes auxiliaires L, L'; supposons, pour fixer les idées,

qu'un troisième groupe auxiliaire L", ayant également pour degré une puis-

sance de r:, figure dans la construction. On peut remplacer ces groupes,

auxiliaires par un seul groupe complexe A, qui leur soit équivalent, et que

l'on pourra évidemment obtenir en remplaçant d'abord L, L' par le groupe

équivalent L,, puis en remplaçant L,, L" par le groupe équivalent A,. Or

soit Aa le groupe complexe équivalent aux deux groupes primaires La,

L"; il contient évidemment A, ; le groupe Fj, analogue à F, construit avec A,

contiendra donc F, qui devra être rejeté, soit comme moins général que T.,

soit comme faisant double emploi avec lui.

714. Théorème XI. — Soit L un groupe décomf)Osable de seconde espèce,

construit à Vaide d'un groupe D dont les substitutions permutent les systèmes

d'indices, en nombre X, et d'un groupe L^, décomposable ou non, dont les

substitutions n altèrent que les indices du premier système. Si ). se réduit à 2 ou

à 3, tout groupe F dans la construction duquel figureraient simultanément^ le

groupe L et un groupe L' semblable à L,,, ou deujo groupes décomposables de

première espèce M et M', respectivementformés avec L et L', doit être rejeté.

Soit, pour fixer les idées, X = 2; et soient a:,, y,,.. .; oc^,y\,. .. les in-

dices des deux systèmes que contient L; X,, Y,,... ceux auxquels V doit

être rapporté pour que ses substitutions prennent la même forme que celles

de Lo- Soient D., le groupe formé par les six substitutions qui permutent

d'un mouvement d'ensemble les trois systèmes a?,, r,,...; x\, y\*".; X,,

Y,,...: Lj le groupe décomposable dérivé de la combinaison de D, et de L.;

Mj un groupe décomposable de première espèce formé avec Lj. Il est clair
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que La et M, sont résolubles et primaiies; que leurs substitutions sont abé-

liennes (bypoabélicnnes); enfin qu'ils sont plus généraux que les groupes

complexes L,, JM,, respectivement équivalents à L, L', et à M, M'.

Cela posé, la démonstration s'achève comme au théorème précédent.

715. Les théorèmes qui précèdent montrent la nécessité des précautions

indiquées au n** 700 comme devant être apportées dans l'emploi de la mé-

thode. Ces précautions étant observées, et soit qu'il s'agisse de résoudre les

problèmes A, B ou C, il restera un certain nombre de formes types, à

l'une desquelles pourra se ramener, par une notation convenable, chacun

des groupes cherchés. Deux de ces groupes, L et -C, seront dits pareils,

s'ils sont semblables, et si de plus ils ne sont susceptibles d'être amenés

qu'à l'une des formes types ci-dessus. (On pourrait concevoir que, par un

changement de notation, on pût mettre successivement un même groupe

sous plusieurs formes types différentes.) Cela posé, pour prouver que les

'groupes qui restent sont tous généraux et distincts, il suffit de prouver le

théorème suivant :

Théorème A. — Un groupe ^^.^ résoluble el transitif, construit par notre

méthode, ne peut contenir un autre groupe analogue L s'il ne lui estpas pareil.

Ce théorème est intimement lié aux deux suivants :

Théorème B. — Un groupe i^
, résoluble et primaire, ne peut contenir un

groupe analogue, mais non pareil, L.

Théorème C. — Soient ii^ et h deux groupes résolubles, l'un primaire,

rautre primaire ou complexe, contenus dans le groupe abélien de degré p-"\

é un entier généralement égal à zéro, mais égal à un diviseur impair de p — i

,

dans le cas particulier où quelqu'un des groupes primaires et indécomposables

qui servent à la construction de L serait de degré 7-'" {m étant une puissance

de 2
)

, ei conespondrait à une décompositionm = vn'^n"^'

,

... où Von eût v = i

.

Le groupe J formé par celles des substitutions de L qui multiplient les expo-

sants d'échange par des puissances de g^ ne peut être contenu dans ^, si L

et i^ ne sont pas pareils.

Si l'on a p = 2, et que ^ et L doivent être contenus dans l'un H des

groupes hypoabéliens de degré p'", soit 1 le groupe permutable aiuv substitu-

tions de H et contenant la moitié de ces substitutions dont l'existence a été éta-

blie (672). Le théorème subsistera en prenantpour} le groupefoimépar celles

des substitutions de L qui appartiennent à \.
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Nous établirons du même coup ces trois théorèmes, en prouvant qu'au-

cun d'eux ne saurait être en défaut pour les groupes d'un certain degré, à

moins que l'un d'eux ne fût en défaut pour ceux d'un degré moindre. On

aurait donc une infinité de groupes de degrés décroissants pour chacun des-

quels l'un des théorèmes serait faux, ce qui est absurde.

Nous supposerons donc dans* ce qui va suivre qu'aucun des trois théo-

rèmes ne soit en défaut pour les degrés inférieurs à celui du groupe j^ que

l'on considère : et nous verrons alors qu'ils sont vrais pour ce groupe lui-

même.

JH»

70
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. CHAPITRE VII.

INDÉPENDANCE DES GROUPES RESTANTS.

jH^j

§ I, — Réduction du théorème A au théorème B.

716. Lem3ie. — Soit L un groupe résoluble et primitif de ^^^g^'^ ^'» corres-

pondant à une décomposition M = qq'q". . ., et formé de groupes partiels A,

A', A",— En réunissant dans un premier système, d'abord toutes tes racines

que déplace le groupe partiel (A'," A",. . .), puis celles-là seulement que déplace le

groupe (A",...), etc., on obtient évidemment une suite de groupements des ra-

cines en q hypersystémes 1,1,,..., contenant q' q" ... racines, puis en q
q' systèmes

S, Si,... ne contenant plus que q" ... racines, etc. Mais il sera impossible de

trouver aucun autre groupement des racines en systèmes tels, que c/iaque substi-

tution de L remplace les racines d'un système par celles d'un même système.

Supposons, en effet, un semblable groupement effectué. Soient 1, I',...

les nouveaux systèmes; admettons, pour fixer les idées, que toutes les ra-

cines de 1 appartiennent au même hypersyslème I, mais que deux d'entre

elles, a et a,, appartiennent à deux systèmes différents S et S,. Les substi-

tutions (A",...), n'altérant que le système S, ne déplacent pas a, : donc elles

remplacent les racines de 2 les unes par les autres; mais elles font succéder

à a les diverses racines de S; donc toutes les racines de S font partie de 1.

De même, le groupe transformé de (A",...) par celle des substitutions de A'

qui remplace S par S, ne déplace pas a et fait succéder à «, les diverses ra-

cines de S, : donc ces racines font partie de 1. De même, si 1 contient une

racine d'un autre système Sa, il les contiendra toutes. 1 contient toutes les

racines de I : car, s'il n'en était pas ainsi, I contiendrait un système S' dont

les racines ne feraient pas partie de 1; mais A' contient une substitution qui

remplace S par S'; elle remplacerait les systèmes S, S,, S2....,qui forment I,

par d'autres systèmes S', S\, SV,..., dont la réunion formerait un des nou-

veaux systèmes 2'. De même, si S" était un autre système contenu dans I,

I contiendrait une nouvelle suite de systèmes S", S", S'^,... constituant un
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des nouveaux systèmes 1", etc. Chacune des subsliluliousde A', devant rem-

placer les racines de chacun des systèmes 1, I', I",... par les racines d'un

même système, remplacerait les systèmes de chacune des suites S, S,,

S2,...; S', S',, S'., ,...;... par les systèmes d'une même suite: elles ne

permuteraient donc pas ces systèmes primitivement, comme cela doit être.

1 contenant ainsi toules les racines de I, et n'en contenant, par hypo-

thèse, aucune autre, se confond avec I; et les autres systèmes 2',..., se

confondront avec I,,. . . que les substitutions de A font succéder à I. On se

trouve ainsi retomber sur un des anciens groupements.

Remarque. — Quel que soit celui des groupements des racines en sys-

tèmes que l'on adopte, il est clair que L résulte de la combinaison de deux

groupes partiels : l'un permutant les systèmes entre eux en remplaçant les

unes par les autres les racines correspondantes ; l'autre permutant entre

elles les racines du premier système sans déplacer les autres.

717. Le théorème A est vrai si 4^ est non primitif

.

Cette proposition est évidente si L est primitif. Car j^, étant non primitif,

ne pourra évidemment contenir un groupe primitif.

Supposons donc L non primitif; et soient qq'q" ... et //'/"... les deux

décompositions du nombre M auxquelles correspondent respectivement L

et ^. Les racines peuvent être réparties entre / systèmes S, S',... contenant

chacun x'/"... racines, et tels, que chaque substitution de ^ remplace les

racines d'un même système par celles d'un même système : -C résultera de

la combinaison de deux groupes partiels, l'un A permutant les systèmes

entre eux, l'autre (A', A",...) permutant entre elles les racines du premier

système S sans déplacer les autres.

L étant contenu, par hypothèse, dans 4^, ses substitutions remplacent

les racines de chacun des systèmes S, S',... par celles d'un même système.

Donc L résulte de la combinaison de deux groupes partiels: l'un D permu-

tant d'un mouvement d'ensemble les systèmes S, S',...; l'autre D' permutant

ensemble les racines de S sans déplacer celles des autres systèmes (716).

Pour que L soit contenu dans ^, il faut évidemment que D et D' le

soient respectivement dans A et (A', A",...), ce qui ne pourra se faire que

si D est pareil à A, et D' à (A', A", . ..), le théorème A étant vrai, par

hypothèse, pour les degrés / et x'x'. * ' ''^f^ï'J^urs à M. Mais alors L serait

pareil à s^, contrairement à l'hypothèse.

718. Le théorème A est vrai si 4^ est primitif et L non primitif

.

Soient M =/?" le degré commun de ces deux groupes ;/>" le nombre des

70.
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systèmes dans L, chacun d'eux étant choisi de manière à contenir le moins

possible de racines; /)""* le nombre des racines de chacun d'eux. Le

groupe L contient un groupe partiel r dont les substitutions ne déplacent

que les racines du premier système; et ces racines étant caractérisées par

n — OL indices x, x' ,..., V résultera de la combinaison des substitutions

(n \x,x',... jc 4- (3, a;'-f- (3', . . . |,

qui déplacent /?""* racines, avec des substitutions de la forme

(2) \x, x',... nx + bx'-h . . ., a'x -\- b'x'+...,.. . \.

Ces dernières substitutions, ne déplaçant pas la racine 00..., déplaceront

moins de />""* racines. D'ailleurs elles ne se réduiront pas toutes à l'unité,

à moins qu'on n'ait ^"~*= 2.

D'autre part, les^" racines étant caractérisées par n indices v, r',..., les

substitutions de 4^ seront de la forme linéaire

! y, y', ... cy-hdy'-h h y, c'y + d'y'^ . . . -f y', . . . |

.

Pour qu'une substitution S de cette forme laisse immobile la racine j/'...,

il faut qu'on ait

y^cy-^dy'-^... + y, y'= c'y ^ d'y'-\- . . .-h y',. . . {mod.p).

Si S ne se réduit pas à l'unité, l'une au moins des relations ci-dessus, la

prernière, par exemple, ne sera pas identique. Si elle se réduit à y^i^o,

elle devient impossible, et S déplace toutes les racines; dans le cas con-

traire, elle déterminera la valeur d'une des inconnues j, y',- .. en fonction

des autres, qui peuvent être choisies de /?""' manières distinctes tout au

plus. Donc S ne pourra laisser immobiles plus de//'"' racines; donc cha-

cune des substitutions de 41, et a fortiori chaque substitution de L (l'unité

exceptée) déplace au moins/?" — //'"' racines.

On aura donc, si p"~'^'^ 2, l'inégalité impossible

;?«-«> y:>"— />«-'>/>«'(/; — I ).

Si p"-'^= 2, on aurait l'égalité

2= p" "^ = p" — p"-', d'où />"= 4'

Mais ce cas est exclu (701).

^

#-
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719. Théorème. — Soient '^ un groupe résoluble et piîmitif de degré pr-

ison premierfaisceau ; un groupe contenu dans J^ et dont les substitutions

soient échangeables entre elles. L'ordre de ^ ne pourra dépasser p".

Chacune des substitutions de ^ est le produit d'une substitution

linéaire N par une subslilution P appartenant à -f. Soient NP, IS^'F,... ces

substitutions : le groupe T = (N, N',...j, isomorphe à 4>, aura ses sub-

stitutions échangeables entre elles, et l'on aura = Û0,, il étant l'ordre

de W, et 0, celui du groupe formé par celles des substitutions de $ qui ap-

partiennent à ^.

Supposons le groupe <^ choisi de telle sorte que 0, et subsidiairement 0,

,

soient maxima. Nous allons voir que l'on aura $ = J, 0=zp", ce qui

établira notre proposition.

720. Chaque substitution de ^ a pour ordre une puissance de p. Car, s'il

en était autrement, $ résulterait de la combinaison de deux groupes F et E,

respectivement formés par celles de ses substitutions dont l'ordre est pre-

mier à/?, ou puissance de/) (173). L'ordre de F divisera un produit tel que

{p* — i) ip'' ~i)...; et parmi les substitutions de 5^, il en existera /?''"^'''~''

qui sont échangeables aux substitutions de E, sans l'êire à toutes celles

de F (186). Ces substitutil?ns ne peuvent faire partie de $; car il est clair

qu'elles ne peuvent être échangeables à toutes celles des substitutions de $
dont les premiers facteurs appartiennent à F,. Mais elles le sont à celles dont

les premiers facteurs appartiennent à E; et, jointes à ces dernières substitu-

tions, elles forment un groupe dont l'ordre ^—-, r— sera supérieur

à 0; résultat absurde.

721. Cela posé, i" résulte de la combinaison de ^ avec un groupe réso-

luble et primaire H, lequel contiendra ^'. Supposons que, le groupe H
étant ramené à sa forme type, les indices s'y répartissent entre X système.-*,

contenant chacun v séries, contenant chacune jx = Tfn"^'... indices.

^ ne contiendra aucune substitution qui déplace les systèmes. En effet, sup-

posons que ses substitutions déplacent l'un d'eux, S,; soient S , S;„

ceux avec lesquels elles le permutent. L'ordre de ^" sera égal à /wi), '^

étant l'ordre du groupe ^ formé par celles de ses substitutions qui ne dé-

placent pas S,. En effet, soient T, T',... les substitutions de if ; Sp l'un quel-

conque des systèmes S,,..., S,„; U une substitution de ¥ qui remplace S,

par Sp :
^' contiendra w substitutions TU, T'U,... qui produisent ce même

remplacement.

Les substitutions de <j^ ne déplacent aucun des systèmes S,,..., S,„; car :>i
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l'une d'elles déplaçait Sp, elle ne serait pas échangeaMe à U. Chacune

d'elles est donc de la forme V,...V,„W, Yp désignant une substitution qui

n'altère que les indices de Sp, qu'elle remplace par des fonctions linéaires de

ces mêmes indices, et W une substitution qui n'altère que les indices des

systèmes autres que S,,..., S,w, et les remplace par des fonctions linéaires

de ces mêmes indices. Les substitutions de d> ayant pour ordres des puis-

sances de/?, chacun des facteurs partiels V,,..., Y,„, W jouira évidemment

de la même propriété.

Prenons pour indices indépendants dans chaque système, à la place des

indices imaginaires actuels, un nombre égal de fonctions réelles v,,

('',,...;...; v,„, i'',„,...; w, iv\— On peut supposer les indices Cp, v'^ ,... choisis

de telle sorte, qu'ils se partagent en un certain nombre de classes telles,

que chacune des substitutions partielles Vp,... accroisse simplement les in-

dices de chaque classe de fonctions linéaires des indices des classes précé-

dentes (184). Soient Cp,..., ^^V') ceux de ces indices qui appartiennent à la

dernière classe. Celles des substitutions de ^ qui accroissent les Xa + . - -f- X,k

indices (^2»' ••' ^l''~''; •••; t'm»---. v];;^' de quantités constantes sans altérer les

autres indices sont évidemment échangeables aux substitutions de <\i. Mais

aucune d'elles, sauf l'unité, ne sera échangeable à toutes celles de W, ou,

ce qui revient au même, à toutes celles de 0; car si l'une d'elles' altère

l'indice ^'p, par exemple, elle ne pourra être échangeable à U. Ces substitu-

tions n'appartiennent donc pas k 0; mais elles sont évidemment échangea-

bles à toutes celles des substitutions de $ dont les premiers facteurs appar-

tiennent à ^, lesquelles forment évidemment la m'"^"^^ partie du nombre

total; en les combinant à ces dernières on obtiendra un groupe de substi-

lutions échan^ceables entre elles, dont l'ordre sera ^ 0, expression

au moins égale à 0, même dans le cas défavorable où Xo,--» X,„ se rédui-

raient à l'unité, et pour lequel 0, sera remplacé par ^^^"^- •-^^^'"O,. Donc

ou tout au moins 0, ne seraient pas les maxima supposés.

722. Soient F,, Fa,... les groupes partiels respectivement formés par

celles des substitutions de H qui n'altèrent que les indices des systèmes S,,

Sa....; F, le premier faisceau de F,; A,, B,...., A^, B^; A'^, B',,. ..;... les

doubles suites, et L, L',... les groupes auxiliaires correspondants, de de-

grés Tî-'^, 7:'^*'',..., qui concourent à la construction de F,; \ç^^2"•]r '^s in-

dices indépendants auxquels il faut rapporter F, pour le ramener à sa

forme type. Les substitutions de W ne déplaçant pas les systèmes, chacune

d'elles est un produit de substitutions partielles appartenant respectivemen»
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à r,, Ta, Soit ¥, le groupe formé par celles de ces substitutions par-

tielles qui appartiennent à T,. Chacune d'elles sera de la forme «î?^, «ï* étant

la substitution qui remplace chaque indice de F, par son correspondant de

la série suivante, et ^ une substitution qui ne déplace pas les séries. En

outre, les substitutions de ¥, seront toutes de la forme ^ ou résulteront

de la combinaison de substitutions de cette forme avec les puissances d'une

seule substitution V,=:^^3 , dans laquelle â divise v (557).

W, ne contient aucune substitution de la forme 'JÈ"^^. En effet, supposons

qu'il en contienne une, V,; et soient tl/, le groupe formé par celles des

substitutions de ¥, qui se réduisent à la forme ^, 9, le groupe formé par

les substitutions correspondantes de <ï>. Il est clair que ces groupes renfer-

, ième

meront respectivement la - partie des substitutions de ^\ et de 4>.

Gela posé, parmi les substitutions de ^ qui n'altèrent que les indices du

premier système, il en existe qui sont échangeables à toutes les substitu-

tions de W^ (721). Ces substitutions, rapportées aux indices '|,ç2---^r»

prendront la forme

3)
I

[l.h---]r \X.h---]r y

les quantités ag.t,... étant des entiers complexes (nous n'écrivons pas les

indices des autres systèmes, qui restent inaltérés). SoitT, une substitution

de cette forme qui soit échangeable à celles de ¥, : la substitution T^, qui

s'en déduit en remplaçant «ï,t.... par Xat^t^ , sera échangeable à celles de tj;,,

quelque valeur qu'on donne à l'entier complexe k\ car si l'on cherche à

vérifier cette échangeabililé pour T, et pour Ta, on trouvera les mêmes con-

ditions, sauf le facteur commun k. Mais V, transformera T^ en T^/, qui ne

se confondra avec T^t que si kP" ^^k, ce qui n'a lieu que pour/?^ des/?" sys-

tèmes de valeurs dont k est susceptible. Soient donc respectivement I et I'

les groupes formés par celles des substitutions de la forme (3) qui sont

échangeables aux substitutions de ^\ et à celles de 6,, ou, ce qui revient

au même, à celles de C> et de 9, : l'ordre de I étant désigne par 0, celui o'

de r sera au moins égal à op"-^. Or, soient ^,, s^,... les substitutions de I;

;,, /o»--- celles de ^, : celles de I' seront w, s^, w, 5o,...; z/o^,, M2^2»---;---t

o'
Ut, U2,... étant des substitutions en nombre — qui ne satisfassent à aucune

relation de la forme u^'= Ug,sr^ ('^Q). Cela posé, le groupe (I', ©,) contiendra

i o' à ^ , . .

'
. ,.

les — -O substitutions m, ^, , zv, /.,,...; u.,tf, u^t^^... ',..., qui sont toutes dis-

#
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linctei:; car, si l'on avait u^t^ = Ug^>t^f, on aurait w^'w»' = t^ç'; donc /C'Wa'

appartiendrait h $; mais cette substitution est de la forme (3), et pour

qu'une substitution de cette forme appartienne à $, il faut qu'elle appar-

tienne à I; on aurait donc u~' u^' = ^p, ce qui est inadmissible.

L'ordre du groupe (T, ç»,) serait donc au moins égal à/?''~^- 0, et par suite

au moins égal à 0; et le nombre correspondant à 0, et relatif à ce nouveau

groupe serait égal à —0,; il serait donc plus grand que 0,; donc ou

tout au moins 0, ne seraient pas les maxima supposés.

723. ^, ne contient aucune autre substitution que Vunité. Supposons, en

effet, qu'il en contienne une. Cette substitution ne peut appartenir au fais-

ceau (F,, A,, B,,..., A'j, B'j,...), dont toutes les substitutions ont leur ordre

premier à/? (562). Donc l'une au moins de ses corrélatives, la première

par exemple, différera de l'unité. Donc le groupe A, formé par les premières

corrélatives des substitutions de ¥,, contiendra des substitutions différentes

de l'unité. Soit

I

x„ y\ , . . a , ^, -+- c\ r, -+-...
, h\ x, + d^ /, +...,...

j

la forme générale de ces substitutions. Le groupe A étant isomorphe à U,

,

ces substitutions seront échangeables entre elles, et leurs ordres seront des

puissances de /?; ils seront donc premiers à n. On pourra donc ramener

simultanément toutes ces substitutions à la forme canonique monôme par

un changement d'indices convenable (176). Réunissons dans une même
série ceux des nouveaux indices que chacune des substitutions de A multi-

plie par un même facteur; des indices conjugués appartiendront à des séries

conjuguées, qui seront multipliées par des facteurs conjugués. En outre,

les substitutions de m\ ne déplaçant pas les séries, celles de A sont abé-

liennes propres. Chaque série aura donc sa conjointe, de telle sorte que

deux séries conjointes soient partout multipliées par des facteurs récipro-

ques. Groupons les indices en classes, en réunissant ensemble ceux qui

appartiennent à la même série, ou à des séries conjuguées ou conjointes.

Chaque classe contiendra un nombre pair d'indices.

Soient X l'un des nouveaux indices, qui soit altéré par quelqu'une des

substitutions V, V',... du groupe A; m, m',... les facteurs par lesquels ces

substitutions le multiplient;/?", /?*',... les ordres respectifs de ces substitu-

tions. On aura m''"^ w'^' ^ ... ^ i. Donc les moindres puissances de m.
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m',..., qui se réduisent à l'unité, auront respectivement pour degrés des

diviseurs de />*, />*',..., et, par suite, seront des puissances (\e p, telles que

p^,p^',.... Soit j3 le plus grand des exposants /5, j6',... : m sera une racine

primitive de la congruence m^si^i (mod.Tr); et m',..., qui satisfont éga-

lement à cette congruence, seront des puissances de m, telles que m^',

On aura donc V'=V^T',..., les substitutions T',... laissant invariable l'in-

dice X, et par suite ceux de la même classe.

724. Soient X,... les indices de la classe considérée; Y,... ceux des

autres classes; Cx,...; C, ,... les substitutions correspondantes. Les expo-

sants d'écbange des substitutions Cx,... avec les substitutions Cy,... seront

congrus à zéro (241). Prenons maintenant pour indices indépendants, à'

la place des indices imaginaires Xj..., un nombre égal d'indices réels m,,

V,,..., M^, v^, et, à la place de Y,..., d'autres indices réels «>, Les substi-

tions C,, (E),,..., correspondantes à w,, v,,..., étant dérivées de Cx...., ont

des exposants d'échange congrus à zéro avec les substitutions C,..., corres-

pondantes itv,..., et dérivées deC,,...; et quant à leurs exposants d'échange

mutuels, on pourra faire en sorte qu'ils soient tous congrus à zéro, sauf

(©,(©,),..., (8pa)p),..., qui seront congrus à r (232-234). Enfin, s'il y a

lieu de considérer le caractère de ces substitutions, on pourra faire en sorte

que G,, (D, aient le même caractère o ou r, et que©2»®2»--- aient pour carac-

tère o (258).

Soient maintenant ,x,,, ifi>,,... les substitutions correspondantes aux in-

dices originaires a?,, y,,..., et soient C,, D , E,... les substitutions for-

mées avec A,, B,,... de la même manière que G,, (ô,,... le sont avec =v,

,

tft),. .. ; les substitutions C,, D,,... seront échangeables à E,... et le seront

entre elles, sauf pour deux substitutions associées Cp, Dp, qui satisferont à

la relation C^'D^'CpDp = Ar'Br'A, B, = 5. De plus, si ^=2 et p^=3
(mod. 4)» C,, D,,... auront pour caractéristique une puissance de K-— i ou

de K-+ I, suivant que leurs correspondantes G,, CD,,... ont pour caractère o

ou J.

Cela posé, on pourra déterminer un système d'indices indépendants

[I, c^...Cr tels, que C,, D,,..., Ct, D^ prennent la forme

OÙ les facteurs a^, b^ se réduisent tous à Tunité, sauf le cas où C,, D, au-

raient pour caractéristique une puissance de K'-i-i, auquel cas a, et b^ se-

riiient égaux à y et « -i- jSy^''; j'^^oL^-h /5=^^— i (mod./))] (576).

71
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725. Le groupe ¥, résulte évidemment de la combinaison d'une substi-

tution \*^,, ayant pour corrélative V, avec le groupe 4^,, formé par les sub-

stitutions g'j,... du groupe Wf dont les cerrélalives T',... n'allèrent pas les

indices de la classe X,— Ces corrélatives étant échangeables à Sp, tDp, l'une

quelconque G', des substitutions de (]>! transformera Cp, Dp en /pCp, // Dp,

/p, /p' étant des substitutions de F,. Pour que ces transformées aient mêmes
caractéristiques que Cp, Dp, il faudra que/p,^' se réduisent à des^missances

de Ô. Soit par exemple /p = 6*; G\ a pour ordre une puissance de p, telle

quep'^l et l'on aura C^^=:G,'-p''CçQ'/=6'p''Cç. \)onc 0'''''e^i (mod.p), d'où

ep'^^io{moù.n), et enfin e = o. Donc s', est échangeable à (]p et à Dp, et

par suite se réduit à la forme

(4) [ll2.'-e]o 2^o^-':j[l>l^---ql

;580).les coefficients «^ étant indépendants de S,, ^a»*--

D'autre part, V étant permutable au groupe {e,, 6d, ,...), "^ le sera au

groupe (F,, C,, D,,...) et sera (580) le produit d'une substitution §, de la

forme

5) [^,^....£]o

'ij'.,-.

[/./•;...£]„

où les coefficients sont indépendants de s, par une substitution 5, de la

forme (4).

La substitution 'K\ et les substitutions de 6^ ont chacune pour ordre une

puissance de p. On peut supposer qu'il en est de même des facteurs par-

tiels s,, e,. Soit en effet 'Ç'f={§,ïBy=i : il viendra 6''' =^7'''', égalité

dont les deux membres sont des formes (4) et (5), et qui ne pourra sub-

sister que si tous deux se réduisent à une même substitution / du fais-

ceau F,. Soient e l'ordre de/, lequel est premier a p; e' un entier tel, que

e'p^^E£— I (mod. e); ^Q^ sera le produit des deux facteurs S,/'' ,/""'
*^i, qui

sont respectivement des formes (4) et (5) et dont les ordres, divisant/?'^,

seront des puissances de/?.

726. Cela posé, soient

de nouveaux indices indépendants, les coefficients /5;;J:
• étant indépendants
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de £ et de r. Les substitutions s,, e'^,..., rapportées à ces nouveaux indices,

ne changeront pas d'expression; quant à la substitution s,, elle prendra la

forme

[ll....ei ^ a';;l::; [/.^...£];

'l, l'.,

analogue, mais non identique à la forme (5), et il est clair qu'en choisis-

sant convenablement les nouveaux indices, on pourra faire en sorte que s,

soit réduite à sa forme canonique.

Remplaçons maintenant les indices [H, ^2---2]',. par de nouveaux indices

[l^^.-.eTr=^{^'J'[ll^--'gl

les coefficients p^ étant indépendants de ^,, Sa»-- et de r. La substitution s,

conservera sa forme canonique; et les substitutions G,, ^\,... prendront la

forme

m-..e]: ^«:;[^."H,...^]';

•
D'ailleurs, si l'on dirige le choix des nouveaux indices comme il est indiqué

au n° 184, ils seront de deux sortes; les uns, [S,^2---^]" » [H, |2...,e -+-•!]",...

que S,, G',,... remplacent par des fonctions linéaires les uns des autres; les

autres, f^i^o---. oj" [?i la--» e— i]" que ces substitutions accroissent

simplement de fonctions linéaires des précédents.

D'autre part, remplaçons pour plus de simplicité les indicateurs ^,, So,...

par un indicateur unique S. La substitution s, ayant actuellement sa forme

canonique, les indices [^s]". correspondant à un même système de valeurs

de £ et de r formeront un certain nombre de suites |^o£|" ,..., fg— i, £j";

[q{],..., ;... telles, que s, accroisse chaque indice de l'indice précédent de la

même suite, et laisse invariables les premiers indices de chaque suite; et si

l'on désigne par q le nombre des termes de la suite la plus longue, par /?^ la

moindre puissance de p égale ou supérieure à^, s, aura pour ordre p'" (159).

727. Cela posé, les substitutions de ^, en nombre p^^~*^^', qui n'allèrent

que ceux des indices l?£j^ cù ^ < ^ — i , £< e, ne peuvent appartenir à $,

car elles ne sont pas échangeables h la substitution '<\= g, G,, ni par suite à

la substitution <> du groupe W qui fait subir aux indices du premier système

l'altération "v?,, ni enfin à la substitution de qui a V> pour premier facteur

partiel. Mais elles sont échangeables aux substitutions "C^ , ^\,..-, et par

71-



564 LIVRE QUATRIÈME.

suite aux substitutions correspondantes de $, lesquelles forment un groupe

partiel, qui aura évidemment pour ordre Op~^. En les combinant à ce

groupe, on obtiendra un groupe dont l'ordre 0/>'^"*^^''~^ sera au moins égal

à (y— I étant au moins égal à &), et dans lequel 0, sera remplacé par
0,^w-'^*^. Donc 0, ou tout au moins 0,, ne seraient pas les maxima sup-

posés.

728. Remarque. — Le maximum /?", trouvé pour Vordre de 4>, ne peut

être atteint que si $ contient quelque substitution de .f , autre que V unité. En

effet, s'il en était autrement, on aurait = 1) =/>"• Mais, parmi les substi-

tutions de $, il en est d'écbangeables à toutes les substitutions de ^!', ou,

ce qui revient au même, à toutes celles de $. En les combinant à $, on ob-

tiendrait un nouveau groupe analogue à <î>, mais plus général. Donc />'* ne

serait pas le maximum possible de 0, comme cela a été démontré.

729. Théorème. — Le théorème A est vrai si i^et\^ sont primitifs, à con-

dition que le théorème B soit vrai.

Soient en effet/)" le degré des groupes 4^, L; i, F leurs premiers fais-

ceaux : F, contenant /?" substitutions échangeables entre elles, contiendra

quelque substitution de ê, autre que l'unité. Soit ^ une semblable substitu-

tion. Ses transformées par les substitutions de 4^, et en particulier par celles

de L, appartiendront à §. Mais ces transformées, combinées entre elles, re-

produisent F. Donc § contient F; mais ces faisceaux ont le même ordre;

donc ils se confondent.

Cela posé, s^q{ L résultent respectivement de la combinaison de F avec

deux groupes primaires 3 et 1 : 4^ contenant L, 5 contiendra I. Cela ne peut

avoir lieu, par hypothèse, que si 5 est pareil à I; mais alors ^ sera pareil

à L; le théorème A sera donc vérifié.

§ II. — Démonstratiojv du théorème B.

Cas où 4^ est décomposâtle.

730. Théorème. — Tout groupe T formé d'après la méthode des n"' 689-

693 est primaire et indécomposable.

Supposons pour plus de généralité que chaque série contienne plusieurs

indices. Si le théorème n'était- pas vrai, on pourrait trouver des systèmes
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(le fonctions des indices tels, que toute substitution de F remplaçât les fonc-

tions d'un même système par des fonctions de celles d'un même système.

Vun au moins de ces systèmes contiendrait une fonction dans laquelle n'en-

treraient que les indices d'une seule série. En effet, parmi les fonctions res-

pectivement contenues dans les divers systèmes, soit o l'une de celles dont

les indices sont empruntés au nombre minimum de séries, et, parmi ces der-

nières, l'une de celles qui contient le moins d'indices. Supposons qu'elle

contienne plusieurs séries. Soient çs^, !fi,... l'ensemble des termes de ç

qui contiennent respectivement les indices de la a-hi'""* série, de la

6-1- i'^*", etc. Soit enfin F le premier faisceau de F : ses substitutions, étant

opérées sur la fonction ç, la transforment en d'autres fonctions ç>', 9",... qui

n*en différent que parce que les indices y sont multipKés par des facteurs

constants.

Deux quelconques de ces fonctions, o', s", ne sauraient appartenir au

même système, à moins qu'elles ne soient équivalentes^ c'est-à-dire égales à

un facteur constant près : car s*il n'en était pas ainsi, on pourrait déter-

miner une fonction mo' -k-o'\ appartenant au même système, ne contenant

que les indices de 9, et où l'on pourrait profiter en outre de l'indétermi-

nation de m pour faire évanouir un coefficient sans que tous s'évanouissent.

La fonction 9 ne serait donc pas une de celles qui conti'ennent le moindre

nombre d'indices.

Cela posé, chaque substitution de F multipliant les indices de la première

série par un facteur constant m, et leurs conjugués par les facteurs conju-

gués, les transformées de 9 seront de la forme mf^^^^+ m^ çj-f-...; et pour

que deux semblables fonctions obtenues en posant successivement m^=my,
m = krriy soient équivalentes, il faut qu*on ait

liP'=hP'~... (mod.p), d'où A-/'*^= A-''-"=...=r.

D'ailleurs, si v est le nombre des séries, on a X'''~'^ 1, d'où enfin ^'"""'^1,

è étant le plus grand commun diviseur de 6— a, c— a,..., y. Cette relation

fournit, pour k^ p'' — ^ valeurs; les/?"— i transformées de 9 par les substi-

tutions de F sont donc équivalentes/?'^— i à/?^— i. Le nombre des trans-

formées non équivalentes sera donc ^ Appartenant à des systèmes dif-

férents, elles seront distinctes. Mais elles s'expriment par les fonctions 9^,

95,..., dont le nombre ne peut dépasser^» les entiers a, b,... appartenant



566 LIVRE QUATRIÈME.

tous à la suite a, a-hâ,..., a-h i^ — ijâ. On aurait donc

/>'— I _ V

relation absurde; ce qui démontre noire proposition.

731 . Cela posé, soit 9 = ©« une fonction ne contenant que les indices de

la a -h i"""^ série, et qui fasse partie d'un système 1. Les v fonctions con-

juguées qui dérivent de celle-là en y changeant l'imaginaire i en i^^ if',...

sont distinctes, car elles contiennent des indices différents. De plus, elles

font toutes partie du système I. En effet, soient X, Y,... les fonctions réelles

que contient ce système : 9 est une fonction ^X-f- *'Y-f-... de ces fonc-

tions : et ses conjuguées ^''X-f-5'^Y +... eu sont également des fonctions,

et par suite appartiennent à 1. Le système 1, et par suite chacun des autres,

contient donc au moins v fonctions distinctes : et /j.v étant le nombre total

des indices, il existera au plus (i systèmes.

732. Soient A,, B,, A2, Bo,...; A'^, B',, ...;... les doubles suites qui,

jointes à F, forment G, second faisceau de F. Ces substitutions permutent les

systèmes transitivement. Pour le démontrer, prenons pour indices indépen-

dants ceux qui ramènent A,, Ao,...; A\, ...;... à la forme canonique. Soient

(pa, ?'a,... les transformées de cpa par les substitutions de G;

vj;^ =:= m cp„ + m' 9'„ 4- . . . = ax + (3/ H- . .

.

celle des fonctions dérivées de celles-là où entrent le moindre nombre d'in-

dices œ, y,...: elle ne contiendra qu'un indice. En effet, supposons qu'elle

en contienne plusieurs x,y,...; la suite A,, Ao,...; A'j, ...;... contient une

substitution T qui multiplie oc, y par deux facteurs différents q et q'. Soient

^ait ?fli» 9'a les transformées de ^a* <?«» «pL»--- parT; la fonction

gi^a -
<\)ai = q{mOa + m'(^'^-{- ...) — (wcpa, -f- m'cp'^j -h...)z^{q — q')^y+ ...

contiendra moins d'indices que ^a- D'ailleurs elle est dérivée de ç^, <pl,...;

car ç^,, <p'„,,... font partie de cette suite: en effet, soit S la substitution

qui transforme çj^ en <p'„, par exemple; 9'^,, étant la transformée de 9^ par ST,

appartiendra à la suite 9^, 9I,. ..

Admettons donc que ^a ne contienne qu'un indice. Les substitutions B,,
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B,,...; B'j, ...;..., permutant transitivement les indices de la a 4-1'*"" série,

transformeront iia en pt, fonctions distinctes, contenant chacune un indice,

et dont chacune sera dérivée des fonctions o^, -p'^, Donc cette dernière

suite contient [x fonctions distinctes. Ces 11 fonctions appartiennent évidem-

ment aux systèmes que les substitutions de G permutent avec celui qui con-

tenait Oa- Les fonctions conjuguées formées avec les indices des autres séries

appartenant aussi à ces systèmes, ils contiendront /xv fonctions distinctes,

total égal au nombre des indices. Il ne peut donc exister d'autres systèmes,

formés de nouvelles fonctions.

Les systèmes cherchés contiendront tous le même nombre de fonctions dis-

tinctes. Car si l'un d'eux, Z,, en contenait plus qu'un autre, 2, il est clair

que la substitution de F qui remplace 21, par 2 aurait son déterminant

congru à zéro, ce qui est absurde.

733. Cela posé, si une substitution T de G ne déplace pas le système I,

elle n'en déplacera aucun. En effet, soient 2' un système quelconque; U une

substitution de G, qui le fasse succéder à 1 : U~'TU ne déplace pas le sys-

tème 2'; mais cette substitution est de la forme/T, /étant une substitution

de F. Or 9 étant une fonction des indices de la a -h i'^'"* série, il en est de

même de la fonction 9', appartenant à I', que U lui fait succéder: donc/
la multipliera, ainsi que 9, par un simple facttîur constant; donc elle ne

déplace pas I'; donc T ne le déplacera pas non plus.

On voit par là que les substitutions de F laissent les systèmes immobiles.

Si toutes les substitutions de G jouissaient de cette même propriété, il n'y

aurait qu'un système, et F serait indécomposable. Dans le cas contraire, les

doubles suites A,, B,,...; A\, B'j,...; A', B'^, ...;... pourront être partagées

en deux espèces : celles dont tous les termes jouissent de cette propriété;

celles pour lesquelles le contraire a lieu. Admettons, pour fixer les idées,

qu'il y ait trois doubles suites, dont la dernière appartienne seule à la pre-

mière espèce; et soit lui = if Ts.'"' n'"'"" le nombre des indices de chaque série.

Les indices se partagent également entre r^"''" classes, en groupant ensemble

ceux que les substitutions A', A',.... multiplient par le même facteur; on

en conclut, comme au numéro précédent, que des transformées de y^, ^â,...

par A", A2,... combinées entre elles on peut déduire une fonction ^a ne

contenant que les indices d'une seule classe. Les substitutions B'j, B*^,...,

permutant les classes entre elles, donneront de 'ba au moins tt"'" transfor-

mées distinctes. Donc les transformées de ©^ par A' , B' ,... fournissent au

moins vî"''" fonctions distinctes; leurs conjuguées sont également distinctes :
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donc 1, qui contient toutes ces fonctions, contient au moins vtt'"^" indices;

et le nombre des systèmes sera au plus égal à n'^7i'°'. Les substitutions de la

forme A''B^... A',"'BÎ'*'... étant en nombre tc-'^t:'^'^', supérieur à celui des

systèmes, deux au moins d'entre elles remplaceront le système 1 par un

même système 1'; en les combinant ensemble, on obtiendra une substitu-

tion T de la forme/A"'Bi''... A'^'B\^'... qui ne déplace pas le système I, ni,

par suite, aucun autre système; d'ailleurs l'un au moins des exposants a,,

j'S,,..., a'j, |3'j,..,, par exemple a,, différera de zéro. Cela posé, soient L, L',

L" les groupes auxiliaires respectivement correspondants aux doubles suites

A,, B,,...; A'j, B'j,...; A" , B", ,...; A le groupe formé par celles des substi-

tutions de L qui sont abéliennes propres; M le groupe formé par celles des

substitutions de r qui ont pour premières corrélatives les substitutions de A,

et dont les autres corrélatives se réduisent à l'unité. Ce groupe sera formé

par celles des substitutions de F qui sont échangeables, aux F près, à celles

de chacun des faisceaux (F, A\, B'^,...), (F, A", B" ,...); mais l'une au moins

U des substitutions de M ne sera pas échangeable, aux F près, à/A"'Bï'

En effet, soit $ le groupe formé par celles des substitutions du faisceau

(F, A,, B, ,..*.) qui sont échangeables, aux F près, à toutes les substitutions

de M. Le groupe $', transformé de $ par une substitution quelconque de F,

sera formé par celles des substitutions de (F, A,, B,,---) qui sont échan-

geables à celles de M', transformé de M, aux substitutions près du groupe F',

transformé de F. Mais les substitutions de F, étant permutables à F, ainsi

qu'à (F, A'i, B'j,...), (F, A' , B",...), le seront évidemment à M; donc

F' = F, M' = M, et par suite $' = ^. Donc $ est permutable aux substitu-

tions de F. Mais il contient évidemment F. S'il contenait/A"' Bf'..., il con-

tiendrait ses transformées par les substitutions de F, lesquelles, combinées

avec F, reproduisent tout le faisceau (F, A,, .Bm-..)- ^^ effet, soient

<vl.î' \ft>J' . . . = |^^, j,,... ûCf-^yt, yt-hât,...\ les substitutions respective-

ment correspondantes à celles de la forme /Ai' Bf' Si les transformées

de/A"'B^... par les substitutions de F, jointes aux F, ne reproduisaient

pas tout le faisceau (F, A,, B, ,...), les transformées de ^l-"'Dl)^... par les

substitutions de L ne reproduiraient pas tout le faisceau {A,, i)b,,---)- Le

faisceau dérivé de ces transformées ne serait donc pas transitif. Le groupe

(A-,, Dî,,,..., L), dont les substitutions lui sont permutables, ne serait pas

primitif (53), et L ne serait pas primaire, contrairement à notre con-

struction. Les substitutions de M seraient donc échangeables, aux F près,

à A,, B,,..., et le groupe A formé par leurs premières corrélatives ne con-

tiendrait d'autre substitution que l'unité : résultat absurde (592).
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Cela posé, la substitution T^MÎ"' TU appartiendra évidemment au fais-

ceau (Al, B,,...) et non au faisceau F. Or celles des substitutions de G qui

ne déplacent pas les systèmes sont transformées par toute substitution de T

en substitutions qui appartiennent à G et ne déplacent pas les systèmes;

elles forment donc un groupe permutable à toute substitution de T; ce

groupe, contenant T, contiendra T^MJ-'TU, et ses transformées par les

substitutions de F. Mais ces transformées, jointes aux substitutions de F,

lesquelles ne déplacent pas les systèmes, reproduisent tout le faisceau

(F, A,, B, ,...). Donc A,, B, ne déplacent pas ces systèmes, contrairement à

notre hypothèse : absurdité d'où résulte la vérité du théorème.

734. Problème. — Soit L un groupe résoluble primaire et décomposable.

On demande de déterminer des systèmes de fonctions des indices çi, g',... tels :

\° que toutes les fonctions linéairement formées de celles d'un même système

appartiennent également à ce système, et soient essentiellement distinctes de

celles qui dérivent des fonctions des autres systèmes; i^ que les fonctions de

chaque système dépendent linéairement d'un même nombre de fonctions dis-

tinctes; 3** que le nombre total de ces fonctions distinctes soit égal à celui des

indices; l\° que chaque substitution de L remplace lesfonctions d'un même sys-

tème par celles d'un même système.

Le groupe L étant formé d'après notre méthode (688-693), les indices

s'y répartissent en systèmes Zo, 2|,..., et L résulte de la combinaison d'un

groupe D, dont les substitutions permutent les systèmes d'un mouvement

d'ensemble, avec un groupe Fo dont les substitutions n'altèrent que les in-

dices du premier système. Cela posé, chacune des fonctions (p,... contenues

dans les nouveaux systèmes cherchés s, S',... est une fonction des indices

des systèmes anciens 1^, 2<,

735. Propositio>" I. — Lune au moins des fonctions ç?,... s'exprimera au

moyen des indices d'un seul des systèmes 2o» ^i »

Soit en effet o une de ces fonctions, choisie de telle sorte que le nombre m
des systèmes de la suite 2o» ^i.--- dont les indices figurent dans son expres-

sion soit minimum. Soit 9 = 9^+ 9*+ ?«-!-•••» ?«» ?*» ?c»--- étant des fonc-

tions partielles formées chacune avec les indices d'un seul de ces systèmes.

Soient 9, 0',... les transformées de o par celles des substitutions de L qui

altèrent une ou plusieurs des fonctions 9^, Çc»--- sans cependant déplacer

les systèmes correspondants If,, 2c>--- et sans altérer 9^; chaque substitu-

tion de L remplaçant les fonctions de chacun des systèmes s, s',... par celles

. 72
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(le Tuo tle ces systèmes^ chacune des fonctions (p, <p\... appartiendra à Tun

(le ces systèmes. D'ailleurs deux transformées non identiques cp' et 9" ne

peuvent appartenir au même système s'; car ce système contiendi^ait çi'— 9",

qui s'exprime au moyen des indices desm— r systèmes I^, 2^,...; m ne

serait donc pas le minimum supposé.

Cela posé, soient T/, le groupe analogue à T» formé par celles des substi-

tutions de L qui n'altèrent que les indices du système li,; F^, Gi son pre-

mier et son second faisceau. Soient v le nombre des séries de Ib, (i le nombre

d'indices de cbacune d'elles. Enfin désignons par ^ja» 'fèp»---
l^s fonctions

partielles formées par ceux des termes de 9^ qui contiennent respectivement

les indices de la a-+- 1""'"^ série, de la /3 + 1'^'"^, etc. Les diverses substitu-

tions de Gô n'altèrent pas 9^, 9^,..., et transforment 9^^ en une suite de

fonctions analogues 9ôa>9L'--- parmi lesquelles il en est p, de distinctes (732).

Les/!?"— I substitutions de F^ multipliant d'ailleurs ces fonctions par/?'— i

facteurs tous différents, la suite 9^»» «pL'--- contiendra au moins ij.{p' — i)

fonctions non identiques. A fortiori, la suite 9^ = 96a -+- 9*^ -t- • • • »

9'^ = 9'^^ -{- 9) 3 H- des transformées de 9^ par les substitutions de Gj

contiendra au moins ik{p'— i) fonctions non identiques.

On voit de même que les substitutions de G^ n'altèrent pas 9^, 90,... et

transforment 9^ en une suite de fonctions parmi lesquelles ix{p^ ~ i) au

moins ne sont pas identiques, etc. Donc la suite des transformées de 9 par

les substitutions de (G^, Gc,---) contiendra au moins [iJ.(p'— 1)]'""' fonc-

tions non identiques; ces fonctions, appartenant à des systèmes différents

ê, s',... seront distinctes : mais elles dépendent toutes de 9^ et des indices

de Ift, 2c>---» fonctions dont le nombre est i -f- (m — i) p.v. On aura donc

l'inégalité

[a(/>-'— i)]'"-'^! + (m— i)f/v,,

laquelle est absurde si /n>>i, à moins qu'on n'ait /?? = 2, u. — i , avec

p = 2, V = 2, ou avec /? ==; 3, v = 1

.

736. PCtudions ces cas d'exception, et d'abord celui où p = 2, v = 2.

Soient Xq, x, et Jo» J, les indices des deux systèmes 1^, 1, qui figtirent

dans l'expression de 9, et soit 9 = aœ^-h bx^-}- cyo-h dyt ; soit enfin g une

racine primitive de la congruence ^^^^i (mod. 2) ; L contient les substi-'

tutions

C =
I
Xo, a:,, r„, r,, . . . gxo, g'.r,, j„, y\, • • . |

.

L, =
I
^0, ^i, y\, ^1,. • . X», X,, gy\, g y\,' • . |,

Ci =
I

Xo, X^, 7*0, J^i, ... Xi, Xo, Te, J^i, . .
I

.
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Les transformées de 9 par les neuf substitutions dérivées de C, C forment

neuf fonctions non équivalentes, appartenant chacune à l'un des systèmes

cherchés s, s',.... Ne contenant d'ailleurs que quatre indices, elles ne peu-

vent être distinctes. Donc deux d'entre elles au moins appartiennent au

même système; et de leur combinaison on déduira une nouvelle fonction tp

appartenant à ce même système, et ne contenant plus que trois des indices

^0» ^o Jo» Jj- Soit par exemple '| = jS^, -h 7V0 -+- oV, . Les transformées

de (p par les six substitutions dérivées de C et de E fourniront six fonctions

non équivalentes, des trois quantités x^, ^o.VJo + ^/i- Ces fonctions ne

peuvent donc être distinctes; donc deux au moins d'entre elles appartiennent

à un même système §. Leur différence appartient à ce système et ne con-

tient que les indices de 2o« Donc m = 2 n'était pas le minimum supposé.

737. Soit maintenant /? = 3, v^i. Soieni ce, r,... les divers indices;

L s'obtiendra en combinant les substitutions

C= \a:,x,-'- —x,r,..-\, C = \x,r,-.' j:, — j,. .. |,. .. (mod.3)

avec un groupe D, dont les substitutions permutent les indices x, y,

J^a fonction 9, étant, par hypothèse, une fonction des indices x, y de

deux systèmes seulement, sera égale, sauf un facteur constant qui est indif-

férent, à x±y. Cette fonction et sa transformée par C, 9' = x q= j, appar-

tiendront à deux systèmes différents de la suite s, s',...; car si s les conte-

nait toutes deux, il contiendrait 9 — 9', qui ne renferme qu'uû seul indice;

m = 2 ne serait donc pas le minimum supposé.

Soit T une substitution de D qui remplace x par r; elle remplacera y
par X. Car supposons qu'elle remplace y par z, 2 par u,..., v par x\ elle

permutera circulairement les fonctions x — j, y — z, z — u,..., v — x.

Soient §0» §<»••• ceux des systèmes de la suite s, §',... auxquels appar-

tiennent ces fonctions; Sr le premier des systèmes de cette suite qui se con-

fonde avec So- Les systèmes So» Si.---» ^r-t seront tous différents : car si l'on

avait êa = B^, les substitutions T* et T^ remplaceraient §0 par un même sys-

tème §«; T^~" laisserait donc So invariable; on aurait donc §^^ = §0» contre

l'hypothèse, p — a étant <r. 11 est évident d'ailleurs qu'à partir de §,. on

retombera périodiquement sur les mêmes systèmes.

On aura nécessairement r= i : car dans le cas contraire, celles des fonc-

tions de la suite x — y,y — z,... qui appartiennent à un même système,

n'étant pas conligués, sont_ formées d'indices différents et par suite dis-

tinctes. D'ailleurs les fonctions de systèmes différents sont distinctes : donc

73.
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toutes ces fonctions seraient distinctes : résultat absurde, car leur somme
est nulle.

Les fonctions a; — y, y — z, z — m,... appartiennent donc au système s,,.

Leurs transformées oc-hy, —y — z, z — u,... par C appartiennent à un

même système; résultat absurde; car z — u appartient à So. et x -f-j ne lui

appartient pas.

Donc T remplace/ para;, comme nous l'avons annoncé.

738. Cela posé, soient x' un autre indice quelconque, U' une substitution

de D qui remplace x par x' et y par un autre indice y' : elle remplace x -\-y

et X —y par x'-^y' et x'—y', lesquelles fonctions appartiendront chacune

à l'un des systèmes s, s',... et non au même. Donc parmi les quatre fonc-

tions ci-dessus deux au plus pourront appartenir au même système, et ces

deux fonctions différeront au moins par un de leurs indices. Donc les quatre

fonctions sont distinctes : donc j' diffère de x et de j.

Toule substitution de D qui remplace x par x' ou y' remplace/ pai'
j'

ou x'. Car s'il existait une substitution V remplaçant x, y par x' ,
y", elle

remplacerait x -\- y et x—y par ic'+ j" et x' — y", qui appartiendraient à

deux systèmes différents. Comparons maintenant les quatre fonctions

x'±y'y x'±y" : si deux d'entre elles appartiennent au même système, efles

différeront par un indice au moins; ces quatre fonctions sont donc dis-

tinctes; résultat absurde, car elles ne dépendent que de trois indices.

Soient x" un autre indice, {]" une substitution qui remplace x, y par x'\

y"; y" différera, comme on vient de le voir, de x,y, x', y'-, et toute substi-

tution de D qui remplace x par x" ou y" remplacera/ par j" ou x" . Con-

tinuant ainsi, on voit qu'on peut grouper les indices deux à deux en hyper-

syslèmes x, y; x'
, y';... tels, que chaque substitution de D remplace les

indices d'un hypersystème par ceux d'un même hypersystème. Mais cela

est inadmissible : car on a déjà p = 3, v = i; et cette combinaison d'hypo-

thèses nous ferait rentrer dans l'un des cas exclus (702).

739. Soit donc tp, une fonction dont l'expression ne contienne que les

indices d'un seul des systèmes 2o. ^n---. ceux de lo par exemple; et soit s

celui des systèmes cherchés qui contient o,; on aura la proposition sui-

vante :

Proposition II. — Toute fonction formée avec les indices de 2„ seia l'une

des fonctions de é.

En effet, les fonctions communes à 2o <^t à s dérivent d'un certain nombre
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de fonctions ç^i,..., 'p„. Si ces fonctions sont en nombre égal aux indices

• de lo, la proposition est démontrée. Dans le cas contraire, le groupe T^

étant primaire, l'une de ses substitutions T remplacerait 9, par une fonc-

tion çi'j distincte des précédentes. Les fonctions 9',,..., o'„ par lesquelles T

remplace 9,,..., fn sont distinctes entre elles; de plus elles appartiennent

au système s' que T fait succéder à s, lequel diffère de s puisque o\ n'ap-

partient pas à s. Donc les fonctions o^,..., ç;„, (p\,..., o', sont distinctes.

D'ailleurs è' ne contient aucune fonction dérivée des indices de 2o, sauf

o'j,..., z>'„ et leurs dérivées : car s'il en contenait une 9'„^,, S, que T"' fait

succéder à §', contiendrait sa transformée 9„+, par T~', laquelle serait dis-

tincte de 9,,..., ç;«.

Si lo contient plus de 2/2 indices, F^ contiendra une autre substitution U
qui remplace 9,,.-., o„ par d'autres fonctions o\,..., 9^, distinctes entre

elles, distinctes des précédentes, et appartenant à un nouveau système s".

Continuant ainsi, on voit que le nombre des indices de 1q est un multiple

de n, tel que mn, et qu'on peut déterminer m systèmes s, s',... ayant cha-

cun n fonctions distinctes communes avec Iq. Toutes les fonctions des in-

<lices de 1q pouvant évidemment résulter de la combinaison de ces mn fonc-

tions, aucune d'elles ne pourra appartenir à un système autre que les m
précédents.

Cela posé, soit V une substitution quelconque de T^. Ne déplaçant pas le

système !«, elle permutera ensemble les systèmes s, s',... qui ont avec lui

tles fonctions communes. Si elle remplace par exemple § par s\ elle rem-

placera les fonctions 9,,..., (p„ communes à 2o et à s par des fonctions com-

munes Si lo eia s', c'est-à-dire par des fonctions linéaires de 9',,..., 9'„- Le

groupe Te serait donc décomposable, ce qui ne peut être (730),

740. La solution du problème proposé est maintenant facile. Soient T

une substitution quelconque de D; 1, et s' les systèmes qu'elle fait respec-

tivement succéder à le et à a : les indices de 2, et leurs fonctions linéaires

appartiendront à ê'. Donc chacun des systèmes s, §',... est formé par les

indices d'un ou de plusieurs des systèmes 2», 2,,.,. (joints aux fonctions

qui en dérivent linéairement).

Si s ne contient que les indices d'un seul système lo, chacun des sys-

tèmes §, s'y.,, sera de même formé par les indices de l'un des systèmes I„,

2,, Supposons au contraire que è contienne les indices de plusieurs des

systèmes 2o, li, Admettons, pour fixer les idées, que le groupe D dont

les substitutions permutent entre eux les X systèmes 2^, 2,,... coiTesponde
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à la décomposition l = qq'q"..., et soient A, A', A",... les groupes partiels

de la combinaison desquels il est formé. Supposons enfin que dans la suite

des groupes (A, A', A",...), (A', A",...), (A",...),... le groupe (A', A",...) soit

le dernier qui jouisse de la propriété de déplacer tous les systèmes dont les

indices sont contenus dans s. Soient 2,, l'un de ces systèmes; I,,»«-» ^«i

ceux que les substitutions de (A",...) permutent avec lui; les indices de

tous ces systèmes sont contenus dans s. En effet s contient, par hypothèse,

les indices d'un système 2' que les substitutions de (A",...) ne déplacent

pas: donc ces substitutions ne déplacent pas s; donc les indices des sys-

tèmes 1, ,,..., 2„,, qu'elles font succéder à ceux de 2,,, qui sont contenus

dans s, le seront également.

Cela posé, considérons celles des substitutions du groupe (A', A",...) qui

ne déplacent pas S; elles permutent l'hypersystème S^ formé des systèmes

2, ,'•••» ^n\ avec d'autres hypersyslèmes analogues. S,, So,..., Sa dont tous

les indices seront contenus dans s. Si parmi les systèmes que ce groupe dé-

place il en existe un 2,2 dont les indices ne soient pas contenus dans S, la

substitution T du groupe (A', A",...) qui le fait succéder à 2,, fera succéder

à S,,..., Sa des hypersystèmes S'j,..., S'„, différents des précédents (car

leurs indices appartiennent au système §,' que T fait succéder à s). S'il existe

encore quelque autre système 2,3 que (A', A",...) déplace, ses indices ne

pourront appartenir à s'; car ceux du système auquel T le fait succéder ap-

partiendraient à s, ce qui ne peut être, ce système n'étant pas contenu dans

la suite S,,..., Sa- Cela posé, soit U la substitution de (A', A",...) qui fait

succéder 2,3 à 2,,; elle fera succéder à S,,..., S» des hypersystèmes S" ,...,

S'I dont les indices appartiennent à un nouveau système s". Continuant ainsi,

on voit qu'on peut grouper les hypersystèmes que (A', A",...) permute entre

eux en classes, formées chacune de a hypersystèmes. Les hypersystèmes

d'une même classe jouiront d'ailleurs de la propriété d'être remplacés par

ceux d'une même classe dans toutes les substitutions de A'. Car si une de

ces substitutions fait succéder S',, par exemple, à S,, elle fait succéder s'

à s, et par suite la classe d'hypersystèmes que contient s' à celle que con-

tient S. Ce résultat est inadmissible. A' permutant primitivement les hyper-

systèmes, par construction.

Donc les hypersystèmes S,, Sa,..., S» sont les seuls que A' permuie entre

eux : donc s est formé par l'ensemble des fonctions linéaires des indices

qu'altèrent les substitutions du groupe (A', A",..., T^).

741 . Théorème. — Le théorème B est vrai, si i^ est décomposable.
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Supposons en effet que L fût contenu dans 4^. Ce dernier groupe résulte

de la combinaison de deux autres; l'un cD dont les substitutions permutent

les systèmes; l'autre Ç^, dont les substitutions n'altèrent que les indices du

premier système. Chaque substitution de -Ç^, et par suite chaque substitution

de L, fait succéder à l'ensemble des fonctions linéaires des indices de chaque

système l'ensemble des fonctions linéaires des indices d'un même système.

Soient d'autre part D = (A, A', A",...) et T^ les deux groupes dont la com-
binaison forme L, supposé décompobable pour plus de généralité. Nous
avons vu, en résolvant le problème précédent, quelles sont les diverses ma-

nières de déterminer des systèmes de fonctions jouissant de la propriété ci-

dessus. Quel que soit celui de ces modes de détermination que l'on adopte,

L sera toujours dérivé de deux groupes partiels, dont l'un, qui sera par

exemple (A', A",..., To), n'altère que les fonctions du premier système,

tandis que l'autre, A, permute les systèmes entre eux.

Il est clair que (ô et Ç^ contiendront respectivement A et (A', A",..., To].

Mais cela ne peut avoir lieu que si ces groupes sont respectivement pareils;

car ils sont de degrés moindres que >1, et les théorèmes A et B leur seront

applicables, par hypothèse. Mais alors ^ et L seront eux-mêmes pareils;

donc le théorème B sera vrai.

Cas où ^ est indécomposable.

742. Définition. — Soit L un groupe résoluble décomposable, contenu ou

non dans le groupe abélien (dans l'un des groupes hypoabéiiens), et con-

struit par notre méthode, à l'aide de deux groupes D et Tq, ce dernier étant

indécomposable. Soient F^ le premier faisceau de Y^-, Fo, Fi,... ses trans-

formés par les substitutions de D. Le faisceau (Fo, F,,...) sera dit le premier

faisceau de L.

Si L était un groupe complexe, résultant de la fusion de groupes pri-

maires L', L",... (712), on considérerait son premier faisceau comme formé

de la combinaison des premiers faisceaux de L', L",

743. Théorème. — Un groupe primaire L ne peut être contenu dans uh

groupe primaire et indécomposable i^ que si son premierfaisceau F contient ,?,

premierfaisceau de 4^.

La démonstration est fondée sur le lemme suivant :

Lt.mme L — Soient C, E deux substitutions quelconques de L; C~' E~* CE
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sera échangeable aux suhslitulions de i. En effet, C et E appartenant à L, et

par suite à 4^, seront de la forme ^ \y ^ étant la substitution qui remplace

chaque indice de ^par son conjugué de la série suivante, et ^ une substi-

tution qui ne déplace pas les séries (555); C~' E~*CE ne déplaçant pas les

séries, sera échangeable aux substitutions de ^.

Si C est échangeable aux substitutions de .f, C~' et par suite E~' CE le

seront.

744. Cela posé, admettons que les indices de L forment X systèmes, con-

tenant chacun v séries, contenant chacune (x indices. Soient D, T» les deux

groupes dontL est dérivé; Fo le premier faisceau de r»; Fo, F,,..., ses trans-

formés par les substitutions de D; F= (?'o» Fi»-«-) le premier faisceau de L.

Soit enfin ^ une racine primitive de la congruence ^^ ~'^ i {mod.p) : F, con-

tiendra la substitution g^, qui multiplie par gP' les indices de la r+ 1'^'"* sé-

rie du ^ + i'^'"^ système, sans altérer les indices des autres systèmes.

745. Le.mme II. — Toute substitution o appartenant à i remplacera chacun

des indices de L par une fonction de ceux de la même série.

Soit d^abord X>-i. D contient une substitution d qui fait succéder le

g_i^^ième syst^jy^e au ^ + 1 '^'"^
. Si l'on pose C = ^j, E = c?, il viendra

C~' E"*CE = ^7'^j. Cette substitution multiplie les indices de la r+ i'^'"^

série du ^-f-
1'^'"^ système par g~P\ ceux de la p -f-

1"^'"' série du t-\- i""'"^ sys-

tème par gP^ et laisse invariables les indices des autres systèmes. La substitu-

tion o, qui lui est échangeable, remplace chaque indice par une fonction de

ceux-là seulement que gj^ gt multiplie par un même facteur. Or les facteurs

des formes g~P' et g^^ diffèrent de l'unité, et sont en général différents. Car

si l'on avait g^^^^gP'' [mod.p), on en déduirait g'^^"'''^^!, relation absurde,

p^ — p"^ étant </?"'—!. Si d'autre part on avait g~^' ^^ gP\ on en déduirait

gp'cy'^""-*-*)^
I (mod./?), d'où /;?"''+ i e^o (mod.y?''— r). Cette relation est

impossible en général ; car p et r étant < v, /?p~'"h- i sera <ip'— i , à moins

qu'on n'ait à la fois p=^ i, v = 2, p— r=i, ou/? = 3, v=i, /s — r = o.

[On a/>''> 2 (555)]. Laissant provisoirement de côté ces deux cas d'excep-

tion, il est donc établi en général que 9 remplace les indices d'une série

quelconque du /H- i'^'"^ système par une fonction de ces seuls indices. Le

lemme est donc démontré.

Il serait encore vrai, même dans les cas d'exception que nous avons si-

gnalés, si l'on avait ). > 2. Car nous avons établi que o remplace les indices
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de chaque série du t-h i'''"" système par des fonctions qui ne peuvent con-

tenir que les indices de cette série, et ceux du 54- i"''"^ système. On verrait

de même que ces fonctions ne peuvent contenir, avec les indices de la série

considérée, que ceux du s'-\- i'^""* système, s' étant différent de s et de /.

Donc ces fonctions ne peuvent contenir que les indices de la série considérée.

746. Soit maintenant ) == i. Ce cas se subdivise en trois autres : 1° celui

où V = I , dans lequel le lemme devient évident ;
2° celui où v= 2, que nous

réserverons; 3" celui où v> 2, que nous allons traiter.

Les substitutions de L sont de la forme P^Q, Q étant une substitution qui

ne déplace pas les séries, et P la substitution qui remplace chaque indice

par son conjugué de la série suivante (555); d'ailleurs, parmi les substi-

tutions de L, il en est toujours une S dans laquelle on ait c = 2. En effet,

si [j. était égal à f, L contiendrait la substitution P et son carré P*. Soit au

contraire iui>> i : chacun des groupes auxiliaires qui servent à construire L

contient la substitution qui multiplie tous les indices par/?, et les exposants

d'échange par/?^. Ces substitutions, associées ensemble, seront les corréla-

tives d'une substitution de L, laquelle sera de la forme P-Q. Posons C= ^o»

E = S; C~' E~* CE = C'^~' sera échangeable à 9. Donc tp remplace les indices

de la r-h 1'^'"* série, que C/'"' multiplie par ^'^'~'"^, par des fonctions des

indices que cette substitution multiplie par le même facteur. Or un indice

appartenant à une autre série, telle que la p-h 1"^'"*, ne peut être multiplié

par le même facteur : car si l'on avait

g(p^-i)p'-^g(P^-')pf (mod.p),

on aurait

{p-— i]p'^(p-— i)p^, d'où {p-— i){pf-''— 1)^0 {mod.p"— i),

relation absurde : car si — r<v— i, {p^ — 0(/'^~'^~" ^^'"^ ^P'~ '-

et si |3 — /• = V — I , on aura

iP^— 0(p'~' — i)^~p'-' — p--h p + i {mod.p— i),

congruence dont le second membre est négatif et <Cp^— i.

747. La démonstration du théorème proposé est maintenant facile. Sup-

posons, pour plus de généralité, /jl> i, et soient A,, B,,..., A',, B'i,... les

doubles suites qui, combinées à Fq, reproduisent Go, second faisceau de Tq.

: 73

tÉP*
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Ce groupe contient au moins une substitution S qui ne soit pas échangeable

à A, aux Fo près. Posons C = A,, E = S. La substitution C~' E"' CE sera de

la r)rme/A"'BJ'..., /étant une substitution de Fo, et a,, p n'étant pas

tous nuls. Les transformées de cette substitution, combinées entre elles,

fournissent une substitution de la forme /Aj'Bi'..., (juels que soient'/,,

c?, ,...; car ces transformées, jointes aux substitutions de Fo qui leur sont

écbangeables, doivent reproduire tout le faisceau (Fo, A,, B,,...) (733).

Cela posé, «p est le produit de substitutions partielles <po» 9i»--» altérant

respectivement les indices du premier système, du second, etc. D'ailleurs ç;,

et par suite «po» <^st échangeable à C~' E~' CE et à ses transformées des formes

/Aj'Bj',..,... (743). De même, ^o sera échangeable à des substitutions de

la forme /A'J' B',^'..., quels que soient y',, o\,... (733).

Supposons les indices indépendants choisis de manière à ramener simul-

tanément à la forme canonique les substitutions des formes/A,,..., /A',,...

auxquelles Ço ^st échangeable. Soient a-, x' deux indices quelconques d'une

même série. L'une au moins des substitutions/A,,..., /A',,... les multi-

pliera par un facteur constant différent. Donc la fonction par laquelle Ço

lemplace x ne contient pas x' . Donc çjo multiplie chaque indice par un fac-

teur constant. Pour que ç)o soit échangeable à une substitution de chacune

des formes/B|,...,/B'j,..., il faudra en outre que ce facteur soit le même
pour tous les indices d'une même série. Donc Ço appartiendra à Fo*, de

même o, appartiendra à F,; etc. Enfin ç = ^o 'fi • • • appartiendra à

F = (Fo>,,...).

748. Passons à l'examen des cas réservés. Soit d'abord >. — i, v = 2; et

supposons ]u.>> I pour plus de généralité. Soient x, x',... les indices de la

première série, x^, x\,... leurs conjugués. On voit, comme au numéro pré-

cédent, que la fonction que o fait succéder à ^ ne contient aucun des autres

indices x ,... de la première série. On voit de même que cette fonction ne

peut contenir qu'un seul des indices de la seconde série. Soit a;', cet indice;

il est clair que la fonction par laquelle 9 remplace x\ ne contiendra de

même que x et x\ . On aura donc

o ^=1
\
X,. .

.
, x\,. . . Ix -\- m x\, . .

.
, l' X + m' x\, . . . \.

La substitution ^„, définie comme au n" 744, appartient à F, et par suite

à 4^. Elle est donc permutable à ^. La substitution gô^fgo appartiendra

donc à #, et sera par suite échangeable à 9, ce qui donne les relations de
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condition .

'

g'-p l'nt^f^p-* Tm, d'où {g^^P-'^ — i) t' ni^o (mod.p,

(g'-p — i)m(l-m']= o, igP-'—i)l'{l-m'}^o {mod.p).

Mais 2 (/?— I )</?-— i; donc g-'P-*^ — i> o; on a donc

l'm= m l—m')= l'{l— m')= o.

L'une au moins des quantités /', m est donc nulle. Soit par exemple I'^eo.

Si m n'était pas nul, on aurait l^m\ et ç; aurait pour ordre un multiple

de p. Mais J ne peul contenir aucune semblable substitution (562).

Donc l'^^m^o. Donc 9 multiplie cbaque indice par un facteur con-

stant; et l'on peut acbever la démonstration comme au numéro précédent.

749. Soit maintenant X = 2, avec p = 2, v = 2 ou p = 3, -j = 3. Suppo-

sons d'abord a >> i . Le raisonnement du n" 745 montre que cbaque indice x
du premier système doit être remplacé dans 9 par une fonction à, ne con-

tenant que les indices x, x' ,... de la même série, et ceux r, j',... d'une

autre série, appartenant au second système. On voit ensuite, comme au

n° 747, que la fonction ^ ne contiendra pas a?', Enfin, les transformées

des substitutions des formes/A,,..., /A'^,..., auxquelles ç> est échangeable,

par la substitution qui permute les deux systèmes sont échangeables à 9 :

d'ailleurs elles n'allèrent pas x, et multiplient^, j',... par des facteurs

constants. Deux indices différents de la suite y, j^'',... seront multipliés par

un facteur différent dans l'une au moins de ces substitutions. Donc la suite

contiendra tout au plus un indice j qu'aucune de ces substitutions n'altère,

et qui par suite puisse figurer dans la fonction ^. Soit donc 'l =^ mx -\- ny

,

Le groupe F, formé par les substitutions de L qui n'altèrent que les in-

dices y, y',... contient évidemment une substitution S qui ne multiplie

pas j par un simple facteur constant; soient Y, Y',... les fonctions qu'elle

fait succéder a y, y',...: et soit j = aY 4- a'
Y'

-h.... La substitution S^'oS

remplace x par mx-hn(ay -+- a'y' -h ...); mais, faisant partie de J, elle

doit remplacer x par une fonction de x et y seulement. D'ailleurs Y ne se

réduisant pas k yj à un facteur constant près, ce.',... ne peuvent s'annuler à

la fois : donc n^o. Le lemme II se trouve ainsi vérifié, et l'on peut achever

la démonstration comme précédemment.

750. Soit 1^=2, p = 2, V = 2, /x= I. On a quatre indices x, x, ; y, y,

formant quatre séries et deux svstèmes. D'après le n° 745, o sera de la

73.
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forme

<p = j
jc, . . . , ji /J^ -4- nij\,. . . ,

/' jc -h m'f,
1

,

t't l'on verra, comme au n° 748, que m et /' s'annulent.

Enfin le cas où X = 2, /) = 3, v = i, /jl = i est exclu (702).

751 . Théorème. — Le théorème B est vrai, si ^esl indécomposable.

Choisissons les indices de manière à ramener L à la forme type, et sup-

posons qu'ils se répartissent entre X' systèmes, contenant chacun v' séries,

contenant chacune [l' =^ Tf n"^ . . . indices : L résultera de la combinaison

d'un groupe D dont les substitutions permutent les systèmes avec un groupe

r„ dont les substitutions n'altèrent que les indices du premier système.

Soient^', S, 5',... des racines primitives des congruences

^'p'-'^i, 6'=^i, ô'^'^i,... (mod./>),
^)

^0' ^0. ^o"- '^s substitutions qui multiplient respectivement par g'P\ 5''',

5'''^... les indices de la / -h i"^'"^ série du premier système, en laissant inva-

riables ceux des autres systèmes. Le premier faisceau de r», Fo, sera formé

des puissances de g\; son second faisceau Go s'obtiendra en combinant à F„

certaines doubles suites A,, B ,,...; M^, B'j,...; Soient ^'(,, Fo, g\y F,,...

les transformés de g'^, F^, par les substitutions de D; le premier faisceau

de L, F=:(Fo, F,,...) aura ses substitutions de la forme g'^,^" g'
i^'

• - > t^t

l'ordre de chacune d'elles divisera p'' — i.

D'autre part, si Ton supposait les indices choisis de manière à ramener ^
à sa forme type, ils ne formeraient qu'un système; soient v le nombre de

ses séries, [i = zs'' ts"'' . . . le nombre des indices de chaque série. Soient^,

^, y ,...,]' des racines primitives des congruences

Désignons également par g, ^, Sr',...,y les substitutions qui multiplient les

indices de la r-t- i"^'"^ série par gP\ ^''^ ^'p\..., j''\ Le premier faisceau

de J^, i, est formé des puissances de g; son second faisceau Ç s'obtiendra

en joignant à i certaines doubles suites .L,, ift),,...; d/,, i)l,', ,...;.... Enfin les

substitutions de 4^ seront de la forme ^P;^, ^$ étant la substitution qui rem-

place chaque série par la suivante, et ^ une substitution qui ne déplace

plus les séries.
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752. Proposition I. — L'ordre © d'un groupe 5 contenu dans S^et dont

les substitutions sont échangeables entre elles, ne peut dépasser it^^ (p' — i).

En effet, supposons, pour plus de généralité, que 5 contienne quelque

substitution qui déplace les séries; il résultera de la combinaison d'une

semblable substitution ^^" ^, où o est un diviseur de v, avec le groupe H
formé par celles de ses substitutions qui ne déplacent plus les séries f557);

et l'on aura (ÏD = ? û, O étant l'ordre da H.
o

Le groupe I formé par les premières corrélatives des substitutions de H
est isomorphe à H. Soit son ordre; on aura 12 = Où,, iî, étant l'ordre du

groupe H, formé par celles des substitutions de H dont les premières corré-

latives se réduisent à l'unité. Ces substitutions sont de la forme -_i"'\»î.î'... è,

G étant une substitution qui ne déplace pas les séries, et soit échangeable

à aV,, ift),, Celles de ces substitutions, i, t,, Po».-- qui se réduisent à la

forme G forment un groupe H': soit £}' son ordre. Soient d'autre part

U = .A."'u^'... G une substitution quelconque de H, : ce groupe contiendra

évidemment û' substitutions, U, Ug,, UGo,... dans lesquelles a,, ^S,,... ont

les mêmes valeurs que dans U. On aura donc i2,= ojO', w étant le nombre

des systèmes de valeurs que peuvent prendre a,, ]5,,... dans les substitu-

tions de H,.

Soit 0' l'ordre du groupe V formé par les secondes corrélatives des sub-

stitutions de H'; on aura de mêmeÛ'=0'12'j, iï, étant l'ordre du groupe H',

formé par celles des substitutions de H' qui ont pour seconde corrélative

l'unité. Ces substitutions seront de la forme d,',*' dî>',^'... G', G' étant une

substitution qui ne déplace pas les séries, et soit échanojeable à -x,, ni),,...,

,Cj, ui,'i,...; et l'on aura iï\ = w'û", w' étant le nombre de systèmes de va-

leurs que prennent a',, jS'j,... dans les substitutions de H',, et Q." l'ordre du

groupe H" formé par celles des substitutions de H' qui se réduisent à la

forme G'.

Poursuivant ainsi, il viendra

o

0-'^ étant l'ordre du groupe H'"^ formé par celles des substitutions de H qui

sont échangeables à A,,, ift,,,...; x\, tji,',,...;.... Ce dernier groupe est évi-

demment contenu dans P, et ses substitutions, étant échangeables -à ^ ^, se

réduiront aux puissances de gp^-K Soit g p'-' la moindre puissance de celle
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substitulion qui appartienne à H^'^'. On aura évidemment 0''^' = ^-C—

;

et tO"^' atteindra son maximum o"— i en posant d= i, â = v.

D'autre part, les substitutions U,... étant échangeables à toutes celles

de H, les substitutions correspondantes

«^'6^'. . . =
I
X,, y,,. . . ar, -f- a,, j, -f- (3,,. . . |, . . .

le seront évidemment aux substitutions de I

I

X,, ri, • • • a\x, + c\ ji + •

.'

. , ^', X, -+ d\ y, -h ...... .
|

corrélatives de celles de H. Ces deux sortes de substitutions réunies ensemble

formeront un groupe de substitutions échangeables entre elles contenu dans

le groupe résoluble et primitif de degré zs-'' qui résulte de la combinaison

dessubstitulionsa,,è,,---avecle groupe auxiliaire qui correspond à la double

suite rV,, 1)1),, Son ordre Ow ne pourra par suite dépasser 7^-\ On aura

.de même 0'w' = w'-^', etc., d'où (ê^r:;''^"'' ... {p' — i) = u.^p' - i).

753. Si les substitutions de 5 n étaient échangeables entre elles quaux -i

prés, mais qu elles fussent échangeables à celles de rj, on trouverait de même

e = 0« O'o)'... 0^'^) = [x- [p'- i).

754. Proposition II. — L ne peut être décomposable.

Supposons en effet >/ > i . Le groupe dérivé des substitutions F», A,,...,

Aj, A'j,... et de leurs transformées par les substitutions de D a évidemment

pour ordre (J.''' {p' — i)'', et ses substitutions sont échangeables entre elles.

Étant contenu dans L, il le sera dans ^: d'où la relation (752)

D'ailleurs on a X'p/v' = ay, chacun de ces deux nombres exprimant le

nombre des indices. D'autre part, la substitution g est contenue da-ns ^ et

par suite dans F; donc son ordre/?''— i divisera p' — i (751); donc v di-

vise v'. Soit v' — ^v, d'où ]U!, = ^-X'p/ : il viendra

relation évidemment absurde, sauf pour de très-petites valeurs de k, /', //'.

En faisant quelques essais et remarquant d'ailleurs que/?'— r doit êlre

> I (555) et divisible par tous les facteurs premiers de (x, on trouvera que
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( elle relation n'est possible que dans les quatre cas suivants :

1° el 2"

3°

4°

/' = 2, /t = 1 , p' =: 3 OU 5 ;

X' = 3, h = i, p' = 4» .i^' = • ;

À' := 4» /(= I
, p' ^3, a' = I .

755. Considérons d'abord le troisième cas : L et ^ ont respectivement

pour ordre 1.2. 3 (2. 3)^ et 3.3^(3-— 1) (3'*— 3). Donc l'ordre de L ne divise

pas celui de 4^; donc L ne peut être contenu dans 4^.

Dans le quatrième cas, L a pour ordre 1 .2.3.4(2.3}^ Quant à 4^, sou

ordre sera égal à 2.2* y, q étant l'orilre d'un groupe auxiliaire primaire

ou complexe, de degré 2*. Ce dernier groupe étant contenu dans le groupe

linéaire, son ordre divisera (2^ — 1) (2* — 2) (2* — 2^) (2* — 2^). Ici encore

l'ordre de L ne divisant pas celui de 4^, L ne pourra être contenu dans 4^.

756. Soit enfin ).' = 2, k= \ et //' = 3 ou 5, d'où v = y'= i . Les facteurs

premiers rs, rs',,.., tt, û',..., divisant/? — i, se réduiront à 2; et les groupes

auxiliaires correspondants aux doubles suites .1,, ift,,,.-.» «^C, , dl', ,...;...

pourront être fondus en un seul groupe complexe (712). Cela posé, la'sub-

slitution ©0 est d'ordre 2 et appartient à 4^; et sa corrélative

I

X,, y„ ... a\x, +- c\ )\ -+-. . ., b\x, -h d\y,-^. . .,. . .
\

étant d'ordre 2, pourra par un changement d'indices convenable se mettre

sous une forme telle que

1
X, X', Y, Y',. . ., Z, U.. . . X + X', X', Y + Y', Y',. . ., Z, U,. . . |,

et sera échangeable aux substitutions dérivées des substitutions C^, Cy,...,

Cjç, Ci;,... correspondantes aux indices X, Y,..., Z, U,.... Soient a,, ^,,...,

les substitutions respectivement correspondantes à oc,, y, , ... , et soit

C,. = al' b]'..., Cy =«;' 6J'..., Il est clair que les substitutions du groupe R
dérivé de ^ et de ^i,*' dLi'..., ,.l>;'DbJ'...,... seront échangeables à $« aux puis-

sances près de 5. Or le nombre des indices X, Y^..., Z, U,... est au moins

la moitié du nombre total. Donc le nombre des substitutions de R sera au

moins égal à fj.[p — i). Si toutes ces substitutions ne sont pas échangeables

à Sof elles dériveront de la combinaison de l'une d'elles, qui transforme 0,,

en S^o. avec un groupe R' de substitutions échangeables à 60, et d'ordre

égal ou supérieur h - pJp— i).
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Si ^o appartenait à Ç, sa corrélative se réduirait à l'unité; R et R' auraient

alors pour ordre ij}{p— i) ei-[i}(p— i).

Soient d'autre part Iq, 2, les deux systèmes d'indices de L : la substitu-

tion 00 multipliant par — i les indices de 2o sans altérer ceux de 2,, les

substitutions U,..- du groupe R', qui lui sont écbangeables, seront chacune

le j)roduit de deux substitutions partielles Uo, U,,... altérant respectiveiiient

les indices de 2o et ceux de 2,.

Soit maintenant V une substitution quelconque de r^; elle sera échan-

geable à U aux puissances près de Qq. En effet, V, appartenant à 4^, sera

permutable à Q\ donc U~' V~'UV=U^' V~' UoV appartiendra à 9*- Or chaque

substitution de Ç, ramenée à la forme canonique, multiplie la moitié des in-

dices par I et l'autre par — i, ou la moitié pary et l'autre par —y, à moins

qu'elle n'appartienne à J^, et ne multiplie tous les indices par un même fac-

teur. Mais U^* V"' UoV laisse invariables tous les indices de 2,; donc elle mul-

tiplie les autres par un même facteur ± i , et se réduit à une puissance de B^.

La substitution Uo, étant échangeable aux puissances près de Q^ à A,,

B,,..-., A',, B'j,..., appartiendra au faisceau Go- Elle appartiendra à F»; sans

quoi ses transformées par les substitutions de Fo, combinées avec Fo, repro-

duiraient Go (733); elle ne serait donc pas échangeable à toutes les substi-

tutions de Fo aux puissances près de ^o-

Le groupe isomorphe à R' formé par les substitutions partielles Uo,...

sera donc contenu dans Fo; et son ordre w' divisera/? — i. Celui de R' sera

égal à w'ca", w" étant l'ordre du groupe R" formé par celles de ses substitu-

tions qui laissent invariables les indices de 2o ; ces substitutions, apparte-

nant à ^, multiplieront les autres indices par un même facteur ± i . Donc R"

ne contiendra que la substitution i , seule ou jointe à la substitution Ô, = Sr S».

Dans le premier cas, on aura

(/?— I
) > «' «" > -

f^- (P — I ), d'où y. = 2, y.' z='y,z=zi.

Pans le second cas, R', contenant Sr et 5,, contiendra Oq, et l'on aura

2(/> — l) = &)'(«"=- p.^(/; — 1), d'où y =z 7., y.' =^ l

.

Mais en supposant p^' = '5 ou 5, ja' = i, V = 2, on tomberait sur un cas

exclu (702).

Jl faut donc nécessairement admettre X'= i, ce qui établit la proposi-
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lion If. Cela posé, nous pourrons écrire F, G, g\ $, B',... à la place de F,,

757. Proposition III. — k se réduit à l'unité.

Le nombre /x' divisant [l, les facteurs premiers it, n',... qui le divisent

font partie de la suite des facteurs premiers zs, zs',... qui divisent fi. Soit

par exemple t: = zs. Les puissances de la substitution S se confondront avec

celles de la substitution Sr. En effet, les unes et les autres sont des substitu-

tions d'ordre n, contenues dans F, et par suite seront les puissances de la

substitution g "^
. Donc les puissances de 6 appartiennent à .^; de même

pour les puissances de 5',

Cela posé, G contient /x'- (z?"^— i), substitutions échangeables à celles

de F, et a fortiori à celles de .7, et échangeables entre elles aux puissances

près de 6, 0',..., d'où la relation

{j."{p-'—i) = u.^p'—i), ou p^' — i^lr-ip'-i),

absurde si ^>> i, à moins qu'on n'ait Â== 2, p' ^'5. Mais ce cas est exclu

(703). Donc A- =3 1.

758. Proposition IV. — Les faisceaux ¥ et G se confondent respectivement

avec ^ et (f.

En premier lieu, .7 étant contenu dans F, et ayant le même ordre/?''— i,

se confond avec F.

Cela posé, les substitutions de G, en nombre|ut.'^(/?'^—i) sont échangeables

à celles de F, et échangeables entre elles aux F près. Elles appartiendront

donc toutes k la forme ^; et par suite, l'ordre ® de G se réduira à

OwO'w'...0''^\ nombre qui ne pourra être égal à [jl'^ {p*' — 1)= p.^
{
p^— 1) que

si Ow, O'w',..., O'"^^ atteignent leurs maxima respectifs ro^% w'-'',..., /?'— i.

Supposons, pour fixer les idées, qu'on ait simplement jul = 75*^73'*^, d'où

^ =0(riO'w'0". Le nombre 0' étant moindre que w'-^' (728), O'w' ne pourra

atteindre ce maximum que si w'> i. Donc l'une au moins T des substitu-

tions du faisceau [S, X^, ift>', ,...) appartiendra à G, et sera de la forme

/Af-Bi'... A'^'B'/'..., /étant une substitution de F, et les exposants a,,

^1,..., a, , 6'j, n'étant pas tous nuls.

Supposons que l'un des exposants d^, b\,... par exemple diffère de zéro :

L contient une substitution U, échangeable à A,, B ;... et qui ne soit

pas échangeable aux F près à Af'Bf'... (733). La substitution T-'.U-'TU

74
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appartiendra au faisceau G, = (F, A\, B', ,...) sans appartenir à F; et com-

binée à F et à ses transformées par les substitutions de L, elle reproduira

tout le faisceau G,. D'autre part, T et ses transformées par les substitutions

de ^, et en particulier par celles de L, et par suite T~'. U~' TU et ses trans-

formées, appartiendront au faisceau S", = {^, a\, ijî/, ,...). Donc ce faisceau

contient G,.

Si Ç, contient des substitutions autres que celles de G,, il résultera de la

combinaison de G, avec des substitutions A,.^i, B|,,^,,..., A'5,, B'ç,, échan-

geables aux précédentes, et échangeables entre elles, sauf pour deux sub-

stitutions A'p , B'p d'un même couple, qui seront échangeables à près

(559-561). On peut d'ailleurs choisir ces substitutions de telle sorte que

leurs caractéristiques soient des puissances de i — K'^', si w' est impair, et

des puissances de K^— i, si zs' — 2, à moins qu'on n'ait en même temps

y»^^3(mod.4), auquel cas A[,^ij B',_^i pourront avoir pour caractéristique

une puissance de K^-h i (567-570).

On peut admettre que la double suite A',, B'j,..., A'^,, B',., A',,^,, B',,^i,...

se confond terme à terme avec la double suite x\, W,,... pourvu qu'en for-

mant cette dernière double suite, on renonce à s'astreindre à la condition

qu'elle ne contienne pas plus* d'un couple ayant pour caractéristique une

puissance de K^-+- 1 [lorsque ts' = 2 et/?"^ 3 (mod. 4)j.

Cela posé, le groupe G2 = (F, A,, B,, .. .; A" , B" ,...;.. .) a pour ordre

Ij^Ts'-'"'' {p"— i) = OwO'w's7'-2<^(^^— i). Or toutes les substitutions de G2,

et en particulier celles qui sont échangeables à d,, dI,,..., sont échan-

geables à A'j,B'ji,..., A',., B',^ : leurs secondes corrélatives seront donc échan-

geables aux substitutions

afi 6?i . . . a'f'èV =
Xi, 7-,, . . . , x„-, y^, Xi->t- a,, )\ -I- [3,, ... , x„i + a^, X<^ + [3o

^a'+lf TVh- » • • • ^o'+l, ^V+i j '

elles seront donc de la forme

"^1 > J 1 > • • • > ^a'i Xa' ^Ij X'' ' ' ' ' ^"'f y""'

^^+\ , Xa'+\ , • • • a^+i X^'+x H- C,'+, Ja'+i H-..., /V+I X^i^y H- (/^+, Jff'+i -!-...,••

et l'ordre 0' du groupe qu'elles forment sera moindre que j^'^ç'-aa'
(728). Mais

pour que OwO'w'... soit égal à |x*(/>^— i), il faut que O'w' soit égal à ro'^-'.

Donc w'7ô'-^'^'> I, et par suite l'une des substitutions de G2 (autre que celles

de F) appartiendra à g,. Soit /A"' B?'... Kf'^'f... cette substitution. Si a\

par exemple n'est pas nul, on verra, comme tout à l'heure, que la double
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suite A', B'j,... apparliendra à Ç,, et l'on pourra supposer A' =A',.^i,

B", =B'^^,. Poursuivant ce raisonnement, on obtiendra le résultat suivant :

Le faisceau (F, -a/j, tJI)', ,...) résulte de la combinahon de F avec quelques-

unes des doubles suites A,, B,,...; A'j, B'j,...;..., dont la réunion formera la

double suite a\ , ift>'j ,

On peut, par raison de symétrie, énoncer un résultat analogue pour la

double suite -A>,, ni),, Par suite, le faisceau Ç se confondra avec G.

759. Supposons maintenant, pour fixer les idées, que G contienne trois

doubles suites A,, B,,...; K^, B'j,...; A' , B' ,..., dont la première soit con-

tenue dans le faisceau (F, d,,, ifb,,...) et les deux autres dans le faisceau

(F, •^J^, iib'j,...). On aura 7s^ = n'^, ts"^' z=T:"^n"'^', d'où n' = n". Cela posé, la

construction de ^^dépend évidemment de celle de deux groupes auxiliaires

-Co» -Co» respectivement correspondants aux deux doubles suites c^v,,, itl),,...;

-K>\, iftj'j, De même celle de L dépendra de celle de deux groupes auxi-

liaires Lo» Lq' '"'^ primaire et correspondant à la double suite A,, B,,...,

l'autre complexe, et correspondant à la double suite complexe A\, B, ,...,

A' R'

Soient 5, 5' les groupes respectivement formés par celles des substitutions

de 4^0» 4l'o» H"* sont les corrélatives des substitutions de j^^-, I, l' les groupes

formés par celles des substitutions de Lo, L'^ qui sont les corrélatives des

substitutions de L. Pour que ^^contienne L, il faut évidemment que 5, 3', et

a fortiori ^„ et j^^, contiennent respectivement 1, V. D'ailleurs toute substi-

tution abélienne propre S contenue dans Lo, par exemple, étant associée à

la substitution i que contient L'^, on pourra déterminer une substitution

de L qui ait ces deux-là pour corrélatives. Donc S appartient à L En outre,

dans le cas particulier où quelqu'un des groupes primaires et indécompo-

sables qui servent à la construction de Lo serait de degré 7^"", où m est une

puissance de 2, et correspondrait à une décomposition m = v, tîî'tt'j'^'... où

l'on eût y, = 1, I contiendra une substitution qui multiplie les exposants

d'échange par un non résidu de 7, sans quoi on tomberait dans un cas exclu

(707 et 711).

Soit donc Jo le groupe qui est à Lo ce que J était à L dans l'énoncé du

théorème C (715); I contiendra J„. Ce théorème étant vrai par hypothèse

pour les groupes 4^0» Lo, Jo qui sont de moindre degré que 4^, L, le groupe

Jo, et a fortiori le groupe I, ne pourra être contenu dans ^0 que si 4^0 ^t Lo

sont pareils. On voit de même que ^^ et L'^ doivent être pareils. Mais alors

4^et L seraient eux-mêmes pareils.

74-
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§ IIJ. — Démonstration du théorème C.

Cas où ^ est décomposable

.

760. Théorème. — Soit L=^V un groupe construit par la méthode des

n"* 697-699 : le groupe J défini comme à Vénoncé du théorème C (715) sera

primaire et indécomposable [et resterait tel, lors même que Von conviendrait de

poser toujours s = o dans ledit énoncé )

.

Nous allons montrer en effet qu'il n'est pas possible de trouver des sys-

tèmes de fonctions des indices tels, que toute substitution de J remplace les

fonctions de chaque système par des fonctions de celles d'un même système,

et que, ces fonctions étant prises pour indices indépendants, les exposants

d^échange des substitutions correspondantes à des indices de systèmes diffé-

rents scient tous congrus à zéro. Le procédé de démonstration consistera à

montrer que si le théorème était faux pour un groupe d'un certain degré,

il serait faux pour un groupe d'un degré moindre; d'où cette conséquence

absurde, qu'il existerait une infinité de groupes de degrés décroissants à

partir de celui que l'on considère.

761. Premier cas. — F est de première catégorie. Ses indices forment

deux systèmes conjoints, contenant chacun v séries, contenant chacune

^o, = tt'^tt"^... indices. (Nous supposons fi. > I, pour plus de généralité.)

L'un des systèmes de fonctions cherchées contient une fonction dans laquelle

n entrent que les indices d'une seule série. Soit en effet, parmi les fonctions

cherchées, (p =:(prt-f- 9è H-...-f-(pl' -h «Pi- -f-... une de celles dont les indices

sont empruntés au moindre nombre de séries, et qui, subsidiairement, con-

tiennent le moindre nombre d'indices; «p^, <pô>--- représentant respective-

ment l'ensemble des termes de y qui contiennent les indices de la «-f-
j"^'"*"^

de la 6+ i""'"^,... série du premier système S, et (p'„,, 9'//,... l'ensemble de

ceux qui contiennent les indices de la a'-Hi"^'"^, de la Z^'h-i'^'"^,... série du

second système S'. Transformons ç par les diverses substitutions de F, pre-

mier faisceau de F (lequel est contenu dans J). Autant on aura de transfor-

mées non équivalentes, autant on aura de fonctions distinctes, dérivées de

(p«, 9ô,..., ©'„., ©;,,... (730).

Si les indices qui figurent dans 9 appartenaient à un seul système, mais

à plusieurs séries, on déduirait de là, comme au n** 730, la relation absurde

p^—i <d*
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Supposons donc que dans 9 figurent des séries de chacun des deux sys-

tèmes. La substitution de F qui multiplie les indices de la première série du

premier système par m transformera 9 en

m^" 9a -I- m/* cpj -»- . . . -I- m-f'^ 9'^' -4- m-v q\> -h . . .

.

Pour que deux semblables transformées obtenues en posant successivement

m = mi, m^=kmy soient équivalentes, il faut qu'on ait

/fp' =!>''''= h-p"'= k-p'' =...,
d'où

kp'-"-^= kp''-"'-^= . . . = kp"'-"-^'= 1 [mod.p).

On a d'ailleurs kP~' ^ i; et par suite k^-^^i, c? étant le plus grand com-

mun diviseur de b — a, b' — a\... et de v. Soit maintenant a' — a^râ ^ d

(mod.v), c? étant <(?; il viendra

Soit donc
"

le plus sjrand commun diviseur de o'^— i et p'^-^\; on aura

k q ^i, ce qui donne ^- valeurs distinctes pour k. Les transformées

de o sont donc équivalentes à ? et l'on aura a—. transformées
' ^

9 ^ P — '

non équivalentes, toutes dérivées des fonctions 'p^, oi>,..., '/„-, ?>'/,,.•• dont le

nombre ne peut dépasser -^^ a, b,. . . appartenant à la suite a, a -h<?, . . .,

a-h (^ — I
)

(? et a', b' ,... à la suite a\ a' + «?,.... On aura donc

relation absurde si ^ >> 2, c? étant au plus égal à v.

Essayons la valeur q= \ : p'^-h i devra être divisible par p'^— i; mais il

ne peut être plus grand que p"'— i, d étant < c?; on aura donc

»*— I = »''-hI, ou p<'( p^-^— l)=2,
OU

p = 2, d=i, = 2, ou /> = 3, d= o, = 1.

Posant dans la relation (6) q=i, /> ='2, (?=2, il vient —5— <v, d'où
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V < 4; et comme v est un multiple de §, v = 2. Posant au contraire p = S,

$= I, il viendrait <2v, d'où v = i ou 2.

Essayons maintenant la valeur q = 2: p'^-hi étant un multiple de ^?

et n'étant égal ni supérieur à p^ — i, sera égal k ^ On en déduit

pd ^p^d __ 3j_ 3^ j'q^ yo = 3, d= !, ^ = 2, OU /? = 5, cl=o, â= f. Dans

l'un et l'autre cas, la relation (6) donnera v = §.

On a d'ailleurs />" > 4 (616). Les seuls cas qui échappent à la démons-

tration sont donc les suivants : /? = 3, v = 2; /?= 5, v = 1 , dont le premier

est exclu (704). Nous examinerons l'autre tout à l'heure.

762. Soit donc <p = 9a une fonction des indices d'une seule série, laquelle

fasse partie de l'un 1 des systèmes de fonctions cherchés. On verra, comme
aux n*'* 731-733, que 1 contiendra les fonctions conjuguées de 9; que les

systèmes contiennent tous le même nombre de fonctions distinctes, et sont

permutés transitivement par les substitutions de G; que les substitutions

de F laissent les systèmes immobiles, et que les doubles suites A,, B,,...;

A'j, B'j ,...; A'2, B'2,...;... seront de deux espèces : 1^ celles dont toutes les

substitutions laissent les systèmes immobiles; 2° celles qui ne jouissent pas

de cette propriété.

Supposons, pour fixer les idées, que toutes les doubles suites, sauf la pre-

mière, appartiennent à la première espèce. On verra; comme au n° 733,

qu'il existe une substitution T de la forme /A*' B^..., où l'un des exposants,

a, par exemple, ne soit pas nul, et qui ne déplace pas les systèmes.

Cela posé, soient L le groupe auxiliaire correspondant k la double suite

Al , r>i». . .î

ei., =
1
.«,, 7',,. .. ^, -4- I, ji,- .. [, D>„ =

f
jT,, j,,. . . ^,, r, -f- 1,- • • I,- • •

les substitutions respectivement correspondantes k A,, B,,... et au faisceau

desquelles ses substitutions sont permutables. Supposons, pour plus de gé-

néralité, que L soit décomposable : il résultera de la combinaison de deux

groupes, dont l'un. A, permute les systèmes entre eux, l'autre, Tf, n'alté-

rant que les indices d'un seul système, par rapport auquel il est primaire

et indécomposable. Soient en général z^, w^,... les indices du r*""^ système;

Cz^» C„^.... les substitutions correspondantes. On peut les considérer comme

dérivées d'une double suite de substitutions s,;., (D,;.,..., Q^rj ®,„r» dont tous
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les exposants d'échange mutuels soient nuls, sauf pour deux substitutions

associées Gp„ (Bp^» dont l'exposant d'échange sera i (293-300).

Soit en général

Les substitutions du faisceau (<A>,, ifc,,...) étant dérivées de celles-là, celles

du faisceau (F, A,, B,,...) le seront de la combinaison de F avec les sub-

stitutions Cp^ = A"'?"- B^?^ . . , Dp^ = Ai'f'BÎ'f^.,.,..., lesquelles seront échan-

geables entre elles, sauf deux substitutions associées, Cp^ et Dp,, qui le seront

à près. En particulier, T sera de la forme /C"i"Df,"...CVD'';'..., l'un au

moins des exposants, tel que a,,, n'étant pas nul.

Soit maintenant J, le groupe qui est à F, ce que J est à F. La substitu-

tion Si,"(î)fi"... 3^7(0^7, jointe à ses transformées par les substitutions de J,,

reproduira toutes les substitutions dérivées de e,,, cD,,,..., S;„,, (dmi- En
effet, s'il en était autrement, le faisceau résultant de ces transformées ne

serait pas transitif. Le groupe (s,,, cô, ,,..., c,„,, ii>„,, J,), dont les sub-

stitutions lui sont permutables, ne serait pas primitif (53), et J, ne serait

pas primaire. Le théorème serait donc faux pour le groupe F,, de" degré

moindre que F.

Donc J, contient une substitution o non éehansjeable à sf/'c^f,"... s""!' (©''""

.

' e* 11 11 mi mi

F contiendra une substitution abélienne propre U qui ait pour première cor-

rélative o et pour ses autres corrélatives l'unité, et ne déplace pas les séries,

et qui par suite appartienne à J. La substitution T"' U"*TU ne déplace pas

les systèmes ^T-S^ et sera dérivée de (C, ,, D,,,..., C„,,, D;,,,), sans appartenir

à F. Les transformées de cette substitution par celles des substitutions de J

dont les premières corrélatives appartiennent à J, ^t dont les autres corré-

latives se réduisent à l'unité, jointes aux substitutions de F, reproduisent

évidemment tout le faisceau (F, C,,, D, ,,..., C;„,, D;„,). Donc les substitutions

C,,, D^,,..., C;„,, D,„, laissent les systèmes immobiles.

Cela posé, le système 1 contiendra les transformées de ç par les substitu-

tions C,,, D,,,..., C,„,, D;„,, X^, B'j,..., parmi lesquelles il en est au moins

71^ 7r"^... de distinctes (732). Il contient en outre leurs conjuguées, soit çn

tout au moins vn'^n"^'... fonctions distinctes. Le nombre des systèmes ne

peut donc dépasser ;:'-'". Donc parmi les ;r'^'~'"^ substitutions de la forme

Q^'Dfr... CVDV..., il en est au moins une qui ne déplace pas les systèmes.

Supposons que l'un des exposants a, 2» b,o,..., par exemple, diffère de zéro.

On verra, comme tout à l'heure, que C,2, D.o,..., Cm2, ^m2 ne déplacent pas
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les systèmes, etc. Donc enfin aucune des substitutions C^^, Dp^, et par suite

aucune des substitutions de G, ne déplace les systèmes. Donc tous les in-

dices de S, qui résultent de la combinaison de 9 et de ses transformées par

les substitutions de G avec leurs conjuguées, appartiendront à un même
système 1. De même les indices de S' appartiendront tous à un même sys-

tème 2', lequel ne peut différer de 1, les exposants d'échange des substitu-

tions correspondantes à leurs indices respectifs n'étant pas congrus à zéro.

Donc il n'existe qu'un système 2, et J est indécomposable.

763. Considérons le cas d'exception où p^ = 5. On doit supposer /j.> 1,

sans quoi l'on tomberait dans l'un des cas exclus (705) ; d'ailleurs /j., divi-

sant/?'— I, sera une puissance de 2 telle que 2*^2*^' Soit y = 2 une racine

primitive de la congruencey*^ i (mod. 5) : F, premier faisceau de T, sera

formé des puissances de la substitution ^=y qui multiplie par y les indices

du premier système et pary~' ceux du second. Quant à son second fais-

ceau G, il résultera de la combinaison de F avec certaines doubles suites C,,

D,,..., C'j, D'j ,... telles, que toutes les substitutions*de F soient permutables

à chacun des faisceaux (C,, D,,...), {C\, D'i,...),... (705).

Le nombre des systèmes de fonctions cherchés ne pouvant dépasser 2ri,

nombre total des indices, deux au moins, T, T des 2p,- substitutions

/*Q'D^... C'i*' D'j^'... (où l'on prend s égal à o ou à i) remplaceront l'un 1

de ces systèmes par un même système 2,. La substitution T~'T' — U lais-

sera 2 immobile. D'ailleurs elle est dérivée dey", C,, D,,..., C'j, D'j,... et ne

se réduit évidemment pas à une puissance paire dey.

Si U est une puissance impaire dey, telle quey^, 2 contiendra une fonc-

tion des indices d'une seule série. Soit en effet çj = çjq -h o'^ l'une des fonc-

tions de 2, 90» ?'o
^tant les fonctions partielles formées par ceux des indices

qui appartiennent respectivement aux deux séries de F : 2 contiendra

y^'?o+y~^?'o' transformée de 9 par U, laquelle est distincte de 9, et qui,

combinée avec 9, donnera les fonctions ^o» '/o» ^"^ appartiendront à 2.

Soit au contraire U =yPC''D^... C',"' D'/'..., les exposants a,, /3,,... par^

exemple n'étant pas tous nuls. Les transformées de U par les substitutions

y, C,, D,,..., C'i, D'j,... sont de la forme y ^^U et laissent immobiles les sys-

tèmes que ces substitutions font respectivement succéder à 2. Mais y ^%

multipliant tous les indices par un même facteur ±1, laisse tous les sys-

tèmes immobiles: donc U laisse ces systèmes immobiles. D'ailleurs y, C,,

D , C'j, D\,... permutent transitivement les systèmes : car, s'il n'en était

pas ainsi, les transformées de 9 par ces substitutions, combinées entre elles,
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ne reproduiraient que des fonctions dérivées de celles appartenant aux sys-

tèmes que ces substitutions permuteraient avec 1 : le nombre des fonctions

distinctes dont elles dépendent serait donc inférieur à 211. Mais ces trans-

formées, combinées entre elles, donnent Ço» 9'o' ^"^» ti*ansformées par C,,

D,,..., Cj, D'i ,...,... fournissent chacune |x fonctions distinctes.

Donc U ne déplace aucun système. Il en sera évidemment de même de ses

transformées par toutes les substitutions de J. Or soit V une substitution

de J échangeable à C\, D', ,... et non écnangeable à Q'Di'... aux F près :

V~'UV = U, appartiendra au faisceau (C,, D, ,...). Ses transformées U,,

U2,... par les substitutions de Y, ou, ce qui revient au même, par les sub-

stitutions de J (*), jointes aux substitutions de F, reproduiront tout le fais-

ceau (F, C,, D, ,...); les substitutions U,, U2,... reproduisent donc tout le

faisceau (C, , D,,...). Cela posé, Ço» transformée par les substitutions

(F, C,, D,,---) donne 2^ fonctions distinctes (733). Les substitutions de F

multipliant ces fondions par de simples facteurs constants, la transforma-

tion par U,, U2,... suffira pour obtenir ces 2'^ fonctions. A fortiori, on ob-

tiendra au moins 2^ fonctions distinctes en transformant ç>= çj^+ ç/'^ par U,,

U2,— Toutes ces fonctions appartiennent à 1, que U,, U2,... ne déplacent

pas.

Donc chaque système contient au moins 2^ fonctions distinctes. Le nombre

des systèmes sera donc au plus égal à 2.2~'^/jt,, et inférieur au nombre

2.2~^'^yL^ des substitutionsy^C,"' D'j^' Raisonnant comme tout à l'heure, *•

on voit que 1 n'est pas déplacé par les substitutions (C\, D\,...) ot rnntiont ^^f^
une fonction 90 des indices d'une seule série, #* contient au moins 2'^. 2*^ ^.V
fonctions distinctes. Continuant ainsi, on voit que si 2 ne contient pas 9,,

il ne sera déplacé par aucune des substitutions (C,, D,,..., Cj, D', ,...) et

contiendra au moins u. fonctions. Il n'y aura donc que deux systèmes, 2, 2'.

764, Cela posé, si J contient deux substitutions s^ et c telles que Ton

ait .r'g = (?^Jl'y^, T étant impair, il existera une puissance impaire dey qui

ne déplace pas les systèmes 2, 2'. En effet, si y les permutait entre eux, et

que S^ les permutât aussi, s^j ne les déplacerait pas. Donc l'une des deux

substitutions Ji', ^'y, par exemple ^'y, "^^ ^^^ déplacerait pas. Sa transfor-

mée par c ne les déplacerait pas non plus; mais G-'y5=y=^'; cette trans-

formée se réduira donc à Sl'j'-'. Donc {^'j)~* âi'j"^' =:y^-*=^* ne déplacera

pas les systèmes.

(*
) r résulte de la combinaison de J= A avec une substitutionW échangeable à C,, D,,... (617)

.
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Donc, dans ce cas, 1 contiendra une fonction ^o ties indices d'une seule

série. Cela posé, la démonstration s'achèvera comme au cas général.

765. Il reste à établir l'existence des substitutions ^', 6. Chacune des

doubles suites C,, D,,...; C, , D', ,...;... peut être modifiée de telle façon que

chacun de ses couples ait pour caractéristique une puissance de K^— i, sauf

le premier, qui aura pour caractéristique une puissance de K^— i ou de

K--I-I (570). Suivant que le premier ou le second cas se présentera, le

groupe auxiliaire L correspondant à la double suite considérée sera contenu

dans le premier ou le second groupe hypoabélien (578).

Le nombre mi des groupes auxiliaires L, L',... contenus dans le second

groupe hypoabélien est impair, sans quoi l'on tomberait dans un cas exclu

(705). Donc il existe un nombre impair de doubles suites dont les premiers

couples aient pour caractéristique une puissance de K^-i- 1. Soit C,, D,,...

l'une d'elles. Les autres doubles suites pourront être fondues en une seule,

qu'on modifiera, s'il y a lieu, de manière que tous ses couples aient pour

caractéristique une puissance de K- — i . Soit C, , D', ,... cette double suite

ainsi modifiée.

Cela posé, les indices indépendants [^,^2••''C^'^'Y peuvent être choisis de

telle sorte, que les substitutions C,, D,,---» C^, D^ prennent (en n'écrivant

que les indices du premier système) la forme

C, :
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Soient maintenant F, le groupe formé par l'ensemble des substitutions

abéliennes propres qui sont permutables aux faisceaux F, (C,, D,,...),

(Cj, D'j,...). Leurs premières corrélatives formeront un groupe H hypoabé-

lien de seconde espèce et de degré 2-"^. L'une quelconque T de ces substi-

tutions transformera A.' en ^'yP, p étant un entier. En effet, ai' étant per-

mutable à F et échangeable aux substitutions des faisceaux fC,, D, ,...).

(C, , D'j....), T-' Ji'T le sera, et sera de la forme si' ^, pétant une nouvelle

substitution échangeable à ces mêmes substitutions, et qui ne déplace pas

les séries, et qui par suite appartienne à F.

En particulier, F, contient la substitution

qui transforme A' en ^'y'- Celles des substitutions de F, qui sont échan-

geables à Ji', aux puissances près dey^, forment évidemment un groupe

contenant la moitié de F, et permutable aux substitutions de F,. Leurs cor-

rélatives formeront un groupe I contenu dans H, d'ordre moitié moindre, et

permutable à ses substitutions.

Le groupe L n'est pas contenu dans l (674-685). D'ailleurs chacune de

ses substitutions, étant abélienne propre, sera la corrélative d'une substitu-

tion de J (car on peut l'associer à la substitution i contenue dans L'j. Donc J

contient une substitution qui transforme si' en <^'y"^, t étant impair.

766. Second cas. — F est de seconde catégorie. Soient 2v le nombre des

séries, ix celui des indices de chacune d'elles.

L'un des systèmes de /onctions cherchés contient une /onction des indices

d'une seule série. Soit autrement rp = 'pa+ oi,-\-... celle de ces fonctions dans

l'expression de laquelle figurent le moins de séries. Transformons-la par

les substitutions de F, premier faisceau de F. Autant on aura de transfor-

mées non équivalentes, autant on aura de systèmes. Or ces transformées

sont de la forme m'^çj^-t- m^ ©j-f-..., m étant une racine de la congruence

m''^'*'*^^! [mod.p). Posant successivement m= m,, m^^kmy, on aura deux

transformées équivalentes si l'on a

kp'= hp*~...^ d'où A
/>*"-' ^... = 1 avec A^z-'+'^i.

On en déduit kP"~^^ i , puis Â''*-' ^\, â étant le plus grand commun di-

viseur de b — a,..., 2v. Soit n le plus grand commun diviseur dep'-hi et

de f" — \\ on aura X:"^! (mod.^), ce qui donne n valeurs admissibles

75.
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pour k. Le nombre des transformées non équivalentes sera donc^

Or c^, divisant 2v, est égal à û? ou à 2d, d étant un diviseur de v moindre

que V. Si â= d, p^— i divise p'— \ i n divise donc/?''— i ei/?^-l- i, et par

suite leur différence 2. Divisant d'ailleurs /?"-!- 1, il se réduira à i si

/? = 2. Si au contraire ^= 2c?, p^ — i = {p'' -h i) (/)'' - i). Or

j
/?'+ I ^(— i) -4- 1 ^o (mod./?''-f- i),

car 5 ne divisant pas v, par hypothèse, -, sera impair. D'ailleurs p' -h i et

p'^— I peuvent en outre avoir le facteur commun 2. On aura donc n =p'^+ i

ou 2[p'^-\- l).

Les diverses transformées de 9 ne dépendant que des fonctions 9^, «fi,...,

en nombre au plus égal à -^» on aura

Si à =^id, cette relation devient

/?'' -f- I _ V

et n'est admissible y-, étant impair) que si /?= 2, y = 3, cas exclu (708).

Si ù= d, on aura

ce qui n'est possible que si l'on ac?=i,/j — 3, v = i.

Ce cas d'exception peut se traiter par une méthode identique à celle des

n'" 763-765, en remplaçant dans le raisonnement la substitution <«.' par la

substitution $' ainsi définie

r = $C.D.=:| [^.^,...-/3....]o 9^.[H.-M,^„...,-/Î„-.-]' I'

et la substitution V par la suivante

g étant une racine primitive de la congruence g^.^^i (mod.3) (*).

(*.) On doit remarquer que les groupes formés par les premières, secondes, etc., corrélatives
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Le Femme ci-dessus étant établi, on obtiendra la démonstration comme
au n° 762.

767. Troisième cas. — F est de twisiême catégorie. li n'y a qu'une série,

et Ton raisonnera comme au n" 762.

768. Problème. — Soient L un groupe résoluble primaire ou complexe,

de degré p-"^ contenu dans le groupe abéLen [dans l'un des groupes hvpoabé-

liens); J le groupe défini comme à Vénoncé du théorème C. On demande de

déterminer des systèmes de fonctions des indices S, s',... tels : i° que toutes les

fondions linéairement formées de celles d'un même système appartiennent éga-

lement à ce système, et soient essentiellement distinctes de celles qui dérivent

linéairement des fonctions des autres sj'stèmes; 2° qu elles dérivent d'un cer-

tain nombre de fonctions distinctes, le même dans chaque système; 3** que ces

fonctions distinctes, dont le nombre total sera égal à celui des indices, étant

prises pour indices indépendants, les exposants d'échange des substitutions cor-

respondantes à des indices de systèmes différents soient toujours congrus à zéro;

4° que chaque substitution de J remplace les fonctions de chaque système par

celles d'un même système.

Supposons, pour fixer les idées, que L soit complexe, et résulte de la

fusion de divers groupes primaires L', L",.... Soient J', J",... les groupes

respectivement formés par les substitutions communes à J et à L', L",

Choisissons les indices de manière à ramener L', L",... à leur forme type.

Ceux de L' se répartissent en général entre X' systèmes (ou pouples de sys-

tèmes) 2o» 2,,..., et L' se construira à l'aide de deux groupes résolubles :

l'un D', dont les substitutions permutent les systèmes (couples de systèmes}

d'un mouvement d'ensemble; l'autre Tq, dont les substitutions n'altèrent

que les indices de l'un d'eux, Z,. Le groupe Jo, dont la relation au groupe

To est celle indiquée entre L et J dans l'énoncé du théorème C, sera évidem-

ment contenu dans J'.

Les indices de L",... se répartiront de même entre X",... systèmes (cou-

ples de systèmes) I)/, 2x'+i»-««;«-« qui pourront ne pas contenir le même
nombre d'indices que ceux de L'.

des substitutions de J contiennent toutes les substitutions des groupes formés par les corrélatives

de celles de r. Soit en effet S une substitution quelconque de T; cette substitution, ou à son dé-

faut la substitution g-S, laquelle a les mêmes corrélatives, sera abélienne propre, et appartiendra

à J.
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769. Proposition I. — Vun au moins des systèmes cherchés i> contiendra

une fonction cp qui s'exprime à l'aide des indices de !(,.

En effet, si aucune des fonctions cherchées ne contenait dans son expres-

sion les indices de lo, ces fonctions se ramèneraient, contre l'hypothèse, à

un nombre de fonctions distinctes inférieur à celui des indices. Donc Tune

au moins de ces fonctions (p sera de la forme rs^-hx* ^o étant une fonction

des indices de 2o, qui ne soit pas identiquement nulle, et / une fonction

des autres indices.

Soient Wo+ X» '^o'+'/»-" '^^ transformées de 9 par les substitutions de Jo :

chacune d'elles appartiendra, par hypothèse, à l'un des systèmes s, s',

—

Si deux d'entre elles appartiennent au même système s, sans être identiques,

rS contiendra leur différence Wq — ^o» ^1^ notre proposition sera démontrée.

Pour qu'elle fût en défaut, il faudrait donc que toutes les transformées non

identiques appartinssent à des systèmes différents, et par suite fussent des

fonctions distinctes,

1° Supposons d'abord Fo de première catégorie. Soient F, G ses deux

premiers faisceaux, y le nombre des séries de chaque système, |jl le nombre

d'indices de chacune d'elles. Soit enfin w^ = 0^ + <Pè-l- ••• + <?'«'-!-••• <?a»

9^,... étant les fonctions partielles formées par ceux des termes de ©o qui

contiennent les indices de la a + i'««e^ de la ÔH- \'^'"^,... série du premier

système, et ol,... les fonctions formées par ceux de ces termes qui con-

tiennent les diverses séries du système conjoint. Les transformées de Ça par

les substitutions de G donneront p. fonctions distinctes çj^» ^a>---> que les

substitutions de F multiplieront chacune par />^— i facteurs différents. Le

nombre des transformées différentes de la fonction ^a, et a fortiori de la

fonction ^^o + / par les substitutions de F» sera donc au moins égal à

ix[p'— i). Ces transformées devraient être distinctes; d'ailleurs elles s'ex-

priment toutes à l'aide des 2p,v indices de Fo et de la fonction y^; d'où la

relation

laquelle est absurde,// étant >4 (616).

2? Si Fo est de seconde catégorie, soient 2v le nombre des séries, p. le

nombre d'indices de chacune d'elles : on aura toujours, par les mêmes con-

sidérations,

relation absurde, à moins qu'on n'ait /jl= i et /?= 2 avec v = i ou 2. Nous

examinerons tout à l'heure ces deux cas d'exception.
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3° Si To est de troisième catégorie, il n'y a qu'une série, contenant /j, in-

dices : et l'on aura, par des considérations semblables aux précédentes,

relation absurde, car |jl >• i ..

770. Proposition II. — Toute fonction formée avec les indices de I© ^^''^

Vune desfonctions de 8. Cette proposition se démontre comme au n" 739 >n

changeant To en Jo).

771. Revenons à nos deux cas d'exception. Soient ç — ^Jo+^fl-^^*-^- •

l'une des fonctions cherchées, dans l'expression de laquelle figurent les in-

dices de loj ^0» ^a» ^*,-.- les fonctions partielles formées par ceux des

termes de 9 qui contiennent les indices des systèmes 1^, 2^, I^,.... Suppo-

sons 9 choisie de telle sorte que le nombre k des fonctions vSf^, ts^^ rst,,...

soit minimum. Ce nombre ne pourra surpasser 2. En effet, supposons-le

égal à 3, et transformons la fonction 9 = t^^o-i- ts^-^ thi, par les substitutions

de Jo, puis par celles du groupe analogue ]« formé par celles des substitu-

tions de J qui n'allèrent que les indices de 2«. Le nombre des transformées

ainsi obtenues sera égal à /j!.(/?''-f- i)./uLa (/>"«— i), ii{p'-^i).ix^{p''-\-i), ou

a(/>''+i). 2ULa, suivant que le groupe T^ analogue à T, est de première, de

sccondg ou de troisième catégorie (0.^, y^ étant les nombres analogues à a,

V et relatifs au groupe T„). Ce nombre sera toujouis supérieur au nombre

des fonctions distinctes dont ces transformées dépendent, lequel est évi-

demment égal, suivant le cas, à i -4- 2txv -+- afjt-.^Va, 1 -+- 2av -h ^tx^Va^ ^^

1 H- 2av -h fJ-aVa- Douc CCS transformées ne sont pas distinctes, et deux au

moins d'entre elles, o' = ^^'^-f-^', -1- ^7^, z>"=zô"f^-^zs'„ -+- w^, appartiendront à

un même système 8'. Leur différence zs\^ — zô'f^-hTs',, — rs'„ appartiendra à s'.

Si l'on n'a pas w'^r^^o, cette fonction contiendra les indices de deux sys-

tèmes seulement, dont le système 2o : et 3 ne sera pas le minimum de A\ Si

^ô'q= ?7„, zô'^ — ^", appartiendra à $'. Donc toutes les fonctions formées avec

les indices de la, et notamment zs[, , appartiennent à s' : (p'— zô'„ = zô'^ -h Tôt

lui appartiendra également. Donc ici encore, 3 ne sera pas le minimum de X-.

Soit donc (p^z^o + TSa. Transformons cette fonction par les substitutions

de Jfl. Si l'on n'a pas à la fois /? = 2, tj.a = i, Va = i ou 2, deux de ces trans-

formées, z>'= zôf,-^z!>'„ ,
0"= 'STo-h t?' , appartiendront à un même système s' :

leur différence zs'^~ zs'„, et par suite les fonctions des indices de 1^, et no-

tamment sr'^, appartiendront à 8'; ets7o = ?'— ^« lui appartiendra. La pro-

position I se trouvera ainsi démontrée.
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Soit enfin /? = 2, |j, = |uLa= i, v = i ou 2, v„ = i ou 2. Supposons par

exemple v = i, v« = 2. (Les trois autres combinaisons de valeurs de v, v^ se

traiteraient de la même façon). Soient Xf^, x, et Vo, y,, ja» J3 les indices

de Jo et de !«. Les substitutions de ces deux groupes contiendront respec-

tivement les suivantes

F=\ Xr gfXr I, ¥a=\rr g'^ ïr |,

^0 et ga étant respectivement des racines primitives des congruences

5^0= 1' ^„'=i(mod.2).

Soit 9 = axQ H- bx^ -t- cy^ + dy^ 4- ey^ -^fyz une des fonctions cher-

chées, dans laquelle on n'ait pas a= b = 0. Cette fonction, transformée par

les substitutions dérivées de F, F^, donnera 3.5 transformées différentes,

qui ne peuvent être distinctes, car elles ne contiennent que six indices.

Donc deux au moins de ces transformées, 9', ç>", appartiendront à un même
système S'. Ce système contiendra ^ = <p' -hm(p'\ m étant une indéterminée

dont on pourra profiter pour faire évanouir le coefficient de l'un des six

indices, celui de y^ par exemple, dans l'expression de t|i. Par un procédé

analogue, on pourra obtenir une nouvelle fonction appartenant à l'un des

systèmes cherchés et qui ne contienne plus ni y^, ni jj» etc. On obtiendra

enfin une substitution de la forme ax^-h ^x^ appartenant à l'un des sys-

tèmes cherchés. Toutes les fonctions formées avec Xo, Xf appartiendront à

ce système (770).

772. Les deux propositions précédentes montrent que chacun des sys-

tèmes s, s',... est formé par les fonctions dérivées des indices d'un ou plu-

sieurs des systèmes 2^, 2,,....

Admettons maintenant, pour plus de généralité, que quelques-uns des

groupes L','L",... soient décomposables de première espèce. Supposons,

pour fixer les idées, que L', L' le soient, mais non L'", Les indices de L'

forment deux hypersystèmes H'^, H\; et L' se construit à l'aide d'une substi-

tution W qui permute les deux hypersystèmes, et d'un groupe L'^ dont les

substitutions n'altèrent que les indices de H'^; et le groupe J'^, qui est à L'^,

ce que J est à L dans l'énoncé du théorème C, sera évidemment contenu

dans L', et. par suite dans L, et enfin dans J.

Le groupe L'^ est indécomposable ou décomposable de seconde espèce

(599). Supposons-le décomposable, pour plus de généralité. Les indices s'y

répartiront en systèmes, et L'^ se construira a l'aide de deux groupes : l'un

T)'q, dont les substitutions permutent transitivement les systèmes : l'autre F'^^,
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dont les substitutions n'altèrent que les indices du premier de ces sys-

tèmes, 2o- Les substitutions de D',, appartiendront à L',,, à L', et enfin à J.

Soient d'ailleurs Ao, A'^,, A^,... les groupes primitifs qui servent à la con-

struction de D'o; q, q' , q'\... leurs degrés successifs.

Les systèmes formés par les indices de L" se partageront de même en deux

hypersystèmes H'^,, H' . Quant aux systèmes formés par les indices de L",

nous les considérerons comme formant un seul hypersystème H'".

773. Cela posé, on voit, par les propositions I et II, que chacun des sys-

tèmes cherchés S, s',... est formé par les fonctions linéaires des indices d'un

ou plusieurs des systèmes 2o, 2,,...; 2>',. ..;.... Deux cas seront ici à dis-

tinguer par rapport à chacun des systèmes s, s',

1° Parmi ceux des systèmes 2o»--« dont s contient les indices, il en existe

plusieurs 21'^,, I'^, 2"
,

2'" appartenant à des hypersystèmes différents, tels

que H'^, H'J,, H' , H". Dans ce cas, s contiendra tous les indices de ces hyper-

systèmes. En efPet, les substitutions de D'^, appartenant à J, remplaceront

les fonctions de s par celles d'un même système. Mais elles laissent inva-

riables ceux des indices de Hq qui sont contenus dans S; donc elles rem-

placent les unes par les autres les fonctions de s. Donc s contient les fonc-

tions que les substitutians de D'^ font succéder aux indices de 2'^,, c'est-à-dire

tous les indices de H'o. De même S contiendra tous les indices des autres hy-

persystèmes H'ç,, H"^, H".

Soient maintenant / le groupe complexe formé à l'aide des groupes pri-

maires L'o, L", L'"; y le groupe qui est à / ce que J est à L dans l'énoncé du

théorème C; / l'une de ses substitutions; t\, t"y t'" les trois substitutions

partielles, appartenant respectivement aux groupes L'^, L", L'", dont / est le

produit : J contiendra une substitution T qui fait subir aux indices de s l'al-

tération t. En effet, si c = o (voir l'énoncé du théorème C), ce qui est le cas

général, la substitution / est abélienne propre, et sera contenue dans J.

L/V*^ Dans le cas exceptionnel où s est un entier impair, vn "xm? </ — r, sans quoi

itUtJ%^^ groupe L tomberait dans un cas exclu (707 et 711). Donc chacun des

groupes L', L", L", L'*^... a pour exposant l'unité. Soit donc g'''- le facteur

par lequel / multiplie les exposants d'échange des substitutions correspon-

dantes aux indices de S; les groupes L^*\... contiendront respectivement

des substitutions /^*\... qui multiplient les exposants d'échange par ce même
facteur; et J contiendra la substitution T = t\l!^i"l'"t^''\..y où t!^ est la sub-

stitution qui altère les indices de H'j, comme /^ altère ceux de H'„.

2° Tous les svstèmes dont § contient les indices appartiennent à un même

76
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hypersystème, lel que H'^,. Soit 2o l'un de ces systèmes. On verra, comme au

n*" 740, que s est formé par les indices des systèmes qui sont permutés

avec lo V^^ les substitutions de l'un des groupes successifs (Ao, A'(,, A'|,,...),

(A'o, A*J),...)« (^o»---) '» P^i* exemple par les substitutions de (A'J,,...).

Cela posé, les indices de H'„ formeront qq' systèmes s, 8',... que les substi-

tutions (Ao, A'o) permuteront entre eux.

Soient d'ailleurs /le groupe dérivé de la combinaison de (A^,...) avec T'ô;

y le groupe qui est à / ce que J est à L : on voit, comme tout à l'heure,

que t étant une quelconque de ses substitutions, J contiendra une substitu-

tion T qui fait subir aux indices de s l'altération /.

774. Théorkme. — Le théorème C est vrai si i^ est décomposahle.

Parmi les diverses manières de grouper les indices de 4^ en systèmes,

choisissons l'une de celles où le nombre des systèmes est minimum. Le

groupe 4^ se construira à l'aide de deux groupes : l'un cd, permutant les sys-

tèmes d'un mouvement d'ensemble et d'une manière primitive; l'autre F

n'altérant que les indices du premier système s.

Le groupe J étant supposé contenu dans s^, chacune de ses substitutions

remplacera les fonctions linéaires des indices de chacun des systèmes S,

s',... par les fonctions linéaires des indices d'un même système.

Désignons par / et j les mêmes groupes qu'au n° 773 : L étant contenu

dans 4^, 7 le sera évidemment dans F. Mais les groupes /, y, F étant de de-

gré moindre que L, J, 4^, le théorème C leur est applicable, par hypothèse.

Donc / et F sont des groupes pareils; donc / est primaire comme F. Donc

ceux des indices de L dont s est formé appartiennent exclusivement à un

seul des groupes L', L", L'",....

Ainsi, chacun des systèmes s, s',... est formé de tout ou partie des in-

dices de l'un des groupes L', L", L'",... (et de leurs fonctions linéaires); et

ces groupes pourront en général se partager en deux sortes : i*^ ceux dont

tous les indices appartiennent à un seul de ces systèmes; 2" ceux dont les *
, ^n-'

indices forment plusieurs systèmes. 5W%Mè1

// ne peut exister plus d'un groupe de première sorte. Car s'il y en avait

deux, L', L", ces deux groupes étant pareils à F, le seraient eotre eux, et

l'on tomberait sur un cas exclu (713).

775. Parmi les groupes de seconde sorte, il nen existe aucun qui soit dé-

composahle de première espèce. En effet, si l'un d'eux L' l'était, ses indices

se partageraient en deux hypersystèmes H'o, H',, dont chacun serait formé
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par les indices d'un ou plusieurs des systèmes s, s', Soient aoo, jo»*-- ^t

a?, , r, ,... les indices de ces hypersystèmes : L' se construira au moyen de

la substitution

W =
I
^„ j„ . . . , j7„ y„. .. xt,y\ , gx„ gy\, ... I,

et d'un groupe L\, dont les substitutions n'allèrent que les indices de H'„. Ce

groupe se construira lui-même à l'aide de deux groupes D'„ = (Aq, A'^, A'„,...)

et r'j,. Parmi les systèmes qui sont contenus dans HV , il en existe un s tel,

que le groupe / qui lui correspond soit dérivé de la combinaison de r'j, avec

(Aq,...) par exemple.

Soient maintenant L', , D', = (A,, A'j, A* ,...), T'^ les groupes transformés

de L'(j, D'o» r'o par W : L' pourra être considéré comme construit à l'aide

deW et de L'j; et parmi les systèmes qui sont contenus dans R\, il en existe

un s' tel, que le groupe correspondant /' soit dérivé de la combinaison de r'j

avec un des groupes (A,, A'j, A" ,...), (A',, A',,...), (A' ,...), D'ailleurs s

et s' contiennent le même nombre d'indices. Donc /' dérivera de la combi-

naison de Y\ avec (A'j,...). Mais / et /' devraient être pareils, ce qui n'est

pas, bien qu'ils aient la même forme; car ils ont 2 pour exposant et sont

rapportés respectivement aux indices iCo, j'o»"- et aux indices ic,, r,,... qui

correspondent à des substitutions dont les exposants d'écbange sont g fois

plus grands.

776. Chacun des groupes de seconde sorte déplace la moitié au moins des

systèmes (davantage s'il ny en a pas juste quatre). Cela est clair s'il n'y a que

deux systèmes. S'il y en a davantage, le groupe o étant primitif, le nombre

des systèmes est une puissance d'un nombre premier, telle que /?"(*) (533);

et si l'on caractérise les systèmes par n indicateurs x, y,..., variables de o à

/9 — I , leurs déplacements par les substitutions de (D seront de la forme

I

X, y^. . . ax -\- by + . . . -\- a, a' X -\- b'y -\- ...->!- a.' ,.. . \.

Le nombre des systèmes déplacés par chaque substitution de (© (l'unité ex-

ceptée) sera au minimum/?"—//'"', nombre égal à - />" si />'' = 4» supérieur

dans tous les autres cas (718).

Soient d'autre part L' un groupe de seconde sorte; D=:(A, A', A",...)

et r' les groupes qui servent à le construire; s l'un des systèmes qu'il con-

{ * ) Nous changeons ici le sens des lettres p, n.

76.



(iOt LIVRE QUATRIÈME.

tient; (A",..., F') le groupe /correspondant. Les substitutions (A, A') per-

mutent entre eux les qq' systèmes que contient L', sans déplacer les autres.

D'ailleurs elles appartiennent à J et par suite à 4^, et enfin à o. Donc les

systèmes qu'elles déplacent, et que contient L', forment au moins la moitié

du nombre total (davantage, si /?<4)-

777. Les propositions précédentes montrent que trois hypotbèses seule-

ment sont possibles relativement aux groupes L', L",

1° Il existe deux groupes L', L" de seconde sorte, contenant chacun préci-

sément la moitié des systèmes; p" =^L\. Ces groupes contiennent chacun deux

systèmes : ils sont évidemment semblables entre eux, et nous tombons ainsi

sur un cas exclu (713).

2° // existe un groupe de seconde sorte, L', et un de première, L". Les dé-

placements que L' fait subir aux />"— i systèmes qu'il permute entre eux

forment un groupe primitif A; sans quoi l'une des substitutions de L'

déplacerait tout au plus ^- systèmes, résultat absurde. On aura donc

p"—i =7r'", n étant premier; et le premier faisceau de A, 9, contiendra

Tî'" substitutions d'ordre n, échangeables entre elles.

Or si l'on admet, ce qui est permis, que le système que les substitutions

de A n'altèrent pas est celui dont les indicateurs sont tous nuls, les substi-

tutions de (p prendront la forme linéaire sans termes constants

(7) 1^, /,•• ax-h by-h. . ., a'x -+-b'x -h [.

Ces substitutions étant d'ordre premier à/?, et échangeables entre elles,

pourront être ramenées simultanément par un changement d'indices à la

forme canonique monôme. Les nouveaux indices Xo, X se partageront

en systèmes contenant respectivement [jlv, pJv',,.. indices, respectivement

répartis en v, v',... séries; et l'ordre de (p divisera [p^ — i) {p'' — i)...,

/jiy + fj-'v' -h... étant égal à n (186). Pour que cet ordre soit égal à/?"— i,

il faut évidemment qu'il n'y ait qu'un système, et qu'une série. Mais alors

les/?"— I substitutions de (p seront les puissances d'une seule d'entre elles,

de la forme

A =
I
Ao, A|, ... l Xo, iP Xi, ... |,

où i est une racine primitive de la congruence if"~*^^ i [moô.p). Mais cela

ne peut avoir lieu que si m = i , d'où p"— i = n. Dans ce cas, A contiendra

n[n—i) substitutions, toutes permutables à 9, et sera contenu dans le
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groupe K formé par celles des substitutions de la forme (7) qui sont permu-

tables à o. Mais en prenant pour indices indépendants Xo, X,,..., on voit

immédiatement que K se réduit aux n{p"— \) substitutions de la forme

|Xo, X„... aXr, aP\r+x,-. ' \.

Donc 7r(7: — i) = (//*— i)(/)"— 2) divisera n{p"~i), résultat absurde si

p" >4- Mais si /^<4» tl'où 7r = 3, on tombe sur un cas exclu (714).
3** // n existe qu'un groupe de seconde sorte, L'. Le groupe A formé par

les déplacements que L' fait subir aux systèmes est un groupe transitif con-

tenu dans le groupe primitifs. Appliquant à ces deux groupes le théo-

rème A, supposé vrai pour les degrés inférieurs à/)", on voit que ces deux

groupes sont pareils; / étant d'ailleurs pareil à T, L = L' le sera à ^, con-

trairement à l'hypothèse.

Cas où J^est indécomposable.

778. Théorème. — Les groupes .^, L, J étant définis comme au théorème C,

supposons que 4^ soit indécomposable et contienne J ; son premier faisceau 3

sera contenu dans F, premierfaisceau de L.

La démonstration est fondée sur le lemme suivant :

Lemme \. — Soient C, E deux substitutions quelconques de l : C~' E~'CE
sera échangeable aux substitutions de §. En effet, si 4^ est de première caté-

gorie, par exemple, les substitutions C et E qui y sont contenues seront de

la forme àV^S^^, Si et (-i étant définies comme au n"618 et ^ étant une

substitution qui ne déplace pas les séries. La substitution C~' E~' CE, se

réduisant évidemment à la forme ^, sera échangeable à celles de .?.

Si donc C est échangeable aux substitutions de É, E~* CE le sera.

Le groupe L étant supposé complexe, pour plus de généralité, soient L',

L",... les groupes primaires dont il est formé. Les indices de L' se réparti-

ront en général entre X' systèmes (couples de systèmes) S, S,,..., et L' sera

formé au moyen de deux groupes D' et V^, l'un permutant les systèmes,

l'autre n'altérant que les indices d'un seul système (couple de systèmes) S.

779. Lemme H. — Toute substitution de ê remplace les indices de S par des

fonctions de ces seuls indices. En effet, ces indices se partagent en séries. Si

chacune d'elles contient plusieurs indices, Gq, second faisceau de F'^, s'ob-

tiendra en adjoignant à son premier faisceau F» certaines doubles suites A,,
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B,,...;... dont les substitutions, étant abélienues propres, appartiendront

à J. Prenant C = A,, E = B,, il vient C~' E~' CE= 5, substitution qui altère

tous les indices de S sans altérer les autres. Les substitutions de .f lui étant

échangeables, remplaceront les indices de S par des fonctions de ces mêmes

indices.

Si chaque série ne contient qu'un indice, on obtiendra le même résultat.

Et d'abord r'^ sera de première ou de seconde catégorie.

1° S'il est de première catégorie, soit v' le nombre des séries de chaque

système. Si v'> i, r'^, et par suite J, contiendront les substitutions

^ =
I

. . . , Xr, ..., X,., , g''"Xr, . . . ,
g-P'x',., . . .

I ,

y^ z=;
I

. . . , Xri • • • , -^r» t Xr^ i , . . . , X ^._^^ , . . • | ,

OÙ ^ est une racine primitive de la congruence ^^'~'e^i (mod./)). Posant

C = ^, E = $, il vient C~' E~*CE=:^''~', substitution qui altère tous les

indices de S sans altérer les autres.

Si v'= I, d'où /?>>2 (616), r'o, et par suite J, contiendra les substi-

tutions abéliennes propres

§•=
I

x,x' gx, g~' x'
|, â\ =

\
X, x' x', — ^ |.

Posant C = g, E = At il vient C~'E~'CE = ^-, substitution qui altère tous

les indices de S {p"^ étant >3) sans altérer les autres.

2° Si r'o est de seconde catégorie, soit 2v' le nombre des séries : r'^ con-

tiendra les substitutions

g=:\...,Xr, , gl'"Xr,... \, (S=\...,Xr, ,
CP' Xr+,, . . .

\ ,

où g est une racine primitive de la congruence g^^ "^' ^^ i (mod./?) et e une

racine de la congruence e^^^^Ei — i. Ces substitutions, étant abéliennes

propres, seront contenues dans J si />>2. Posant alors C = ^, E = $, il

-vient C~' E~' CE = ^''~', substitution qui altère tous les indices de S sans

altérer les autres.

Si /?=:2, J ne contiendra pas $ (678); mais il contiendra $-; et l'on

pourra poser ^ — g, E = tf'% d'où C~' E'^CE^^'''"', substitution qui altère

tous les indices de S (sans altérer les autres), pourvu que l'on ait v'> i.

Soit /?= 2, v'= I . Si )/ > I , D' contient une substitution T qui remplace S

par un autre système S<. Cette substitution appartient à J (675); posant

C = T, E=^, et désignant par j, y^ les indices de S,, la substitution
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C~' E~' CE mullipliera x et v, par g~^ =5"^ y ^^ ^. par g* et n'altérera pas

les autres indices. Les substitutions de -f, qui lui sont échangeables, rem-

placeront donc X et y, par des fonctions de ces seuls indices. Soit

f= I

X, y„ ... fx+ m}\, l'x-{- m'y,, ...
\

l'une d'elles. Sa transformée par g, appartenant à ^, lui sera échangeable,

d'où les relations

gl'm— g'^l'm, {g— i)m{l— m')^ig-' — i)l'{l— m')= o {moà. p),

d'où l'on déduit, comme au n° 748, l'=^m^o. On voit de même que/
multipliera x^, y par de simples facteurs constants.

Resterait enfin le cas où/>= 2, v'= i, X'= i. Considérons dans ce cas les

groupes L",... qui concourent avec L' à la formation de L. Si l'un d'eux J/'

était de seconde catégorie et que les nombres v", X" respectivement ana-

logues à v', X' se réduisissent à i, il serait semblable à L', et l'on tomberait

dans un cas exclu (713). Dans le cas contraire, l'analyse précédente montre

qu'il existe une substitution qui altère les indices de l'un quelconque des

systèmes (couples de systèmes) de L", sans altérer ceux de L', et à laquelle

les substitutions de S soient échangeables. Les fonctions par lesquelles ces

dernières substitutions remplacent les indices de L' ne peuvent donc con-

tenir les indices de L".

780. Lemme 111. — Soit x l'un quelconque des indices de S. Il nefigure

qu'un seul indice de chaque série de S dans les fondions que les substitutions

de 3font succéder à X . Cela serait évident si chaque série ne contenait qu'un

indice. Admettons donc qu'elle en contienne plusieurs; et soient A,, B,,...;

A',, B'j,. ..;... les doubles suites qui, combinées à Fo, reproduisent Go-

1° Si r'o est de première catégorie, il contient une substitution abélienne

propre T qui ne déplace pas les séries et ne soit pas échangeable à A, aux

Kprès (733). Cette substitution appartiendra à J; et si l'on pose C = A,,

E= T, C~'E~*CEsera de la forme/A"' B^..., /étant une substitution de Fp.

Les substitutions de S sont échangeables à cette substitution et à ses trans-

formées par les substitutions abéliennes propres T, T,,... que contient T^.

Mais les transformées de/A"'Bi'... par ces dernières substitutions, étant

jointes à Fo, reproduiront tout le faisceau (F», A,, B,,...). Donc ces trans-

formées, combinées entre elles, reproduiront une substitution de la forme

/Aî'B,'..., quels que soient les exposants 7,, (?,, En particulier, elles

reproduiront des substitutions telles que/, A,, /A,
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On verra de même que parmi les substitutions auxquelles celles de ^

doivent être échangeables, il en existe de chacune des formes/,' A',...;—
Cela posé, les substitutions/, A,, /2A2,...; /i A',,...;... multipliant tous

les indices par des facteurs constants, les substitutions de ^, qui leur sont

échangeables, remplaceront chaque indice par une fonction de ceux-là seu-

lement que chacune de ces substitutions multiplie par un même facteur.

Deux indices quelconques [^, ^2- •• >3t •••]'• ^^ [^\^^...-n\...\r d'une même

série sont multipliés par un facteur différent dans l'une au moins des sub-

stitutions ci-dessus; car si ^,, par exemple, diffère de ^'j,/ A, ne les mul-

tipliera pas par le même facteur.

781 .
2° Si r'o est de seconde catégorie, il contiendra encore une substi-

tution T qui ne déplace pas les séries et ne soit pas échangeable à A, aux

F .près. Si T n'était pas abélienne propre, mais multipliait les exposants

d'échange par un facteur k, T'^ contiendrait la substitution

où le facteur h est une racine de la congruence h''^'^* ^k(moà.p), et la

substitution abélienne propre h~* T, qui transforme A, de la même manière

que T. On pourra poser C = A, E=;A~'T; et C~'E~'CE sera de la forme

/Aî'B^ Les transformées de cette substitution par les substitutions T,

T,,... du groupe T'^, ou, ce qui revient au même, par les substitutions abé-

liennes propres A~'T, A^^T,,..., lesquelles appartiennent à J, combinées

entre elles, reproduiront des substitutions de chacune des formes /A,,

/a Aj, Cela posé, on achèvera le raisonnement comme tout à l'heure.

782. 3° Si r'o est de troisième catégorie, sa construction dépend de

groupes auxiliaires /, /',... de première ou de seconde catégorie, et respec-

tivement correspondants aux doubles suites A<, B,,...; A',, B'^,...;— Con-

sidérons en particulier le groupe /; et posons ^

^l.»"iPo^. . . —
I
^,,71,. .. a;, -f-a,, J, -^|3„. . . |.

Les substitutions de / seront de la forme

I

x„ ji, • • • «', -^1 + c\ J, -h . . . , b\ Xi -h d\y\-\-. ...... \.

Supposons, pour plus de généralité, que / soit décomposable; il sera

formé à l'aide de deux groupes : l'un, â, permutant les systèmes (couples de
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systèmes) d'un mouvement d'ensemble; l'autre, 70, n'altérant que les in-

dices du premier système (couple de systèmes). Soient 9 le premier fais-

ceau de Yo', «,, bt,...\ ût', , 6', ,...;... les doubles suites qui, jointes à ç, for-

meront son second faisceau. Ces substitutions, ainsi que celles de <? et de 9,

seront les corrélatives de certaines substitutions de V^,, telles que T, T,,...,

qui multiplieront les exposants d'écbange par des résidus quadratiques

de/? (671-677). On peut admettre que ces résidus quadratiques se réduisent

à l'unité : car, si T, par exemple, multiplie les exposants d'échange par P,
soit k la substitution de V^ qui multiplie tous les indices par k: r'^ con-

tiendra la substitution ^"'T, qui est abélienne propre et a la même corré-

lative que T.

783. Supposons maintenant en premier lieu que 70 soit de première ca-

tégorie. Remplaçons les indices a?,, j,, a^j, y^,... par d'autres indices indé-

pendants, choisis de telle sorte que le groupe / prenne sa forme type; soient

[^,^2--->7i'"jr ' [Il ?2---^f-j, ceux de ces indices qui forment respective-

ment le premier et le second système de 7», Q,?,...r.,...ro' Q,?,...r„...ri les sub-

stitutions correspondantes. Soient v le nombre des séries de chaque système,

[}. le nombre d'indices de chacune d'elles; les av indices imaginaires

G ? y, .^ dépendent d'un nombre égal de fonctions réelles 0?'^,..., x'^^. Les

indices des premiers systèmes de chacun des autres couples dépendront de

même de fonctions analogues j?'„^,,...: et l'on peut admettre, sans nuire à la

généralité, que a?',,..., x'^.,^ a?'^,^!,... se confondent respectivement avec

a?,,..., x^.,y x^.,^^,... (638). Cela posé, les substitutions A-,,..., Ay,.„ corres-

pondantes aux indices a?,,..., x^.,, seront dérivées des substitutions

Cï,L...r.,...ro» et réciproquement.

Soit par exemple -A, =C^ 0. oo---Q,;. ,,...ro--" et soit h une racine pri-

mitive de la congruence h^^~*^ i (mod./?). La substitution h d'ordre 2*—i

dont les puissances reproduisent 9, transforme ^i>, en Coo...o..oo'-Q,;, .,,..«•••»

laquelle diffère évidemment de <.l,,. Donc xz^h~\K,ih ne se réduit pas à

l'unité. Cette substitution est d'ailleurs évidemment dérivée de d,,, aV.2,...,

rijj,^; supposons-la donc égale à .i.''...=.l,'r- Soit maintenant H la substitution

abélienne propre contenue dans T'^ et qui a h pour corrélative; on aura, en

posant C = A,, E==H, C"' E-' CE =/Ar'... A"r (/ étant une substitution

de Fo), et les substitutions de -f seront échangeables a cette substitution, et

à ses transformées par les substitutions de J.

Les transformées de la substitution .i.î'....i,J;r par les substitutions

77
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(/i, «,, b,,...y a'j, fe'i ,...), combinées entre elles, reproduiront toutes les

substitutions (.1.,,..., al>ij.v). Car celles qu'elles reproduisent forment évi-

demment un groupe permutable à A, a,, b,,..., a',, b\,.... Si ce groupe

ne contenait qu'une partie des substitutions (ei.,,..., ^l>,iv)» le groupe

{h, a,, 6,,..., a'j, b\,.*.) serait non primaire. On pourrait donc déterminer

(les fonctions réelles des indices en nombre inférieur à av, et que cbacune

de ses substitutions remplacerait par des fonctions linéaires les unes des

autres; résultat absurde, car d'une fonction quelconque jointe à ses trans-

formées par A, a,, è<,..., a'j, 6'j,..., on déduit p.v fonctions distinctes, ainsi

que nous l'avons vu.

Les substitutions (.i,,,..., A>^^y), ainsi dérivées de a,"'...A.'r et de ses

transformées, étant à leur tour transformées par celles de â, fourniront toute

la suite des substitutions ^^i,,,..., <.i,,iv» «^^[av+i.

Cela posé, il est clair qu'en transformant /A"'... Aj^r par les substitutions

abéliennes propres qui ont pour corrélatives h, a,, 6,,..., a\, b\,..., com-

binant ces transformées entre elles, et transformant les résultats obtenus

par les substitutions abéliennes propres qui ont pour corrélatives celles

de §, on obtiendra aux F» près toutes les substitutions de la suite A,,...,

A(iv» A^^^.,, D'ailleurs les transformantes appartiennent à r^, et par suite

à J. Les substitutions obtenues et qui sont respectivement des formes/, A.ijAf^

/à Aa,... seront donc échangeables à celles de ^. Cela posé, on achèvera laj^ J
<lémonstration comme aux deux premiers cas.

Remarque. — En considérant les seconds systèmes de chacun des couples

entre lesquels se répartissent les indices de 4^, on démontrerait, d'une ma-

nière analogue à la précédente, qu'il existe des substitutions des formes

/[ B,,/^ Ba,... échangeables aux substitutions de ^.

784. Si Yo est de seconde catégorie, la démonstration est la même, sauf

la simplification résultant de ce que les indices de 70 "e forment qu'un sys-

tème, ce qui permettra de démontrer du même coup la proposition relative

aux substitutions /, A,, /a A2,..., et celle relative aux substitutions// B^,

/a Ba,....

785. Lemme IV. — Lesfonctions des indices de S que les substitutions de S

font succéder à x ne contiennent aucun indice appartenant à une autre série

que a?. Ih'ois ca s sont h distinguer :

1° r'o est de première catégorie. Soient g la substitution d'ordre/?''—!

dont les puissances reproduisent F^, a et (i? deux substitutions définies
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comme au n° 618; r'^ contiendra une substitution abélienne propre de l'une

des deux formes c^^, JKP^, ^ ne déplaçant pas les séries (*). Suivant que

l'un ou l'autre de ces cas se présentera, nous prendrons C = ^, E = ^^,
d'où C-•E-•CE = ^-^ ou C = g, E = A($^, d'où C-«E-*CE = ^-(^'^ Les

substitutions de .T seront échangeables suivant le cas à la substitution g~'^

ou à la substitution g'''^'^; elles remplaceront donc chaque indice par une

fonction de ceux-là seulement que ces substitutions (qui sont canoniques

monômes) multiplient par un même facteur constant.

Soit d'abord C~'E~' CE= §'"''. Supposons, ce qui est permis, que x soit

de la première série; g~- multipliera les indices a7p, jp,... de la p-hi'^"^ sé-

rie du premier système par g~'^', et les indices a:^'^, j'^,... de la r-+-
i"'"'"

série du second système par g-P\

Pour que les fonctions que les substitutions de ^ font succéder à x con-

tinssent l'un des indices a?p, jp,..., il faudrait qu'on eût

g-'^g-^p'- {mod.p), d'où 2(p?— i;^o (mod./?'— i),

ce qui est absurde, p étant <v.
Pour que ces fonctions continssent l'un des indices x'^, j',. , il faudrait

qu'on eût

g-^^g^p' (mod.p), d'où 2(p'"-t-i)^o (mod./3^— i).

Posons donc

(8) ti{p'--\- i) = /f{p''— ï), d'où p'^ikp"-' — 2.) = k-\-2;

on aura a fortiori, ff étant au moins égal à i et p^'"^ à 2,

2/r — 2 = A-i-2, d'où A-^4-

Posant successivement ^•= i, 2, 3, 4 dans la relation (8), et remarquant

que/>''>4 (616), et ne doit pas être égal à 3^, ce qui serait un cas exclu

(704), on ne trouvera qu'une solution, X = i, /•= o, />''= 5.

Cette dernière hypothèse ferait elle-même tomber dans un cas exclu si

chaque série ne contenait qu'un indice, ou si le nombre oc du n"^ 705 était

{*) En effet, les groupes auxiliaires qui servent à la construction der', contiennent chacun une

substitution qui multiplie chaque indice par p : ces substitutions sont les corrélatives d'une sub-

stitution de r',, de la forme ^^, laquelle, combinée à la substitution de forme .îR-^^que I',

contient nécessairement (636), donnera une substitution de la forme c'R.5^ou de la forme A^p .

11'
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pair. S'il est impair, T'^ contiendra deux substitutions abéliennes propres

A\ G, telles que l'on ait a'"' G"' ^' G = g", x étant impair (763-765) (*). Les

substitutions de ^ étant éebangeables à g"^, qui multiplie x par g"^ et x\

y',... par un autre facteur g~'^y feront succéder à x des fonctions qui n«'

contiennent pas a;', y',

—

786. Soit maintenant C-' E"' Œ — g-^P+*\ Cette substitution multiplier?

par^-(P^«), a7p,7p,... par ^-(''-^'^^', 4, /,,... ^^v g^P^'^p\

Pour que les fonctions que les substitutions de ^ font succéder à x con-

tiennent iCp, jKp,..., il faut qu'on ait

g'-(p+^)^g-{p+^)p^ {rcioA.p), d'où {/?+ i)(/?p— 1)^0 (mod./>'— ij,

relation où p est au moins égal à i et moindre que v. Si p<v — i, elle

est impossible, car on aurait

(/;4-i){pe-i)^(p'-i)(y??-i)</>'-i.

Soit donc p = v — i ; il vient

p' -h p^~' — p — ï^o (mod./?'— i), d'où p'-' — p^o;

d'où enfin v = 2, p = i, p restant arbitraire.

Pour que ces fonctions continssent les indices x'^, y',.,..., il faudrait

qu'on eût

(9) g-(p-*-^^^g^P-^'^p'' (mod./?), d'où {p-hi){p''-\- 1)^0 (mod./?"— 1),

relation impossible si v>4- Car soit dans cette hypothèse r = v — i; le

reste p^~* -h/? 4- 2 de la division de {p-{- i){p^ -h i) par/?^--i sera </>'— 1

et > o. Soit au contraire r< v — i ; on aura

ip -hi)(p'-^i) = p'+' -hp' -i-p-h I <y>^-' ^-jo^-^-+-. . .+p -+- 1 < ^^-3-^ <P' — ï

Si V = 4 et r= 3, il vient la relation absurde

o^p*-^p^-\-p-{-\^p^-\-p-\--i (mod.;»* — i).

I*) La substitution g' n'est autre que la substitutiony de l'endroit cité.
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Si V = ], r= 2, il vient

p* — «

. ( p -\-t){p*-h i) = - ^o (moà.p*— i), d'où p = 2.

Si V = 4. '<2, (/> + i) (/^'^-H i) sera </>'— i.

Si V = 3, r= 2, il vient la relation absurde

ip -^ ^){p' -^ I )^ /?*-+- p -f- 2^o(mod./ï'— i)^o (mod./ï' t-^ -i- i}.

Si v= 3, r<2, la relation (9) est absurde.

Si V = 2, il vient

jf-hi^o (mod. p— i), d'où 2^0 {mod.p—f), p = 2ou3.

Si V = I , d'où r= Q, il vient

2(/j-i-i)^o (mod.;?— i), d'où p = 2, 3 ou 5.

Or/>''> /| (616) et ne peut être égal à 3^ (704). En outre, le cas oùy3 = 5

a déjà été discuté. Il ne reste donc que deux cas d'exception : i'' v = 2 et

p quelconque, mais >3; cas où les fonctions que les substitutions de 3

font succéder à x peuvent contenir un indice de la série a;,, j,,...; 2° v= 4.

p = 2, cas où ces fonctions peuvent contenir un indice de la série a?^, y'.y

787. Discutons le premier cas d'exception. Admettons que ^ contienne

une substitution z> qui remplace x par lao -+- m v, par exemple : 9 rempla-

cera de même j, par une fonction l'x -+- m'y, des deux indices qui sont

multipliés par le même facteur que v, dans toutes les substitutions que nous

avons vu être échangeables à ç. La substitution g, étant abélienne propre,

appartient à J, et par suite à 4^; la transformée de 9 par g appartiendra

à S; elle sera donc échangeable à o, d'où les relations suivantes

g'-P l'm= gf-' l' m, {g'-P— i)m{l—m')= {gP-'— i)r(/— m')= o.

On en déduit, comme au n°748, l'^m^o, ce qui établit notre propo-

sition.

Soient maintenant v= 4, />= 2, et ? une substitution de f qui remplace x
par lx-\-my\, y\ par l'œ+ m'y'.-, : sa transformée par g lui sera éehan-
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geable, d'où les relations

g'-<'PWm^g-('+P'Wm, d'où (gr=('+/'')
— i) /'m= o,

{g'+p'-—i)m{l—m')^o, {g-('+p'-)—i)l'{l — m')^o.

Mais 2(1 -i-/?"), et a fortiori ±(1 +/>^) ne sont pas des multiples de/>* — i;

donc ^2()+p«)_j^ ^^c'+z»"-)—! ,^e se réduisent pas à zéro. On aura donc

ici encore

l'm^m{l — ni')^l'{l—m')^o, d'où /'^ m^o (748)',

ce qui démontre notre proposition.

788. 2° r'o e5i de seconde catégorie. Soient 2v le nombre de séries, g la

substitution d'ordre />"+ 1 dont les puissances reproduisent Fq. Le groupe r'^,

résulte de la combinaison de substitutions de la forme ^avec une substitu-

tion de la forme à^^^, § étant égal à i ou à 2 (590). On peut la supposer

abélienne propre, car si elle multipliait les exposants d'échange par k,

T'q contiendrait la substitution (S^^h~\ qui est abélienne propre, et de la

forme 'î'°^(la substitution h étant définie comme au n*' 781).

Supposons d'abord v>i, et posons C = ^, E=:$^^; la' substitution

C~' E~' CE = gP -' sera échangeable à toutes les substitutions de ^. Or cette

substitution multiplie x par gP -* et Xç, yç,... par^'''~'^^^ Pour que les

fonctions que les substitutions de # font succéder à œ continssent l'un des

indices oo^, y^, il faudrait qu'on eût

(10) gp^-< ^ g(p^-np\ d'où (p^— i)(pf—i)^o {mod. p' -+- 1).

Dans cette relation p peut varier de 1 à 2V — i. Mais soit p = v-hr; on a

p^ ^^ — p'' {moà. p^ -\- i); de sorte que la relation (to) revient à l'une des

deux suivantes :
•

(11) (/>*—!)(/>?— i)= o (mod. />•'+!), p = i,...,v— I,

(12) (p*— i)(p'^+ 1)^6 (mod./?'4- i), r=: o, I,. . ., V — I.

Étudions les moyens de satisfaire à ces deux relations, en supposant â= 2,

ce qui est évidemment le cas le plus favorable. Commençons par la rela-

tion (11).

Si p<v — I, on a (/>^— i)(/?P— iXp^''''-\- i <p^-^ i. Donc la relation

est impossible. Si p ^ v ~ i , elle donne

/>'*-' — y?^-' — p^ -h i ^ — /?'-' — p"" — p -^ 1 ^o (mod. p" + i).
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Si V > 3, cette dernière relation est impossible, car — /^"^'—/?' — /) -t-

i

e§t négatif, et moindre en valeur absolue que /?'^~' h- ...+/? h- i = ^ ~~\

et a fortiori moindre que ^''+ i . Si v = 3, elle devient

ip^-<rp—\^o (mod. /?' -f- i),

et ne serait satisfaite que pour />= 2; mais ce cas est exclu '708 . Enfin,

si V = 2, elle devient

o^p- + ip— i^9.{p — i) (mod. /?' H- i),

ce qui est absurde.

Passons à la relation (12). Elle est impossible si r<v — 2; car on aurait

Soit /•= V — 2 : il viendra

o^{p^ — I
) (

p'-^ -1- I )^ — p'-' -h p^ — 2 ( mod. p' H- I ).

Si v>3, — /)''~^-f-/?^ — 2 sera négatif, et moindre en valeur absolue que
p'~' 4- 2 et a fortiori quep'-h i . La relation est donc impossible. Si v = 3,

on n'aurait de solution que pour/?=2; mais ce cas est exclu (708). Si

v = 2, —p^~^-i-p^ — 2 se réduit à />^ — 3, quantité positive, et inférieure

à /?--+-!. Donc la relation est impossible. f.

Soit enfin r=v — \ : il viendra ,fH«^

o^ (/>' — I
)
(p^' -i_ i) ^ _ p'-' ^ pi ^ p — i ( mod. p' 4- I .

Si v> 2, — p^-*
-i-

p^—p — I est négatif, et moindre que/>'-f 1 : la relation

est donc absurde. Si v = 2, il vient {p— i)-^o(mod./>-+ i), ce qui est

absurde.

789. 11 reste à considérer le cas où v = i. Supposons que ^ contint une

substitution 9 qui 'remplaçât x par une fonction telle que Ix-^my,, où

figure un indice de la seconde série. Il est clair que o remplacerait récipro-.

quement j, par une fonction de la forme /'ic+m'r,. Cela posé, la trans-

formée de 9 par g appartiendra à J, et par suite sera échangeable à 0; d'où

les conditions

g'-p l' m^f^p-' l'm, ou (§•'%-')— i)/'/n=EO (mod.p),

[g^-p— i)m{l' - m)= o, g(P'^)-\)l'{l'— m)= o.
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d'où, si /><3, auquel cas 2{p — i) n'est pas divisible par /?-f-F,

l'm^m{l—m')^l'{l— m')^o, et enfin l'^^m^^o (748).

Soit enfin p = ^, v = i . Si chaque série ne contient qu'un indice, ou si le

nombre jx (709) est pair, on tombera dans un cas d'exclusion. Si di est

impair, il existera dans T'^, deux substitutions ^', G, telles que l'on ait

<?'"' G~' a'' G = g^, T étant impair (766). Les substitutions de .7 étant échan-

geables à ^^. qui multiplie a; par g"^ et les indices o^,, j, ,... de la seconde

série par un autre facteur g'^^, feront succéder à x des fonctions qui ne con-

tiennent pas ^,, y,

790. il résulte des propositions précédentes qu'une substitution quel-

conque (p prise dans i multiplie chaque indice de S par un facteur constant;

car la fonction par laquelle elle le remplace ne contient que cet indice.

Si chaque série de S contient plusieurs indices, <p les multipliera par un même
facteur. Car cela est nécessaire pour qu'elle soit échangeable à des substi-

tutions de chacune des formes/,' B,,/2 Ba,....

D'ailleurs 9 est réelle et abélienne propre. Elle multipliera donc les séries

conjuguées ou conjointes par des facteurs conjugués ou réciproques. Il est

clair par là que 9 appartiendra à F.

791. Corollaire I. — Si l'un des groupes L', L",... est de seconde caté-

gorie, s^sera de seconde ou de troisième catégorie. En effet, si L', par exemple,

/lest de seconde catégorie, soient x, x',... etj, j',... deux séries conjointes

"^de L'. Chaque substitution de Ij^ou de F, ce qui revient au même, et a for-

tiori chaque substitution de §, les multipliera respectivement par des fac-

teurs égaux ou conjugués. Donc ces deux séries feront partie d'un même
système dans ^, et ce groupe sera de seconde ou de troisième catégorie.

Corollaire II. — Si Vun des groupes L', h" ,... est de troisième catégorie,

inséra de troisième catégorie. En effet, soit x, x' ,... une série de L', qui soit

sa propre conjointe. Chaque substitution de F, et a fortiori chaque substi-

tution de §, multipliera x, x',... par ± i. Cette série sera donc sa propre

conjointe dans 4^.

792. Théorème. — Le théorème C est vrai si 4^ est indécomposable et de

première catégorie.

Soient v le nombre des séries de chaque système; ju,= w^?ô'^'... le nombre

des indices de chaque série; $ le premier faisceau de 4^; g la substitution

d'ordre/?''— i dont les puissances reproduisent 3; A-.,, itî>j,-"> =^^'1. '^ô^,... les
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doubles suites qui servent à former son second faisceau. On va voir qu'en

supposant le théorème en défaut on aboutirait à une absurdité.

Proposition I, — L'ordre © d'un groupe 5 contenu dans s^et dont les sub-

stitutions soient abéliennes propres, échangeables à celles de i et échangeables

entre elles aux i prés, et ne déplacent pas les deux systèmes de i^^ ne peut

dépasser u} [p'— i )

.

La démonstration est identique à celle du n**752.

793. Proposition II. — L est primaire et indécomposable.

En effet, supposons L complexe, par exemple, et formé avec les groupes

primaires L', L", Admettons que les indices de L' forment ). couples de

systèmes, que nous désignerons par 2o, 21,,..., et dans lesquels chaque sys-

tème contienne v' séries contenant chacune \j! indices; L' se construit à

l'aide de deux groupes, dont l'un D' permute les couples de systèmes, l'autre

Y\ n'altérant que les indices du premier couple 2o '• soit F^, le premier fais-

ceau de r'(j. La substitution g, dont les puissances reproduisent .?, est con-

tenue dans F, premier faisceau de L (778). Elle sera donc le produit de deux

substitutions partielles, dont l'une, g^^ altère les indices de 2^, et appartient

à F^, l'autre h altérant les autres indices.

Or soit d'abord /> > 2 : Y\ contient une substitution ^ÇP^ qui permute

entre eux les deux systèmes de Z» (636). Cette substitution transformera ^'„

en g^^-p'^ et sera échangeable à h\ elle transformera à^wç, g—g\h en g\~^^h.

D'ailleurs elle appartient à J, et a fortiori à 4^; donc elle transforme g en

une de ses puissances. Mais g^ et h altérant des indices différents, il est clair

que cela ne peut avoir lieu que si cette puissance se réduit à l'unité.

Or considérons un indice quelconque de I»; ^ ou, ce qui revient au

même, ^^ le multiplie par un facteur tel que g^ \
g^-^'^hXe. multiplie par

^"^'''^ On doit donc avoir l'égalité

g-p'^^^gp' (mod.p), d'où pi^v^o (mod./?*— 1),

ce qui est absurde, o étant <v.
Si p = i\q raisonnement précédent est en défaut, car la substitution

^$P^ pourra ne pas appartenir à J (671-674). Mais dans ce cas on aura

v>2, v'>2, p' et p^' étant >4 (616). Cela posé, F'^ contient une substi-

tution abélienne propre de la forme Ç"^, laquelle appartiendra à J, et par

suite à ^, et transformera g en g'/ h, qui ne pourrait se réduire à une puis-

78
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sance tie g qu'en adnieltant la relation absurde

, /?'— i^o [modi. p' — i).

794. Proposition III. — 4^ e/ L ont le même premier faisceau. En effet,

soient v' le nombre des séries de chacun des systèmes de L, |m,' = 7:*^7r'*''... le

nombre d'indices de chacun d'eux. Chaque substitution de F, et a fortiori

chaque substitution de .f , multiplie ces indices par des facteurs dont la puis-

sance /?'''-'
I se réduit à l'unité. Mais S est formé par les puissances d'une

substitution g qui multiplie chacun d'eux par un facteur tel que gP\ g étant

racine primitive de la congruence gP'~^ ^ i (mod./?). On aura donc

gp{p-\)^i (niod./?), d'où p' — 1^0 [n\oû.p'—\).

Donc v' est un multiple de v, tel que hj. D'ailleurs le nombre des indices est

u' v'
égal à 2,av et à 2/jl'v'. On en déduit /x = '^^ = k[L'.

Soient maintenant A,, B,,...; A',, B'j,...;... les doubles suites qui, jointes

à F, reproduisent G, second faisceau de L; et posons, comme d'habitude,

6 = A7'B7"'A,B<, 5'= A'i~' B'j"' A', B'j,.... Les puissances de Q appartien-

dront à .f. En effet, /jl' divisant p., tt, n',... le diviseront; donc chacun d'eux

sera égal à quelqu'un des fadeurs vs, zs', Soit par exemple ;: = ^. Les

deux substitutions et S = 01.7' \il)7*c.l,, ilîj, sont d'ordre n et appartiennent

à F. Donc les puissances de 6 et celles de & sont identiques, et se confondent

avec les puissances de g' '
,
g' étant la substitution dont les puissances

reproduisent F.

Cela posé, les /x'^ [p'' — 1) substitutions de G seront abéliennes propres et

échangeables entre elles aux $ près et appartiendront à J. En outre, elles

ne déplacent pas les deux systèmes de i^. En effet, elles remplacent un in-

dice quelconque x par une fonction des indices x, y,... qui appartiennent

au même système dans le groupe L; qui, par suite, sont multipliés par le

même facteur que x, ou par un facteur conjugué, dans chacune des substi-

tutions de F, et a fortiori, dans chacune des substitutions de §; qui, par

suite, appartiennent au même système dans .^. On aura donc la relation

'/'{?"' — <
f^' (/>"'— I ), ou />*' — I = /. = (/?•' — I ),

d'où l'on déduit, comme aux n*^* 757-758, la preuve de notre proposition.

Cela posé, le théorème se démontrera comme aux n'^^ 758-759.
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795. Théorkme. — Le théorème C est vrai, si ^ est indécomposable et de

seconde catégorie.

Premier CA.S. — h est complexe ou décomposable

.

Supposons que le théorème soit en défaut, et choisissons les indices in-

dépendants f^,|2--->îi •••]'• ^^ manière h ramener ^à sa forme type : soient

M = 2av le nombre de ces indices, 2v le nombre de séries entre lesquelles

ils se répartissent, ii = zs^ ts'^' . . . le nombre d'indices de chaque série; J le

premier faisceau de ^, g la substitution d'ordre /?" -h i des puissances de

laquelle il est formé, »i,,, ub,,...; <.C,, ifc'j, ...;... les doubles suites qui,

jointes à .?, forment son second faisceau Ç : les substitutions de ^seront de

la forme ffP §§'..., Ç étant la substitution

OÙ / est suivant le cas égal à i ou à une racine de la congruence

l^'*^' ^^ef-' {mod.p), e^'~' étant lui-même congru à — i, et S, S',... des

substitutions qui ne déplacent pas les séries, et sont respectivement échan-

geables à toutes les doubles suites, sauf à la première, à la seconde, etc.

D'autre part, supposons L complexe et formé à l'aide de groupes pri-

maires L', L",— Si Ton choisissait ces indices de manière à ramener ces

groupes à la forme type, ceux de L' par exemple se répartiraient entre

X' systèmes (ou couples de systèmes) So, S,,... contenant chacun 2-/ séries,

contenant chacune a' indices; et L' serait formé à l'aide de deux groupes,

dont l'un D permute les systèmes, l'autre Vf, n'altérant que les indices du

premier système Sq. Soient F©, G© les premier et second faisceaux de r'p.

Nous admettrons que parmi tous les systèmes entre lesquels se répar-

tissent ainsi les indices de L, So est l'un de ceux qui en contiennent le

moindre nombre N. On aura évidemment N^ —

•

796. Les substitutions de T'^^ se réduisent à la forme S S'

—

Soit en effet yt = $?§§'... une quelconque de ces substitutions : elle trans-

forme g en gf^
. Mais prenons pour indices indépendants ceux qui ra-

mènent L à sa forme type ; g étant contenu dans J, et par suite dans F (778)

conservera sa forme canonique. Soient maintenant x un indice quelconque

appartenant aux systèmes S,,...; ^^' le facteur par lequel la substitution g
le multiplie : il est clair que k-* gk et g^' le multiplient respectivement par

g^ et par g^''^\ facteurs qui ne peuvent être égaux que si /o^o (mod.v).

78.
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797. Nous allons prouver maintenant que fx' na aucun diviseur impaii

.

Si ^ avait un diviseur premier impair tt, l'une au moins des doubles suites

qui servent à construire G» serait formée de substitutions d'ordre ;r, ayant

pour caractéristique une puissance de i — K'^. Soit h une quelconque de ces

substitutions : elle laisse invariables, outre les M — N indices des systèmes

autres que So, la ti'^'"^ partie de ceux de So. Cela posé, nous allons voir que //

ne peut appartenir à 4^.

798. Proposition \. — La substitution h ne peut appartenir à Ç.

En effet, h laisse invariables plus de la moitié des indices. Soit au con-

traire /ul>'... une substitution quelconque de ^, /désignant une substitu-

tion de #, V une substitution de la forme ^iî'dî^'---» ^' ^^^ substitution de la

forme <.i>'/' 'ip.)'^^'..., etc. Si u, u',... se réduisaient à l'unité, /ui»'... appar-

tiendrait à .^, et par suite à F; elle ne pourrait donc se confondre avec h.

Soit donc v^i; et supposons que la première des puissances de/u qui ap-

partient à ^ soit la w""'"^. Prenons pour indices indépendants ceux qui ra-

mènent /u à sa forme canonique; et considérons spécialement ceux de ces

indices qui appartiennent à une même série, la première par exemple; ils

se partagent en tz classes également nombreuses; et si /u multiplie les in-

dices de l'une de ces classes par m, elle multipliera ceux des autres classes

par m^,..., m^^~*, Sr étant une racine de la congruence S^^eeei (mod./?).

Cela posé, la substitution u'... remplace les indices de chaque classe^ par

des fonctions de ces indices, fonctions qui ne varient pas d'une classe à

l'autre. On peut donc la ramener à la forme canonique par une transfor-

mation d'indices qui n'altère pas/u; et si u'... multiplie par n l'un des nou-

veaux indices, elle multipliera par le même facteur les indices analogues

des autres classes.

Soient donc oc, y,... des indices quelconques que /y et y'... multiplient

par m et par n; il existera des indices en nombre égal que ces substitutions

multiplient par mS^P et./i, quel que soit p. Si mn = i, on aura m^^n = S^p.

Donc à chaque indice inaltéré par/uy'... correspondent 77; — i indices

respectivement multipliés par 3^,..., Sr^~'; et le nombre des indices de la

première série qui restent inaltérés est au plus égal au zs'*""^ du nombre

total; de même dans chacune des autres séries. Il est donc impossible que

plus de la moitié des indices restent inaltérés.

799. Proposition II. — On peut déterminer parmi les substitutions de l'une
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desformesfM tf\j\... unfaisceau plus général que J, permutable à h^ et dont

les substitutions soient échangeables entre elles.

La substitution h étant échangeable à celles de J, et non contenue dans ^,

ce dernier faisceau contient au moins une substitution T de l'une des

formes u, i^',..., de la forme y par exemple, à laquelle h ne soit pas échan-

geable aux cf près. Prenons pour indices indépendants ceux qui donnent

à h sa forme canonique. Soient x, a/,... les indices, en nombre P, que ^

n'altère pas; j,... les autres, en nombre Q, qu'elle multiplie par des fac-

teurs constants m, Soit enfin

„ \ Xj x\. . . ax -h bx' H- ... -4- cr -H ... , a! x-^h' x' -\- ...-\- c'y -h . .
.
, .

.

\ y, ax + ^x'-\- . . . -»- y r -h . . . ,

Soient respectivement i/,... les fonctions que T~' fait succéder à v,.... La

substitution T~' hr^ TA = Tq se réduit à

1 m— \

X, x\. . .,y,. . . ^ -+- o, x' -\- o y. . ., —y-i y u -h ......

.

o =^(m— i)cu-h..., f',... étant des fonctions des Q variables m, Ces

fonctions, en nombre P>Q, ne peuvent être toutes distinctes. Soit par

exemple rf~k-r'f'+...^o: T» laissera invariable la fonction rx -{- r'
x' -h

Mais h laisse cette fonction invariable; donc T,, To,..., transformées de T,

par h et ses puissances, jouiront de la même propriété.

Le faisceau dérivé de (.?, To, T,, To,...), évidemment contenu dans le

faisceau (^, y), est plus général que -? et permutable à h; de plus, ses sub-

stitutions sont échangeables entre elles. En effet, choisissons les indices

indépendants de manière à ramener To à sa forme canonique; et considé-

rons spécialement ceux des nouveaux indices qui appartiennent à la pre-

mière série. Ils se partagent en ts classes telles, que To multiplie les indices

des diverses classes respectivement par les facteurs i,..., S*,..., &^~'.

Les substitutions T,,... sont toutes échangeables à T„ aux puissances

près de Sr. Soit donc Tr'ToT, =Sr*To. On aura T, = C^D, C étant la substi-

tution qui remplace les indices de la classe p par ceux de la classe p-ha,

et D une substitution échangeable à To et qui par suite remplace les indices

de chaque classe par des fonctions de ces mêmes indices. Mais T,, laissant

invariables des indices que To n'altère pas, ne déplacera pas. la classe cor-

respondante; donc a = o, et T, sera échangeable à T,.
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800. Proposition III. — La substitution h ne peut appartenir à s^.

Soit un faisceau contenu dans [§, u) qui satisfasse aux conditions de la

proposition précédente, et qui ne soit contenu dans aucun faisceau plus gé-

néral jouissant des mêmes propriétés. Il résultera de la combinaison de '?

avec un certain nombre de substitutions G, = .i,"' ad»?'..., S2= a..;' idf. ••»•••. ^„

telles, qu'aucune d'elles ne dérive de la combinaison des précédentes avec ^.

On peut déterminer une substitution .i,['D'of ... qui transforme s,, 82,...

en Sr^-e,, ^^-Ga,..., e^, 60,... étant des entiers arbitraires, car il suffit pour

cela de résoudre les congruences

a,/, — [3, ^, H- . . . ^e,, y, j, — (5, ir, H- . . . ^é»,,. . .,

qui ne pourraient être incompatibles que si quelqu'une des substitutions G,

,

£2,... résultait de la combinaison des autres avec cf. Soit donc (Dp une sub-

stitution qui transforme Gp en &Gp, et soit échangeable à G,,..., Gp_,,

Gp+,,.... Le faisceau (éf, v) résultera de la combinaison de G,, (©,,••-. ©«» (©„

avec d'autres substitutions échangeables à celles-là. Si ces dernières substi-

tutions ne se réduisent pas à celles de .?, soient G^^., l'une d'elles, qui soit

de la forme v; o„+i une substitution de même forme, échangeable à G,,

(0, G„, (D„ et qui transforme G„+, en &G„+,; etc. Le faisceau (.f, u) ré-

sultera de la combinaison de ^ avec la double suite G,, (D,,..., G«, (0„, Q„+i,

^^«+1 > •
• • •

801. Cela posé, h étant permutable au groupe {§, G,,..., G„) transforme

les substitutions G„^.,, (©„+,,... échangeables aux substitutions de ce groupe

en substitutions jouissant de la même propriété. D'ailleurs ces transformées

appartiennent à (^, u); elles prendront donc la forme suivante

A -I o /. — f o«i o"" 0""+' tV\^"+' A— 1 (V\ A — f Oyi o^" of«+' /T>*"+"

/,, fo,... étant des substitutions de ^. Donc h est permutable au groupe

{S, G,,..., G„, G„+,, (©„+,,...); d'ailleurs les transformées des substitutions

de ce groupe par A, combinées ensemble, doivent reproduire tout le groupe;

il faut évidemment pour cela que le déterminant des quantités a„^.,, p„_^.,,...;

7«+j» ^n+ ;••• ne soit pas congru à o(mod.w).

La transformée de (D< par h sera, aux .f près, de la forme

g:'(dî'...g;p ©;?...;

et l'on peut choisir o, de telle sorte que r„+,, s„+,,... se réduisent à zéro.
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En effet, cD, est assujettie à la seule condition d'être échangeable à Co.---»

Bn et de transformer G, en &a,. La substitution «i^, = (£), s;^^., (D^^.,... satis-

ferait aux mêmes conditions, quels que fussent a:, j, D'ailleurs la trans-

formée de C, par h se réduira à la forme /e"'«^î'... ©""(D^" si l'on a

(a„+,— 5,) :r-f7„+.jH-...+ /•„+, ^o, ^„+,j:-i-(ô„+,— i,)j-f-...-h5„^.,^o,... (mod.cj),

système de congruences dont le déterminant n'est pas congru à o si 5,=o,

ainsi que nous l'avons vu. il ne l'est pas davantage si s^ ^o. Car s'il l'était,

on pourrait déterminer les rapports de x, y,... de manière à satisfaire aux

relations

( a„+, — 5, ) ^ -f- y„+, j -f- . . . ^ o, (3„+, X -v- ( ô^+i — 5, ) _r + . . . ^ o,

Cela posé, la transformée de S^^.i (D^^j . . . serait dérivée de ^, S,,---» ©„,

G;^+t®^-f^i— Le faisceau dérivé de ces substitutions serait donc permutable

à A; d'ailleurs ses substitutions sont échangeables entre elles; il serait enfin

plus général que (#, S,,-.-» ©«). ce qu'on suppose impossible.

On voit de même qu'on peut choisir cOo,..., cO,, de telle sorte que 3„^,,

tit)„4-,,... ne figurent pas dans l'expression de leurs transformées. Cela fait,

h sera permutable au fiiisceau (,^, 8,, cO,,..., S„, (©„) : elle le sera de même
au faisceau (^, G„^,, (©«+,,...) formé par celles des substitutions de (.?, v)

qui sont échangeables aux précédentes.

802. Les résultats qui précèdent permettent d'assigner à la substitution h

la forme générale qu'elle doit avoir. Trois cas seront ici à distinguer.

803. Premier cas. — 57 premier impair. Les substitutions G,, (B<,..., G„, uD„

auront pour caractéristique une puissance de i — K'^(568), et pourront,

par un choix convenable d'indices indépendants, se mettre sous la forme

G, z=
I
[^.H....£]o ^^'[^i^,...£]o|, CO, = i[^, Ë2...e]. [^,-+-1, ç,,..., £j„|,....

Soient /, G"' G2'..., /a G"' G*'...,... les transformées de G,, Gj,... par //.

Pour qu'elles aient aussi pour caractéristique une puissance de 1 — K^, il

faudra que/,,/^,... se réduisent à des puissances de S, telles que y^, Sr"--

Posons maintenant

La nouvelle substitution k sera échangeable à G,, G.i,

—



(i^i LIVRE QUATRIÈME.

La substitution (O,, qui transforme ces suhstilulions en S^C,, ©a»'- sera

Iransformce par k en une substitution qui jouira des mêmes propriétés, et

(|ui par suite se réduira à la forme &'• (ô, e','Oî^... Posant

lu = V.5.
[a....£]o ^ ^ [^.^....el /, = /,-, /;,,

/•, sera écbangeable à C,, Sa»---» ®j- Elle transformera donc (O2 en une sub-

stitution de la forme y* tôo^^î'-"; et on pourra la décomposer de même en

deux autres substitutions, dont l'une soit de forme analogue à celle de A,,

l'autre étant échangeable à 2,, Co,..., (f)), (Oo- Poursuivant ainsi, on aura

h = k„l, l=h„...hfho étant une substitution de la forme

/=
1
[^.L...£]o .^n^u;.--£]» u

où 9 est une fonction du second degré en ^,, la»»-» et ^^^ une substitution

échangeable à G,, Go»--" ®o (©a»---» ainsi qu'aux substitutions de .f, et qui

par suite se réduira à la forme

I /

où les coefficients «!'' sont indépendants de ^,, ç.,,—
La substitution /ne peut se réduire à l'unité. Car si cela avait lieu, h se-

rait échangeable à G,, ffi,,..., G„, ©„. Mais elle n'est pas échangeable aux

i près à toutes les substitutions v (799). Donc parmi les substitutions dé-

rivées de G„+,, Œ)„+,,... il en est une T à laquelle h n'est pas échangeable

aux ri près. La substitution T-* h-* Th = To et ses transformées T,,... par les

puissances de h formeront avec .T un faisceau de substitutions échangeables

entre elles, permutable à h. D'ailleurs To, T,,... étant dérivées de i, G«+,,

(^1?,,+,,... sont échangeables à G,,---, ©«• Le faisceau (#, G,,..., G«, T», T,,...)

aurait donc ses substitutions échangeables entre elles, et serait permutable

à k, quoique plus général que (.f, G,,..., G„), ce que nous supposons im-

possible.

Quant à la substitution k„, elle est échangeable à /, et pourra être rame-

née à la forme canonique par une transformation d'indices qui n'altère pas

cette dernière. Cette forme canonique sera monôme; sans quoi k,„ et par

suite h auraient leur ordre divisible par/?, ce qui est contraire à la nature
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de h. Supposons celle transformation effectuée : on aura

les facteurs m^ étant indépendants de |,, So»

804. Les indices pourront être de deux sortes; ceux pour lesquels

(i3) r,^^„ r,^^.,... (mod.Gj),

et ceux pour lesquels ces relations ne sont pas satisfaites. Supposons d'abord

que ces relations ne soient ni identiques ni incompatibles, mais se réduisent

à q relations distinctes; elles détermineront q indicateurs en fonction des

autres, qui- resteront arbitraires. Le nombre des indices de la première sorte

sera donc le t?^'^'"^ du nombre total M.

Soit maintenant [S,|2---=jr un indice de seconde sorte que h remplace

par mf^'''[^^|'2...6j^; elle remplacera [^'^ H'2...6], par mf&?>' [l", !;...£ „
o\ l^j, Ij»--- étant des fonctions construites avec |',, l'o'--- comme o, 1*,,

^2.--- l'étaient avec c,, la»---; h remplace de même ['^^^^...{\r par un nouvel

indice ['^^^\...i]j. multiplié par un facteur constant. Continuant ainsi, on

retombera à la fin sur un indice ^^f^jK.. s > qui se confonde avec "|,Ç;....£^;

à partir de celui-là, ils se reproduiront périodiquement-

La substitution h^ fait succéder à l'indice [|, %^...e\r l'indice [IJ"^!,''...:^

multiplié par un facteur constant; mais elle se réduit à l'unité : donc - est

un multiple de p\ et comme il est premier, tt = p.

Si donc on groupe dans une même classe ceux des indices de la seconde

sorte que h permute circulairement à un facteur constant près, ils s'assem-

bleront n di 11', ei h sera le produit d'une substitution qui multiplie par des

facteurs constants les indices de la première sorte par d'autres substitutions

partielles altérant chacune les indices d'une seule classe. Pour canoniser h,

il suffira de canoniser séparément ces dernières substitutions.

Soit S =
I

a?^ o-zX^+\
1
une de ces dernières substitutions, en désignant

pour abréger par a?,,,..., x^^_^ les indices qu'elle permute. Si on la canonise

par un changement d'indices convenable, parmi les - nouveaux indices il

ne peut en exister plus d'un qu'elle laisse invariable; car pour que S laisse

invariable une fonction c^^Xf^-h ...-\- c^x^-\-...^ il faut qu'on ait en général

a~c^=^c^+i. Les rapports des quantités Co,..., c^,... sont donc déterminés;

et par suite la fonction le sera à un facteur constant près.

En admettant donc le cas le plus favorable, où h n'altérerait aucun indice

79

#
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(le la première sorte, le nombre des indices que A, ramené à la l'orme

I
• 1»' .1' MM/ I \canonique laissera inaltérés, ne peut dépasser 1 i— — u expres-

sion dont le maximum ^M, correspond à 57 = 3, n~2, q=i. Mais d'autre

part ce nombre est égal à M — N-f- -: et comme N est au plus égal à —

»

il sera au moins égal à M— —
(

i U nombre évidemment supérieur au

précédent. Celte contradiction prouve l'absurdité de l'bypotbcse.

Si les relations (i3) sont incompatibles, il n'y aura pas d'indices de pre-

mière sorte, et la contradiction subsistera a fortiori.

805. Si ces relations sont identiques, h se réduira à

Groupons"dans une même classe les indices correspondants à un même sys-

tème de valeurs de e et de r, et considérons ceux d'une classe déterminée :

h Us altérera tous si l'on n'a pas m^^'^^i [mod.p). Pour qu'il y en ait

d'inaltérés, il faut donc que m^ se réduise à une puissance de S^, telle que

5?'^ et qu'on ait en outre

(i4^ (D-\-d^o (mod.cï).

Or la fonction quadratique o peut, comme on sait, se mettre sous la forme

aXf -h 6X2 +•..+ Y, X,, Xo,... étant des fonctions linéaires de |,, So'--

distinctes les unes des autres, et Y une constante ou une fonction linéaire

de I,, la»---» distincte des précédentes.

Supposons d'abord que Y ne soit pas une constante. Si le nombre des

fonctions X,, Xo,..., Y est inférieur à celui n des indicateurs B,, la»--»

soient Z,... de nouvelles fonctions qui, jointes à celles-là, forment un sys-

tème de n fonctions distinctes. A chaque système de valeurs de ces fonctions

correspond un système de valeurs des indicateurs, et réciproquement. Or

la
^'^""" partie seulement des systèmes de valeurs que l'on peut donner à X,,

X2,..., Y, Z,..., satisfont à la relation {if\). Car cette relation détermine Y
lorsque X,, Xj,..., Z,... sont donnés. Donc h ne pourrait laisser invariable

que la tz'^'"^ partie du nombre total des indices: résultat absurde, car elle

doit en laisser plus de la moitié invariables.

Si Y est une constante, à chaque système de valeurs de Xj,..., Z,... ré-
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pondent au plus deux valeurs de X, satisfaisant à la relation (i4). Donc h

laisserait invariables tout au plus -M indices. On aurait donc

(-5; — >M--(^,--).
CT

.?:

relation absurde si s7>> 3.

806. D'autre part, si w = 3, on aura aussi 7r=3. En effet, h multiplie

les indices qu'elle altèi'e par les diverses puissances de Q, racine primilive

de la congruence 5"e^i (niod.p). Mais, d'autre part, elle les multiplie par

des puissances de 2r. Donc Q est une puissance de 2r et a pour cube l'unité.

Soit donc t^ = r= 3 : les deux membres de la relation (i5) seront égaux.

Donc h devra laisser invariables les deux tiers des indices. Pour que cela ait

lieu, il faut que la relation (i4) donne effectivement deux solutions pourX,,

quelles que soient les valeurs qu'on assigne à Xj,— Mais cela n'a lieu que

si feXo -t-...-f- Y H- f/ se réduit à a. Il faudrait donc que h se réduisit à la

forme

Mais alors h multiplierait tous ceux des indices de la rn- 1'^'"' série qu'elle

altère par un même facteur 3^'^'''. Donc pour qu'elle multipliât deux indices

par des facteurs différents, il faudrait que ces indices appartinssent à des

séries différentes de jP^, autrement dit, fussent multipliés par des facteurs

différents dans l'une au moins des substitutions de .?, et a yôr//on dans l'une

au moins des substitutions de F, premier faisceau de L, lequel contient 5;

ou enfin, ce qui revient au même, dans l'une au moins des substitutions

de Fo. Il faudrait donc qu'ils appartinssent à des séries différentes; résultat

absurde : car la première série de L contient des indices que h multiplie

par Q et d'autres qu'elle multiplie par B-.

L'hypotbèse rs'^i est donc inadmissible.

807. Second cas. — sr = 2, />"— i sso (mod.4). Soity une racine pri-

mitive de la congruence y*^i (mod./>) ; § contiendra une substitution/

qui multiplie les indices de la r->r i'^'"" série pav j^\ Les substitutions G,,

cO,,... ont chacune pour caractéristique une puissance de K- — i ou une

puissance de K'^-h i . On peut rejeter cette seconde hypothèse : car si G, y

79-
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satisfaisait, on n'aurait qu'à la remplacer dans la double suite par la substi-

tution y s,, qui rentre dans la première bypotbèse.

On aura, comme tout à l'heure, h — kh^\ k étant échangeable à 8,, ^a.--

transformera (D, en une substitution de la formey*''3^''cE), ^^'3^' Posons

(l6j A,=
|
[^.^,...£]o 7^.^.S^M.+ -..-^(c.-'.)?.

[^,^,...£]. I,
/,=:/,/,.;

X", sera»éehangeable à S,,---» 2«, (©i; continuant, on aura enfin

S étant une constante ou une fonction linéaire de ^,, lo»---» ^'t ? ""^ fonc-

tion quadratique ne contenant pas les carrés des variables.

Si les relations (i3) ne sont pas identiques, on trouvera, comme au

n" 804-, que la limite A du nombre des indices inaltérés par h est égale à

-—

1

( I -y Ce nombre ne peut surpasser M — N h- — • Mais ici , où

M
^?= 2, il peut lui devenir égal, en supposant N= — , ^== i. Mais pour que

les relations (i3) reviennent à une seule aS, -f- 13|2 + -..^«(mod.yy), il

faut qu'on ait identiquement

I',
^?, + a(aH, -4- [3H. -+-...)» ç2^^5 + 6(a^, +(3?, -+-. ..),... (mod.2)^

d'où
«4'. -^t3?', + ... = (i + aa + 6j3 + ...)( «H. + i3H,-f-...)-

D'ailleurs on ne peut avoir aS', H-p^'2 -f-...^o pour toutes les valeurs de

4'j, S'2,...; ou, ce qui revient au même, pour toutes les valeurs de |,, la,....

On aura donc

(i + «a -I- 6(3 H- . . .)^ I, d'où «H', + iSE'î 4- . • .^«H. 4- (3HiH- • . .,

d'où

d'où 7r = 2, A= tM. Ce résultat est inadmissible, n étant impair, par hy-

pothèse.

Si les relations (i3) étaient incompatibles, h ne pourrait laisser invariable

plus de la moitié des indices; résultat absurde.
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808. Supposons enfin que ces relations soient identiques. Soit

et supposons qu'un des coefficients a, 6,..., a par exemple, diffère de o

(mod. 2). Comparons deux indices qui ne diffèrent que par la valeur de ç,;

les facteurs par lesquels h les multiplie différeront par un facteur ±j. Donc
l'un au moins de ces deux indices sera altéré. Donc h altérera au moins la

moitié des indices; résultat absurde.

Admettons donc que s se réduise à la constante 5. Groupons dans une

même classe les indices correspondants à un même système de valeurs de

£, r, et considérons ceux d'une classe déterminée : h les altérera tous si w^y'^

ne se réduit pas à une puissance de S^, telle que Sr^.

La fonction z> ne peut se réduire à l'unité, h n'étant pas échangeable à

toutes les substitutions de la forme u. Si elle se réduit à une fonction du

premier degré. Y, h altérera la moitié au moins des indices, résultat ab-

surde. Au contraire, si ç contient un terme du second degré «1, ^2. on

peut poser

o' étant indépendant de |,. Cela posé, pour chaque système de valeurs de

Ça...- on pourra déterminer B^, B, de telle sorte que l'on ait

«H, -!-... ^i, ^, -ho' + rf^i (mod. 2).

Donc sur les quatre indices qui ne diffèrent que par les valeurs de |,, H,.

h en altère au moins un, qu'elle multiplie par une puissance de ^. Donc

a = 5m.
4

D'autre part, la substitution h multiplie les indices qu'elle altère par

& = — I. Mais elle doit les multiplier par une puissance de 6. Soit donc

3r = 6"; on aura 2r'^= $*'^= i. Donc :: est pair, et comme il est premier, il se

réduirait à 2, contrairement à l'hypothèse.

809. Troisième cas. — ^ = 2, p' — i ^2 (mod. 4;- Chacune des substi-

tutions e,, co,,..., G„, ©fl aura pour caractéristique une puissance de K- — i

ou de K'-t-i. On peut admettre que la suite G,,..., 3/, ne contient pas plus

d'une substitution s, qui ait pour caractéristique une puissance de K'^- i.

Car s'il y en avait deux, S,, Sj, on pourrait, dans la formation de la suite
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G,...., s„, remplacer Gj par C, Sj, qui a pour caraclérislicjue une puissaïue

<le K- — I. Eu outre, si Gp a pour caraclérislique une puissance de K-— i,

on peut admettre qu'il en est de même de (î)^, qu'on pourrait au besoin

remplacer dans la double suite par Gp(Dp. Nous n'aurons donc que trois cas

à distinguer.

i" G,, (Q^,,..., G,i, (0„ ont toutes pour caractéristique une puissance de

K-— I. On raisonnera comme au second cas, sauf que dans l'expression de

//, on aura c, = o. De même pour ses analogues h.., Par suite, dans l'ex-

pression de h, on aura s = o.

2" G, et (D, ont pour caractéristique une puissance de K" -I- 1 . On pouria

cboisir les indices indépendants de telle sorte que G, et cO, prennent les

formes suivantes

G. =
I

[2,^,...e]„
*

y>^.[H.L...£j« |,

a, /5 satisfaisant à la congruence a^ -f- jS- eezi — i {moô.p), et G^, côo,... con-

servant la même forme que dans le premier cas. Cela fait, on aura

et le reste comme au premier cas; d'où

Si les relations (i3) ne sont pas identiques, on trouvera comme précé-

3
demment A = -? M et tî = 2 (807), résultat inadmissible. Dans le cas con-

traire, on aura c, ^rio(mod. 2); car s'il était congru à r, groupons ensemble

les deux indices qui ne diffèrent que par la valeur de 2,. Désignons par
'f,

ce que devient ç; en y changeant ^, en |, -h 1. Le rapport des facteurs par

lesquels h multiplie ces deux indices sera égal à

expression qui diffère de l'unité. Donc h altérerait au moins l'un de ces deux

indices : elle altérerait donc au moins la moitié des indices, résultat ab-

3
surde. Soit donc c^^^o', on prouvera comme précédemment que A= y M,

7: = 2.
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3** 9,, (ô, ont respectivement pour caractéristiques des puissances de K- -h i

et deK-— i. Les siibslitulions S,cO,, lO,, C^, cOo ayant pour caraclé-

risliques des puissances de K-— i, pourront se mettre sous les formes

Posons

La substitution s,, rapportée aux nouveaux indices ainsi définis, prendra

la forme

la forme des substitutions eO,, Sa. Oa»"- n'étant pas cbangée. Cela posé, h^,

h,,..., et enfin h auront les mêmes formes que tout à l'beure, et la dé-

monstration s'açbèvera sans difficulté.

810. La démonstration du théorème est maintenant facile. On aura

v' = 2k' y ou (2^-' -f- i)y {k' étant un entier), suivant que Y'^J est de première

ou de seconde catégorie. En effet, chacune des substitutions de F© ou, ce qui

revient au même, chaque substitution de F, et «/or/fon chaque substitution

de -7 y multiplie chaque indice par un facteur dont la puissance />''±
i est

égale à l'unité. (On prendra le signe — ou le signe 4-, suivant que F*,^ est

de première ou de seconde catégorie.)

La substitution g dont les puissances reproduisent ri les multiplie par

des facteurs tels que g^\ où g est une racine primitive de la congruence

g'''^' ^E^ i [moà.p). Donc p'' dz \ est un multiple de p'-^i. Mais soit

^v' = wv-t-c, £ étant <v; il viendra

p'' ±1 ^^{~ \)"' p'±\ {moA. p^ — i),

relation qui ne peut évidemment subsister qu'en posant c = o, 7w = 2>t' si

l'on prend le signe —, £ = o, jn = 2/:' -h i si l'on prend le signe -h.

Soit d'abord /?> 2; et admettons que F',, soit de première catégorie.

Soient A,, B, ,...;... les doubles suites qui jointes à Fo forment Go- Suppo-

sons les indices choisis de manière à ramener V"^ à sa forme type. Le

nombre p/ étant une puissance de 2 (797), la substitution œ, qui remplace

chaque indice par son correspondant de la série suivante, transformera les

substitutions A,, B,,...;... en ô^'A,, 6^B,,..., étant la substitution qui mul-



«32 LIVRE QUATRIÈME.

tiplie chaque indice par — i, et a, /5,... étant égaux à o ou à r, suivant

que A,, B,,...;..- ont pour caractéristiques des puissances de K^ — i ou de

K^-f-i. La substitution <P a donc l'unité pour chacune de ses corrélatives;

elle est d'ailleurs abélienne propre. Elle appartient donc à r'^, et à J.

Cela posé, la substitution ^ est l^produit de deux substitutions partielles

dont l'une ^„ altère les indices de So, et l'autre h les autres indices. La sub-

stitution 0? appartenant à J, et par suite à j^, la transformera en une de ses

puissances; mais elle la transforme en ^^A, qui ne peut être une puissance

de g,,h que si ^^= o'n, ce qui est absurde, l'ordre de go, p"^ i, étant su-

périeur à p.

Le raisonnement serait le même si Y'^^ était de seconde catégorie : dési-

gnant les indices par [^^^^...^fl^...]r, on prendra

^^=1 [hL-..rn...]r //-'[^.L. ..-/;,. ..].+, 1,

/étant choisi de telle sorte que ^S soit abélienne propre.

811. Soit maintenant /? rr: 2. Si r'^ est de première catégorie, la substi-

tution <i* appartiendra encore à J (672-674), et le raisonnement précédent

sera applicable. Si r'^, est de seconde catégorie, J contiendra «ï^, qui trans-

forme g= go h en g^h, substitution qui doit être une puissance de g. Donc

go' = go^ d'où p^— I sEEEo [mo(i.p^-+- 1), d'où v = i, v'= ih! -\- 1. En outre,

\j! est une puissance de 2, et d'autre part ses facteurs premiers divisent le

nombre impair /^''-f- 1. Donc p/ se réduit à f.

De plus, les indices dé L ne peuvent former plus de deux systèmes

(couples de systèmes). Car si cela avait lieu, l'un au moins de ces systèmes

S,, autre que So, contiendrait moins de la moitié des indices. Soit ^f, la

substitution analogue à $ et relative aux indices de S<. Si aucune des deux

substitutions ^, ^, n'appartient à J» leur produit lui appartiendra Or g est

le produit de trois substitutions g^, g^ , h altérant respectivement les indices

de So, de S, et des autres systèmes : o?'!?, la transformera en g\g\h, qui

devrait se réduire à une puissance de g, résultat absurde.

Cela posé, So ne peut contenir la moitié des indices. Car on aurait

M = 2p. = 4v', et \L serait pair, ce qui -est absurde, car il ne peut avoir

pour facteurs premiers que des diviseurs de /?'-h i = 3. En outre, on aura

v'= L. En effet, v' est impair; s'il avait un facteur premier q, J, et par

suite 4;^ contiendrait la substitution h=^(S'' qui, ramenée à sa forme cano-

nique, laisse invariables tous les indices des systèmes autres que So, c'est-
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à-dire plus de la moitié, plus la q''"" partie de ceux de S^; résultat ab-

surde (800). ^^^
812. Soit donc v'= i . Les substitutions du premier faisceau de r*,, appar-

tiennent à J et n'altèrent que les indices de T'^,; or, d'après ce qu'on a vu

plus haut, 4^, et par suite J, ne contient aucune substitution qui, ramenée

à la forme canonique, déplace moins du tiers des indices. Donc les deux

indices que contient r'^ forment au moins le tiers du nombre total. Donc ^ i.

contient six indices; donc u.= 3. Les quatre indices restants devraient for-

mer un seul système (couple de systèmes) S,; résultat absurde. En effet,

soit T'^ le groupe analogue à r'^, et relatif à S,. Il n'existe aucun groupe de

première catégorie et de degré 2* : donc r', sera de seconde catégorie. Soit

2v" le nombre de séries formées par les indices de S,, /x" le nombre d'in-

dices de chacune d'elles. On aurait 2ijl"v"= 4. résultat absurde, v" étant

un nombre impair 2^"-m, ainsi que p.", dont les facteurs premiers divisent

le nombre impair 2'" -h i.

813. Second cas. — L est primaire et indécomposable, i*' Supposons-le

de première catégorie et soient v' = 2^y le nombre de séries de chaque sys-

tème, fx'= -^ z= -^ le nombre d'indices de chaque série. On obtiendra,

comme aux n*** 757 et 794, la relation

(17) /i'»(/>'''— i)=a»(/>*-4- i), ou p»*^— i=4A-»(/>^-f-i).

Mais [Lz= 2ka' étant divisible par 2, p^'+i le sera. Donc/? est impair. Sous

le bénéfice de cette observation, la relation (17) ne pourra subsister que si

k= i, p'= 'i ou 5, d'où/?''= 3^ ou 5'. Mais ces deux cas sont exclus f704).

2° Si L est de seconde catégorie, on aura v'= (2^ -+-i)v, |x'= —r^— et

(18) u'^p^' -hi) = ix^p^-hi)y ou pi'^-*-'>-hi = {^k-hi){p^-¥-i).

D'ailleurs 2k-h 1 divisant /jl, ses facteurs premiers diviseront />"-!- i. Sous

le bénéfice de cette observation, la relation (18) ne pourra subsister que si

k= i, p' = 2, d'où/)'' = 2^ cas exclu (708), ou si ^=0, d'où v' = v. Dans

ce dernier cas, les groupes 4^ et L auront même premier faisceau; et l'on

verra, comme aux n*" 758-759, qu'ils ont même second faisceau, et enfin

qu'ils sont pareils.

80
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814. TiiÉOHÈME. - Le théorème C est vrai si i^ est indécomposable et de

troisième catégorie.

Premier cas. — L complexe ou décomposable..

Soient S„, S,,..., S^ les systèmes (couples de systèmes) entre lesquels se

répartissent les indices de L. Ces systèmes se réduiront à deux, contenant

chacun la moitié des indices.

Supposons en effet qu'il en fût autrement. Chacun de ces systèmes, à l'ex-

ception d'un seul, Sq, contiendra moins de la moitié des indices. Soient

respectivement 2Vp le nombre des séries entre lesquelles se répartissent les

indices de Sp, iXç le nombre d'indices de chacune d'elles.

Chacun des systèmes (couples de systèmes) Sp contiendra au moins le

quart des indices. Car J, et par suite j^, contient des substitutions qui n'al-

tèrent que les indices de Sp et qui, élevées à une puissance convenable, don-

neront une substitution d'ordre premier : d'autre part, on voit, comme aux
i^os 797.809, que toute substitution d'ordre premier, contenue dans 4^, étant

ramenée à sa forme canonique, altère au moins le quart des indices. En

outre, pour qu'elle en altère moins de la moitié, il faut qu'elle soit d'ordre 2

(le nombre w de l'endroit cité se réduisant ici à 2).

On conclut de là ,ap = i pour toute valeur de supérieure à o. En effet,

si jjip avait un diviseur impair, soit Tp le groupe résoluble primaire et indé-

composable, contenu dans le groupe abélien de degré z?'^'^?^?, qui sert à la

construction de L, et correspond au système (couple de systèmes) Sp. Si /Xp

avait un diviseur impair tt, Tp contiendrait dans son second faisceau une

substitution d'ordre tt, laquelle appartiendrait à J, et a fortiori à 4^, quoique

altérant moins de la moitié des indices, ce qui est absurde. D'autre part,

si [i était une puissance de 2, la construction de Fp dépendrait de celles de

groupes auxiliaires Lp, L'^ ,... ayant peur degrés des puissances de 2. Le

premier faisceau de Lp sera formé par les puissances d'une substitution 5

d'ordre impair a. Cela posé, Fp contient une substitution c? ayant pour pre-

mière corrélative 5 et pour ses autres corrélatives l'unité.

Soient r le facteur par lequel d multiplie les exposants d'échange, et r^ la

substitution qui multiplie tous les indices de Sp par r. La substitution r~^d^

est abélienne propre, et appartient à Fp-, elle appartiendra donc à J, et par

suite à ^. D'ailleurs son ordre est divisible par le nombre impair «, car

pour que sa puissance |S se réduise à l'unité, il faut afortiori que sa corré-

lative â-^ se réduise à l'unité, d'où |3e^o (mod. a). Donc, en l'élevant à

une puissance convenable, on aurait une substitution d'ordre premier im-
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pair contenue dans 4^et n'altérant que les indices de S^, qui forment moins

de la moitié du nombre total, résultat absurde.

Le nombre p.p se réduisant à i, le groupe Tp sera de première ou de se-

conde catégorie. Son premier faisceau Fp aura donc pour ordre 0)^=/)"?^ i.

D'autre pari, le second faisceau de Tq contient un groupe de substitutions

abéliennes propres échangeables entre elles, dont l'ordre o)o est égal à

ip""— i).Uo, à {p*'^ ij^-o ou à 2fjto, suivant que Tq est de première, se-

conde ou troisième catégorie. Le groupe (4>,..., Fp,...), d'ordre çoo--- "$;•••

est contenu dans J, et a fortiori dans ^. De plus, ses substitutions sont abé-

liennes propres et échangeables entre elles. Mais on voit, comme au n" 752,

que l'ordre d'un groupe contenu dans 4^ et jouissant de cette propriété ne

peut dépasser 2(1^. On aura donc

(19) ttfj.^=uu. .. &3y. . . =o)o{/>'.d= i)... {p^izti).

Si rj est de première catégorie, on doit avoir/?"» > 4- Sous le bénéfice de

cette observation, on aura toujours Wo^^a^Vo^'y Substituant cette limite

dans la relation (19), remplaçant en outrera par sa limite 8v, et supprimant

les facteurs /ï"^ ± i,... au second membre de cette relation, il viendra

(20) 64 V, =/>'.=!= I,

ce qui ne peut avoir lieu que pour de petites valeurs de p et de v,. D'ail-

leurs V, et p^' ± i doivent être des puissances de 2. En effet, parmi les

substitutions de F, qui sont abéliennes propres, et par suite appartiennent

à J, se trouvent une substitution d'ordre p''' ± i, formant le premier fais-

ceau de r,, et une substitution d'ordre v, ou 2v,, permutant les séries. Si

l'une ou l'autre de ces deux substitutions avait son ordre divisible par un

nombre premier impair tt, il suffirait de l'élever à une puissance convenable

pour obtenir une substitution d'ordre n, qui serait contenue dans 4^, et

n'altérerait que les indices de S,, résultat absurde.

On remarquera enfin qu'on tomberait dans des cas exclus en supposant F,

de première catégorie avec /?' = 3, 5, ou 3-, ou F, de seconde catégorie,

avec p'' = 3.

En tenant compte de ces observations, on voit que la relation (20) ne

pourra être satisfaite qu'en supposant /?= 17 ou 3i, avec v, = 1, d'où /a<8.

D'ailleurs |x est une puissance de 2, supérieure par hypothèse à 4a, v,;

donc a = 8.

Supposons maintenant p= 1 7, ce qui est l'hypothèse la plus défavorable :

80.
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/)''•— I,..., />"? — I se réduisant chacun à 16, la relation (19) deviendra

(21) • 2.8'^wo.i6î,

et sera absurde si y> i. Soit d'autre part q= i : le système So contiendra

six indices. Ce nombre n'étant pas une puissance de 2, \\ sera de première

ou de seconde catégorie, et wq sera égal à (i7''"± i)[Xo» 2^,0^0 étant égal à 6.

La relation (21) sera encore absurde.

815. 11 est donc établi qu'il ne peut exister que deux systèmes So, S,,

contenant chacun la moitié des indices.

Cela posé, soit Q la substitution qui multiplie tous les indices par — i :

ff, second faisceau de s^^, résultera de la combinaison de B avec certaines

doubles suites que l'on pourra fondre en une seule el,,, afco---» =^^<7. ^^'>g-

Soient Fo le premier faisceau de To, / celle de ses substitutions qui multiplie

tous les indices de So par — i : g" contiendra un groupe W formé de "f sub-

stitutions au moins échangeables à t', il en contiendra même 2'^*^ si t appartient

à §". En effet, t appartient évidemment à J, et par suite à ^. Si elle appar-

tient à Ç, toutes les substitutions de Ç lui sont échangeables à B près. Donc

les substitutions de Ç, en nombre 2^'+', résulteront de la combinaison d'une

substitution T qui transforme ^ en Gt, avec des substitutions échangeables

à /, en nombre 2^"^. Supposons au contraire que t n'appartienne pas à f?;

sa corrélative

I

.r,, 7,, . . . «', Xy + 6-', 7, + . . . , //, Xi -t- d\ y\ +...,...
|

sera d'ordre 2. Ramenée à la forme canonique, elle deviendra donc

I

X, X', Y, Y',...,Z, U,... X + X', X', ¥ + ¥',¥',..., Z, U,... j,

et sera échangeable aux substitutions dérivées des substitutions Cx, Cy,...,

Cz, Cu,... correspondantes aux indices X, Y,..., Z, U, Soient a,, b,,...,

«ff, b^ les substitutions respectivement correspondantes à a^i, j, ,..., œ^, Va,

et soit Cx = a"'è^..., Cv=«ï' ^î'...,.... Il est clair que les substitutions déri-

vées de cio"'!^^..., .Aoî'iiLj'...,... et de 6 seront échangeables à t aux puis-

sances près de B, Or le nombre des indices X, Y,..., Z, U... est au moins la

moitié G du nombre total. Donc le groupe dérivé des substitutions ci-dessus

sera au moins d'ordre 2'"^'. Si toutes ses substitutions ne sont pas échan-

geables à /, elles dériveront de la combinaison de l'une d'elles!, qui trans-
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forme t en 6t, avec un groupe de substitutions échangeables à t et d'ordre

égal ou supérieur à 2'^.

Soient U, U',... les substitutions échangeables à t dont nous venons d'é-

tablir l'existence. Elles remplaceront les indices de So, que t altère, par des

fonctions de ces mêmes indices; de même pour les indices de S,, que t n'al-

tère pas : elles seront donc chacune le produit de deux substitutions par-

tielles Uo, U<; U'^,, U', ;... altérant respectivement les indices de So et ceux

de S,.

816. Soit maintenant V une quelconque des substitutions abéliennes

propres que contient T^ : elle sera échangeable à t près à l'une quelconque

U des substitutions U, U', En effet, Y appartiendra à J, et par suite à ^:
donc elle sera permutable à g", et U~' V~' UV = U^' V~' UoV appartiendra à

ce faisceau. Mais chaque substitution de Ç, ramenée à sa forme canonique,

multiplie la moitié des indices par 1 et l'autre par — i, ou la moitié par y

et l'autre par —y, suivant qu'elle a pour caractéristique une puissance de

K^— I ou de K^-h i; à moins toutefois qu'elle ne se réduise à une puis-

sance de B, auquel cas elle multiplie tous les indices par le même facteur

± 1 . Or U7' V~* UqV laisse invariables tous les indices de S, : donc elle mul-

tiplie les autres par un même facteur ±1, et se réduit ainsi à une puis-

sance de /.

817. Supposons d'abord que To soit de première catégorie. Soient Fo, Go

ses deux premiers faisceaux, A,, B,,..., A\, B'j,...;... les doubles suites

qui, jointes à \\, reproduisent Go- Les substitutions Uo, U'(,,... seront

permutables à Fo, et par suite de la forme ^"^^p^, Jl et (P étant définies

comme au n*^ 618, et ^ ne déplaçant pas les séries. D'ailleurs, les substi-

tutions U, U', . . . appartenant à ç, leurs carrés se réduiront à 6 ou à 1;

ceux de Uo, U',^, ... se réduiront donc à ^ ou à i. Si donc le nombre Vo des

séries de chacun des deux systèmes de So est pair, on aura p = o ou = -°:

si Vo est impair, /> = o.

Soit d le nombre des systèmes de valeurs que les exposants t, p peuvent

prendre dans les substitutions de H. L'ordre ù de ce groupe sera égal à dQ.',

il' étant l'ordre du groupe H' formé par celles de ses substitutions dont le

premier facteur se réduit à la forme ^: car en multipliant une substitution

de H dont le premier facteur soit égal à sC' ^' ^ par les Q! substitutions de

H', on obtiendra Ù' substitutions ayant leur premier facteur de la forme

.R'^'Ç?'^, et qui toutes appartiendront à H.
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Or soit g la substitution d'ordre/?'''^— i dont les puissances reproduisent

F„; la substitution sC(S^^ la transforme en ^(-'^>^ qui n'est égal à g aux

puissances près de / = ^ ' que si (— \y p^ — i est congru à un multiple

de — suivant le module «''" — i , d'où la condition
2 '

Le nombre /?"« est >/i, et différent de 3^; s'il est > 5, on ne pourra satis-

faire à la congruence qu'en posant p = o, t = o. Soit au contraire/?''" = 5,

on pourra poser ^ = et t = o ou i; donc dans aucun cas d ne pourra dé-

passer 2. Soient d'autre part ^U,, :^'U'i,... les substitutions de H'. Les sub-

stitutions partielles ^, ^,... étant échangeables à celles de Fo, et échan-

geables à t près à toutes celles de To, appartiendront a F,,- D'ailleurs leurs

quatrièmes puissances se réduisent à l'unité. Ce sont donc des puissances de

j =^ g " \dey^ = ^ = ^ '
si Vo — i est impairemenî pair

Soient respectivementy*, y*',... les substitutions ^, 3',...:

m m' '

' ' è

le plus grand commun diviseur de a, a',..., et de 4; «. «',... des entiers

tels que l'on ait ay. -{- a'
u'

-\- . ..= â'
. Posant

(
^U,j''(^'U', )"'...= ii), on

aura ^U, = tD"*-©,, :^'U', = o'^'x^'^,. .. , t3i, 'd^,... étant les substitutions

de H dont le premier facteur se réduit à l'unité. Soient H" le groupe formé

par ces dernières substitutions, ù" son ordre; on aura évidemment £l'= âil".

D'ailleurs les substitutions t),, xo', ,... appartenant à Ç, comme toutes les

substitutions de H, et laissant la moitié des indices invariables, multiplie^

ront tous les autres indices par un même facteur ±: i . On aura donc O" = 1

si la substitution z,, qui multiplie par — i tous les indices de S4 sans altérer

ceux de S», n'appartient pas à H; dans le cas contraire on pourra avoir

ù"= 2.

Donc Q, = d^Ù" ne pourra dépasser 8, à moins que /, n'appartienne

à H, auquel cas on pourra avoir (î =1 16. Ces chiffres devront être réduits de

moitié si l'on n'a pas/?''» == 5.

En supposant Fo de seconde catégorie, on trouvera de même ii = dâù",

c? étant égal à i dans tous les cas, sauf pour />"''= 3, auquel cas il pourra

être égal à 2, § étant au plus égal à 4» et Q" égal à i ou à 2 si t, appartient

à H, à I dans le cas contraire.
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Si To était de troisième catégorie, on trouverait de même Q — 5Û",

o et ù" étant au plus égaux à 2 ; donc Û < 4-

818. Cela posé, si l'une des substitutions t, ^, appartient à H, on peut

admettre à cause de la symétrie qui existe entre elles que c'est t. On aura

alors Ù = i^'^, et comme û ne peut dépasser 16, 2''^4« Si au contraire

t et /, n'appartiennent pas à H, on aura 2*^ = û^8 si /?'• étant égal à 5,

To, r, sont tous deux de première catégorie, ou si/?"* étant égal à 3, To, F,

sont de seconde catégorie. Dans tous les autres cas, on aura 2*^= û^4-
Donc 4^ ne peut contenir plus de 8 indices. D'ailleurs le nombre de ces

indices est une puissance de 2; de plus il est le double du nombre des in-

dices de To, qui est pair. Donc ^^contient précisément 8 ou 4 indices.

819. Supposons d'abord que ^^contienne 8 indices. On aura
f)*
= 5, et

To, r, de première catégorie, ou p'= 3, et Fo, F, de seconde catégorie.

Dans l'un et l'autre cas, Fo et F, auront pour ordre {p — 1)48, et contien-

dront chacun 48 substitutions abéliennes propres. Ces substitutions, jointes

ensemble, formeront un groupe K d'ordre 4^^ qui sera contenu dans J, et

a fortiori dans i^, et par suite dans le groupe A, formé par celles des sub-

stitutions de 4^ qui sont abéliennes propres. Cela posé, désignons en général

par Oi,n l'ordre d'un groupe résoluble et général, contenu dans le groupe

abélien de degré 2^'"
: on aura, suivant le mode de construction du groupe

dont il s'agit,

Oc= 2.3.(2'— l), (2-^-I)3^2.2^2(2 + I}, ou 1.2.3[2{2-|-l)]»;

04 = 4(2'+l), ou I.2[2(2-h l)]'; 0,= 2(2-!-l),

et suivant que dans la formation du groupe 4;^ il faudra employer un, deux

ou trois groupes auxiliaires primaires, l'ordre de ^sera égal à (p — i)2*'0j;,

{p — i}2"04 02 OU {p — 1)2^020.202. D'ailleurs 2 est non résidu quadra-

tique de p; donc 4^ a pour exposant i, et l'ordre de A sera simplement 2*06,

a^^O^Oa, ou a^OîOjOo, Soit d'ailleurs « l'ordre du groupe formé par les

corrélatives des substitutions de A; l'ordre de A sera égal à w, multiplié

par l'ordre 1' du groupe Ç formé par celles de ses substitutions qui ont

pour corrélative l'unité. De même l'ordre de K sera égal à 00,0, w, étant

l'ordre du groupe formé par les corrélatives des substitutions qu'il contient,

lequel divise évidemment w, et o l'ordre du groupe formé par celles des

substitutions de K qui appartiennent à Ç.

Or il résulte des valeurs données pour les ordres de K et de A que l'or-
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(Ire de K est divisible par 2% et que celui de A n'est pas divisible par une

puissance de 2 supérieure à 2'". Donc le rapport de ces ordres, et aforiiori

chacun des deux entiers —> — dont ce rapport est le produit, contient 2 à

la seconde puissance tout au plus. Donc o est au moins égal à 2''. Mais soient

U = UqU,, U'= U'oU'i,... les substitutions de Ç. qui appartiennent à K, et

dont chacune est évidemment le produit de deux substitutions partielles

appartenant respectivement à T» et àr,. Nous avons vu (816-818) que le

nombre o de ces substitutions ne peut dépasser 16; il ne peut donc être égal

ou supérieur à 32.

820. Supposons maintenant que 4^contienne quatre indices. Son second

faisceau se construira en ajoutant à son premier faisceau quatre substitu-

tions formant une ou deux doubles suites. Si elles n'en forment qu'une,

son premier couple aura pour caractéristique une puissance de K^H- 1 (670) ;

ce qui ne peut avoir lieu comme on l'a vu que si le groupe auxiliaire qui

sert à construire i^est de seconde catégorie, et tel, que le nombre des

indices de chaque série, multiplié par celui des systèmes, est impair. Le

nombre total des indices dans ce groupe auxiliaire étant 4» ils formeront un

seul système, contenant 4 séries; l'ordre O4 de ce groupe auxiliaire sera

4(2^4- i) et celui de ^sera {p — 1). 4(2^ -h i).

Il reste à considérer le cas où ces quatre substitutions considérées forme-

raient deux doubles suites. Mais il est impossible. En effet, les deux groupes

auxiliaires dont dépend 4^, étant d'ordre 2^, seraient de seconde catégo-

rie : et dans chacun d'eux, ces deux indices ne pourraient former qu'un

système, contenant deux séries, contenant chacune un seul indice. Le pro-

duit du nombre des systèmes par le nombre des indices de chaque système

serait donc égal pour chacun de ces groupes au nombre impair i. Donc

chacun des deux couples x,, ift),: «.C, , iftj'j qui forment les deux doubles

suites aurait pour caractéristique une puissance de K- -hi, résultat absurde;

car le nombre des couples de cette espèce devrait être pair (670).

821. L'ordre du groupe A formé par celles des substitutions de 4^qui

sont abéliennes propres sera donc égal ii li {'>.-+ i)r, z étant égal k 1 ou a 2

suivant que ^a pour exposant i ou 2, c'est-à-dire suivant que 2 sera ou

non résidu quadratique de />. Or To contient 2(7? — i) substitutions abé-

liennes propres s'il est de première catégorie; 2(7? -h i) s'il est de seconde;

24t s'il est de troisième. Le groupe formé par ces substitutions est contenu
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dans A; donc son ordre divise celui de A, et ne peut élre divisible par 3.

Donc To est de première ou de seconde catégorie; de même pour r,.

Or si Fo est de première catégorie, on aura /?>7, sans quoi on tomberait

dans un des cas exclus; d'où/> — i >6. Si T» est de seconde catégorie, on

aura par la même raison /?> 5, d'oùp -h i>6. Les premiers faisceaux de T,,

et de r, combinés ensemble donneront donc un groupe contenant au moins

6.6 substitutions abéliennes propres échangeables entre elles; lequel groupe

sera contenu dans 4^; résultat absurde; on voit en effet comme au n^lb2,

que l'ordre maximum d'un groupe contenu dans 4^ et formé de substitu-

tions échangeables entre elles est 2|x^ = 32.

822. Second cas. — L indécomposable de première catégorie.

Soient v' le nombre des séries de chaque système de L, |x' le nombre des

indices de chacune d'elles. On aura u, = 20,' v', ce qui montre que ix' et v'

sont des puissances de 2.

Soient donc A,, B,,...; A'j, B'j,. ...... les doubles suites qui, jointes à F,

premier faisceau de L, reproduisent son second faisceau G; deux substitu-

tions d'un même couple seront échangeables, à la substitution ô près, qui

multiplie tous les indices par — i, et dont les puissances forment ^, pre-

mier faisceau de 4^. Le groupe G d'ordre ijJ^[p'' — i) a ses substitutions

abéliennes propres et échangeables entre elles aux puissances près de ô, et

sera évidemment contenu dans J, et par suite dans 4. Mais 4^ ne contient

aucun groupe de ce genre dont l'ordre dépasse 21X-. D'où la relation

2u'= «."(/>''— i), OU Sv'-^p"'— I.

D'ailleurs;?''' > 4 (616); il est impair (659) et ne doit pas être supposé égal

à 9 ni à 20 (704). On aura donc/>^= 7, 5 ou 3*.

823. Soit p^ = r. Supposons pour fixer les idées que g", second fais-

ceau de 4^, s'obtienne en combinant à la substitution deux doubles

suites cl,,, ift),,..., .i,ç, ift>ç,..., .Cj, iJb'j,..., X^'y ifcç». L'ordre de G est égal à

6fx'=^= -^' Mais d'autre part il est égal à OwO'w'.a, 0, w, 0', w' étant

définis comme au n°752; donc l'un des nombres Ow, O'w', par exemple Ow,

sera divisible par 3.

Cela posé, Oco est l'ordre d'un groupe K de substitutions échangeables

entre elles, et contenu dans un groupe résoluble et primitif de degré 2-'^

81*



Oiî LIVRE QUATRIÈME.

(752) (on a ici 57= 2), et 0, w sont les ordres des groupes partiels K,, Kj

respectivement formés par celles de ces substitutions qui sont linéaires sans

termes constants, et par celles qui accroissent les indices de simples termes

constants. Or w divise 2-% ordre du groupe formé par toutes les substitu-

tions qui accroissent les indices de termes constants. Donc est divisible

par 3, et K, contient une substitution S d'ordre 3.

Ramenons cette substitution à sa forme canonique par un cbangement

d'indices indépendants. Soit X, l'un des indices qu'elle altère; elle le mul-

tipliera par une racine primitive m de la congruence w^'^e 1 (mod. 2),

laquelle dépend d'une congruence irréductible du second degré, 2* étant la

première des puissances successives de 2 qui, étant diminuée de l'unité,

donne un multiple de 3.

Les substitutions de K, étant échangeables à S, s'obtiennent en combi-

nant ses puissances à des substitutions qui laissent invariables X, et son

conjugué Y,, et dont le nombre est au plus égal à 2'*^-^ Car s'il dépassait

ce nombre, ces substitutions, jointes à celles qui accroissent X,, Y, de

nombres constants sans altérer les autres indices, feraient un groupe de plus

de 2^^^ substitutions échangeables entre elles, ce qui est absurde. Donc Ow
sera au plus égal à 3.2-^~*. D'autre part O'w' est au plus égal à 2^^"^', par

suite Oa>0'w'.2 sera au plus égal à 6jui-.2~-. Mais il est égal à —7^: on

aura donc

Gela posé, on voit, comme au n° 758, que ces égalités ne peuvent avoir

lieu qu'autant que les doubles suites A,, B,,...; A'^, B',, ...;... appartiennent

à S* : et l'on pourra considérer (j" comme dérivé de la combinaison de $, A,,

B,,...; A'j, B'j,...;... avec un dernier couple JL, ift,.

La substitution g d'ordre 6 dont les puissances reproduisent F, apparte-

nant à ^, sera permutable à ^; mais elle est échangeable à A,, B,,..., A',

,

B', Donc elle est permutable au faisceau {^^ oïL) formé par celles des

substitutions de 9" qui sont échangeables aux précédentes. Elle transformera

donc cl,, ift, en substitutions telles que 5^l>*all,^ ^'a^Db^, [a, jS, 7, ^ étant

égaux à o ou à i, et satisfaisant à la relation acJ^ — |3y^i (mod. 2)].

Celte relation exige que l'un des nombres a, |3, 7, ^, soit égal à zéro. Ce

ne peut être jS ni 7 ; car si l'on avait 7=0, par exemple, d'où c? = i , ^* se-

rait échangeable à ^l et à nb, et par suite se réduirait à une puissance de 5,

ces puissances étant les seules substitutions abéliennés propres qui soient
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échangeables à la fois à toutes les substitutions deff. On aurait donc o^= i

,

résultat absurde, g étant d'ordre 6.

Soit donc pour fixer les idées o^ = o : a sera égal à i , sans quoi g* serait

encore échangeable à ..l, et à ift,. Cela posé, les transformées ^\K>'^ et 5^ A, de

rV, et de itî, par g doivent avoir même caractéristique que x et ift,; il faut pour

cela que -A> et nb aient pour caractéristique une puissance de K- + i

.

Or la double suite A,, B,,...; A',, F, ,...,..., cV, ifi, qui sert à la forma-

tion de ^ doit contenir un nombre impair de couples qui aient pour carac-

téristique une puissance de K^ + i (670). Donc le nombre DC des couples

de la double suite A,, B,,..., A\, B'j,...,... qui jouissent de cette propriété

est nul ou pair. Mais alors, pour éviter de tomber dans un cas exclu (707),

il faut admettre que J contient une substitution qui multiplie les exposants

d'échange par un non résidu de 7. Or ^ne contient aucune semblable sub-

stitution, 2 étant résidu de 7 (671 ). Donc ^be peut contenir J.

824. Soit enfin/?'' r= 5. Les doubles suites A,, B,,...; A'^, B',,...;... peu-

vent être remplacées dans la construction de L par d'autres doubles suites

C,, D,,...; C,, D't^. ..;... telles, que chacun des groupes (C,, D,,...),

(Cj, D'j,. ..),... soit permutable à toutes les substitutions de L (705); et

l'on pourra déterminer dans J une substitution S{! qui soit échangeable

à C, D,,...; Cj, D'j, ...;... et qui transforme la substitution g^ dont les

puissances reproduisent F, en S g. Cette substitution, jointe à celles de G,

donne un groupe H qui contient et dont les substitutions sont abéliennes

propres, et échangeables entre elles à Q près. Or supposons, pour fixer les

idées, que Ç résulte de la combinaison de avec deux doubles suites ^v.,,

ifco««-» <^^» ife?; -^. ife'j,..., sljt tjV,'. L'ordre Û de H sera égal à OwO'w'.a,

0, «, 0', Cl)' étant définis comme précédemment. On a Oo» = 2-', 0'&>'<2-^,

d'où û= 2/X-. Mais lî = 2/jl'=^(/>^ - 1) = 2/x^ Donc 0« = 2^% 0'«'= 2-'';

relations qui ne peuvent subsister que si &> et a>' sont > 1 (728). Donc l'une

au moins des substitutions de H, autre que les puissances de 5, appartien-

dra au faisceau [X^, t)î>'j,...).

Si g appartient a l'un des faisceaux [x^y aft., ,...), (--Cj, dî>'i,...), on peut

admettre, par raison de symétrie, que ce n'est pas au second. Cela posé, les ^

substitutions de H sont de la forme ^'a"Cï'DJ'....Cj^'' D'/'..., s variant de o

à 3, et z, 7,, o\,..., 7j,cî'j,... de o à i. Soit Tune de ces substitutions, autre

que les puissances de B et qui appartienne au faisceau {^J^, Kb',,...). Les

exposants 7,, o^,,---. 7'i» o^».-- ne peuvent être tous nuls. En effet, s'ils l'é-

taient et que t le fût également, T se réduirait à une puissance de 5 =^-,
81.
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contre l'hypothèse, ou à une puissance de B multipliée par g', et le faisceau

('Cj, ad'i,...) contiendrait^, contre l'hypothèse. Si l'on avait au contraire

/ = I, d'où T = ^*a', nous avons vu (764-765) que J contient une substi-

tution 6 qui transforme si' en g'^ Si', r étant impair. Comme elle transforme

d'ailleurs g en Q"^g, m étant égal à o ou a i, on aura

T-t-l
ms

'ï-'^-'T(S = Sl'-'6'"'g^Sl' = B"" g-^= ge ^.

Or s, apparlenant à J et a fortiori à 4^, sera permutable à chacun des deux

faisceaux H et (..i>'j, iib'j,...). Donc T~'.G~'Ts, et par suite g, sera commun
à ces deux faisceaux, contre l'hypothèse.

Soit donc 7,, par exemple, ^o. Le groupe J étant évidemment permu-

table aux substitutions de L, l'une au moins U de ses substitutions sera

échangeable à Cj, D'j,...; G", D"j, ...;... sans être échangeable, aux puis-

sances près de 0, h Q'Df'... (la démonstration est toute semblable à celle du

n*^ 733, on doit seulement changer les lettres M, A, B en J, G, D).

D'ailleurs U est permutable à H et à (9, cCj, di,', ,...); la substitution

T-M[~'TU = Ï,, laquelle se réduit à la forme ^^-G^D?... sera donc com-

mune à ces deux faisceaux. Soit maintenant V une autre substitution de J,

qui ne soit pas échangeable à G] D*. . . aux puissances près de 5. Gomme
elle transforme g en g ou B g, la substitution T7*V~*T, V appartiendra au

faisceau (G,, D,,...). Gette substitution, et ses transformées par celles de J,

lesquelles reproduisent tout le faisceau, seront communes aux deux fais-

ceaux H et (<.i,'j, ij'o'i,...); et l'on pourra supposer la double suite Jl>'j, iiV, ,...

choisie de telle sorte que ses a premiers couples soient G,, D,,

—

Poursuivant le raisonnement comme au n° 758, on voit que le faisceau

(=i.'i, iib'j,...) peut être considéré comme dérivé de la combinaison de ô avec

une ou plusieurs des doubles suites de G.

825. Supposons, pour fixer les idées, que G contienne trois doubles suites,

dont la dernière appartienne seule au faisceau (x'j, Dl)\,...). Le nombre w

étant >i, l'une au moins des substitutions ^^^"Gï* Df'... G'/' D'j°'... du

faisceau 4> dérivé de g, ^', G,, D,,..., G'j, D'j,... (autre que les puissances

de B) aura pour première corrélative l'unité; et comme elle est échangeable

à G", D" ,... = .Cj, ift>\,..., elle appartiendra au faisceau (-X,, ml,,...).

Nous allons maintenant prouver que chacune des substitutions g, si'. G,,

D
,

, . . , , G'i , D'j , . . . appartient aufaisceau [Xi, aft>, , . . . )

.

1° Supposons d'abord que le groupe W formé par les substitutions com-
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munes aux faisceaux $ et (-A, , ui^,,...) contienne une substitution T, où l'ex-

posant t ne s'annule pas. Soit, pour fixer les idées, T = ^^<:A.'C;'. On voit,

comme au n° 824, que parmi les substitutions de J qui sont écbangeables

à ^, C, , D', ,..., il en est une au moins, U, qui n'est pas échangeable à Q'

aux F près. La substitution T' = T~Mj~'TU, appartenant à la fois à ^ et

à (,^1,,, \»î>,,...), appartiendra à Y, et se réduira à une forme telle que

g^ O^ Df— Soit de mêmeV une substitution de J qui ne soit pas échangeable

à T' aux F près. Le groupe $ contiendra la substitution T'"^V~*
T' V = T",

et ses transformées par les substitutions de J, lesquelles reproduiront tout

le faisceau (C,, D,,...). Ce groupe, contenant T et C^, contiendra g^Si.'.

D'ailleurs J contient une substitution ^ échangeable à ^ et qui transforme A'

en ai! g~\ T étant impair (765) : et 4» contiendra (^'<?l')~' e~*^*^'G = ^^.

H contient d'ailleurs ^^ = Cr'D7*C, D, ; donc il contiendra g\ donc il con-

tiendra g~\ g^a'^ A'

.

Cela posé, on peut admettre que la double suite -A,, ift.,,... ait été choisie

de telle sorte que ses premiers couples soient formés par les substitutions

a', gêi.' , C, , D,,...; et l'on verra, comme au n** 758, que le faisceau

(,i.,, \ft>,,...) contient les substitutions C^, D'j,... qui, jointes aux précé-

dentes, termineront la double suite.

826. 2° Supposons au contraire que l'on ait / = o dans toutes les substi-

tutions de ¥. Nous allons voir que cette hypothèse est inadmissible. Faisons

correspondre aux substitutions al,,, ift,,,..., x^^ ^\ les suivantes

«; =
I
a:,,/.,. . . x,-ir\,y\,. .. \y 6,= |^„j„... x„ y\ -^ i,. . . \, . . .;

et soit Ho le groupe auxiliaire relatif à la double suite ^i,,, uî),,..., et qui

sert a la construction de <^: ses substitutions seront hypoabéliennes, et de

la forme suivante

I

x„ y\y ... a, ^, H- c\ y\-\-. . ., 6', x, -h é?', j, -4- • .
.

, • -
|

,

et jointes au groupe H, dérivé des substitutions «,, 6,,..., elles formeront

un groupe H résoluble et primitif.

Le groupe ^o formé par les premières corrélatives des substitutions de $,

joint au groupe ^, formé par celles des substitutions du faisceau (a,, fe,,...)

qui correspondent aux substitutions communes à 4> et à (.v,,, ife,,...) formera

un groupe h d'ordre 2^- contenu dans .H, et dont les substitutions sont

échangeables entre elles.
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Ramenons le groupe H» à la forme type par un clioix convenable d'in-

dices; et supposons que les nouveaux indices se répartissent en X systèmes

(ou couples de systèmes) S,, Sa,... contenant chacun 2v séries, contenant

chacune ft indices.

827. Le groupe h^ ne contient aucune substitution qui déplace les systèmes

{couples de systèmes). Supposons en effet que ces substitutions permutent

entre eux les m systèmes (ou couples) S,,..., S,„. L'ordre de A sera égal

à mw, w étant l'ordre du groupe h' formé par celles des substitutions de h

qui ne déplacent pas ces systèmes, et dont chacune sera de la forme

V, ...V,„W, Vp étant une substitution qui n'altère que les indices de Sp, et W
une substitution qui n'altère que les indices des systèmes autres que S,,...,

%n (721).

Soient^ le groupe dérivé des premières substitutions partielles V,, V'^,...;

«, son ordre. Ces substitutions, jointes à celles de H, qui laissent invariables

les indices de S,, forment un groupe de w,.2^^~^i^'' substitutions échangeables

entre elles. Mais le nombre de ces substitutions ne peut dépasser 2-^
: donc

w, est au plus égal à 2^'^''. On a d'ailleurs évidemment w = w,co2, wa étant

l'ordre du groupe/ formé par celles des substitutions de h qui laissent in-

variables les indices de S,. Ces dernières substitutions, étant échangeables à

celles deAoflui permutent ensemble S,,..., S,„, laisseront invariables les in-

dices de tous ces systèmes, et se réduiront à la forme W. En les joignant à

celles des substitutions de H, qui n'altèrent que les indices de S,,..., S,„, on

aura un groupe de substitutions échangeables entre elles, dont l'ordre

0Û2.
2''"!"^ ne peut dépasser a^^; donc w,^ 2'^-=^'''f^" et =:mw, W2 ^ m22^-='t'«-')f^''

sera < 2S contrairement à l'hypothèse.

828. Le groupe Ho ne peut être de première catégorie. En effet, on aurait

-i" >4, d'où V >2 (616), et l'on verrait, par le raisonnement qui précède,

que Ao ne contient aucune substitution qui permute les systèmes d'un même
couple. S'il contenait des substitutions permutant les séries d'un même sys-

tème, il existerait (722) un groupe de substitutions échangeables entre

elles, contenu dans H, et dont l'ordre 2''-° - (§ étant un diviseur de v)

serait >0 = 2-S résultat absurde. Enfin s'il contenait une substitution

altérant les indices d'un système sans déplacer les séries, il existerait

(723-727) un groupe de substitutions échangeables entre elles, contenu

dans H, et dont l'ordre 0.2'^-"'''-^ serait >0, résultat absurde.

Si Ho est de seconde catégorie, on pourra raisonner de même, en remar-
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quant seulement que le nombre des séries de chaque système n'est plus v,

mais 2v : et Ton verra : i*^ que h^, ne peut contenir de substitution (autre

que l'unité) qui déplace les séries que si l'on a v — i; 2° qu'il ne peut en

aucun cas contenir de substitution qui altère les indices d'un système sans

en déplacer les séries.

829. Soit maintenant T une substitution de h^, différente de l'unité; son

carî-é, ne déplaçant plus les séries d'aucun des systèmes S,,..., se réduira à

l'unité. Soient d'ailleurs S; l'un des systèmes dont T déplace les séries; a:,

jo',... les indices de la première série de S,; y, y\... les fonctions des in-

dices de la seconde série que T leur fait succéder : T remplace réciproque-

ment j,v',... par X, x\...; et pour qu'une fonction des indices de S, reste

inaltérée par cette substitution, il faut évidemment qu'elle soit de la forme

-a(oc -r-y) -+- a! [x' -\-y'') 4- Donc les fonctions qui jouissent de cette pro-

priété se ramènent à a fonctions distinctes.

Cela posé, la substitution T est le produit de deux substitutions par-

tielles, dont l'une, T,, altère les indices de S,, l'autre G altérant les autres

indices. Remplaçons les indices de S, par d'autres indices indépendants X,

Y, X', Y',... choisis de manière à ramener T, à sa forme canonique

j
X,Y,X, V,.. X + Y, Y,X' + Y,Y,. . j,

et soient z, s',... les indices des autres systèmes. La substitution T prendra

une forme telle que

I
X, V, X', Y',..., z, z',... X-f- V, Y, X'+ Y', Y',..., o(z, z' ,...), o'(z, 2',...),... ;.

Les substitutions de h^ résultent de la combinaison de T avec des substi-

tutions qui laissent invariables les indices de S,. Car soit U l'une d'elles;

l'une des deux substitutions U, T""' U, ne déplaçant pas les séries de S, , n'al-

térera pas les indices de ce système. Il résulte de là que les substitutions

de h résultent de la combinaison de T avec des substitutions qui accroissent

simplement X, Y, X', Y',. .. de termes constants. Ces dernières substitu-

tions, étant échangeables à T, se réduiront à la forme

I

X, Y, X', Y',..., 2, 2',... X + «, Y, X'-h a', Y',...,/(2, 2',...), /'(z, z',. ..}.... |,

et les coefficients a, a',... étant en nombre a, l'ordre de A sera au plus

égal à i.i'^Çi, Ci étant l'ordre du groupe formé par celles de ses substitutions

qui n'altèrent pas les indices de S,. Or ces dernières substitutions, jointes à
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celles de H, qui n'altèrent que les indices de S,, donnent un groupe de sub-

stitutions échangeables entre elles, et d'ordre 2'^^Ù. Cet ordre ne pouvant

être supérieur à 0, on aura p,= i.

Chacun des systèmes S,, So,... contiendra donc deux indices. On pourra

remplacer dans chacun d'eux les indices imaginaires par deux indices réels

tels, que les exposants d'échange mutuels des substitutions correspondantes

soient'congrus à i ainsi que leurs caractères, et l'on peut admettre que ces

nouveaux indices se confondent respectivement avec a?,, j,; 07^, jo?-*- (6^8).

830. Les substitutions deAo résultant, d'après ce qui précède, de la com-

binaison de T avec le groupe h'^^ formé par celles de ses substitutions qui

n'altèrent pas les indices de S,, son ordre oj sera égal à 2w', w' étant l'ordre

de A',). Soit S, un système dont les substitutions de A'^, permutent les séries;

on aura de même &/ = 200", w" étant l'ordre du groupe A", formé par les

substitutions de Aq qui n'altèrent pas les indices de S, ni de Sn. Continuant

ainsi, on voit que w est au plus égal à 2^ =^ 2^= 2*^+*^'+'. Or les substitutions

de la forme ^*<ïîi'^C('Df'...C'/'D'j^'..., où t est égal à o ou à i, sont en

nombre 2^*^"*"^*^'"^'. Donc parmi ces substitutions, il en est au moins 2'^'^^''^^,

1, 1',... ayant une même corrélative; les
2'^-^^''^^ substitutions i, I~'2',...,

qui sont de la même forme, auront pour corrélative l'unité; donc, par hy-

pothèse, l'exposant / y sera nul (826).

Ces substitutions seront de la forme 5Pt?,<?2-"> en posant pour abréger

t;), =„a7'd\,^, t?, = ll.â^ a)\>!% Soient donc 0Pt?, tpa. . . , B^''^\'Ç'^ ces

substitutions. Chacune des substitutions partielles x?,, <?2»«--» '^'1» '^2». ••>•••

sera dérivée de g, C,, D,,--.. C'j , D'j, En effet, ces substitutions partielles,

étant échangeables entre elles à près, forment avec B un groupe réso-

luble K. De plus, ce groupe est permutable aux substitutions de J. En effet,

soit X) l'une quelconque de ces dernières substitutions ; elle est permutable,

d'une part au faisceau (ju,, •\^^^,...) (car elle appartient à 4^), d'autre part

au faisceau [g, C,, Do».-, C'j, D'^,...). Elle transforme donc les unes d.ans

les autres les substitutions ÔPtp^tpo..., 0^' 'ç\'Q\....... communes à ces deux

faisceaux. Soit par exemple

(23) '0--\Bi'Ç,<?2...-0 = B^'V\'*^\
*

t) est échangeable à 0; d'ailleurs, soit S^ le système auquel sa première cor-

rélative U fait succéder le système S^ : t) transformera évidemment les sub-

stitutions dérivées de Xr^ ifc;., en substitutions dérivées de o^, oft?,. Supposons



DE LA RÉSOLUTION PAR RADICAUX. (549

en particulier que U fasse succéder S, à S, : la relation (23) donnera

V>;-' i'>-' %'>. t) = ¥-'< V', . . . O- 1?7* . . . t),

relation dont le premier membre est dérivé de x.^-, iR)?» et le second membre

de -Â,, iPo,, cl>3, atî,3, Ils ne peuvent donc être égaux que s'ils se réduisent

tous deux à une puissance de 5. On aura donc une égalité telle que

\v -' ti-' <>, ir> = 5% d'où t) ' ^,-o — b-'^^.

Donc la transformée de l'une quelconque \'), des substitutions de K par i^

appartient à K.

Le groupe oc dérivé de la combinaison de K avec J sera résoluble (527).

Son premier faisceau s contient F. En effet, F a ses substitutions échangeables

entre elles, et il est permutable aux substitutions de J. Il l'est de plus à

celles de K. Soit en effet v> une -substitution de F; elle ne déplace aucun des

systèmes S,, So,...; de plus, elle est échangeable à 5p^,\'>2 On en déduit,

par le raisonnement qui précède,

W O— V>. t) = \^. . . t)-' \V • • • O = 6^'.

Donc \'>, est échangeable à lo aux puissances près de 5. De même •<,k.,

Cela posé, soit A un groupe résoluble et général parmi ceux dont les sub-

stitutions sont abéliennes, qui contiennent DC et dont le premier faisceau

contient -p. Il sera de première ou de seconde catégorie, et contiendra J;

donc il se réduit à L (760-813); et DC, ayant ses substitutions abéliennes

propres, sera contenu dans J. Donc J contient i?,, '<?2»---»
'*?'i»

'^2»--->— Ces

substitutions font partie de son second faisceau. En effet, nous avons vu

qu'elles sont échangeables aux puissances près de 5 aux substitutions de F.

On verrait de même qu'elles le sont à C,, D,,..., C, , D'j,— Quant à C,

,

D' , . . .= cCj , ift)'j,..., elles leur sont échangeables. Donct?,, par exemple, est

delà forme ^*A" C/Dj'...C/'D',^''.... D'ailleurs ;=o, par hypothèse (826).

831. L'un au moins des exposants 7,, cJ*,,..., y'^, (^i,... diffère de zéro

dans l'une t?, des substitutions (autres que les puissances de ô) communes

aux faisceaux (a,, iiï),,...) et (^, C,, D,,..., C,, D',,...); car ces substitu-

tions sont en nombre 2'^'^"'^*, supérieur à celui 2' des substitutions de la

forme g\ Soit par exemple 7, ^o. On voit, comme aux n*** 733 ou 824, que

parmi les substitutions de J qui sont échangeables à g, C,, D'^,..., il en

existe une au moins U qui ne soit pas échangeable à Cî'D*'— La substilu-

82*
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lion \Y'- U"*\'>,U appartiendra à la fois aux deux faisceaux (a.,, itl,,...) et

(C,, D,,...); et ses transformées par les substitutions de J appartiendront

('•gaiement à (a.,, ift),,...), et d'autre part elles reproduiront tout le faisceau

fC,, D,,...). Donc les substitutions de ce faisceau sont contenues dans le

groupe H= {6, v"),, -Ci,..., V^j, t?'^,...,...); et ce groupe contiendra au moins

une substitution D, qui ne soit pas échangeable à \'>,. Celles des substitutions

de ce groupe qui sont échangeables à toutes les autres se réduisent donc à

des puissances de g, et seront des puissances d'une seule d'entre elles.

832. Cela posé, supposons que les substitutions \)p, \'>'p ,..., par exemple,

ne se réduisent pas toutes à l'unité, p étant un entier constant arbitraire.

Elles sont de la forme =A=,°fi)l)pf. Si elles ne sont pas toutes identiques à Vp,

leur combinaison reproduira le faisceau (..i>p, i)Lp), lequel se trouvera par

suite contenu dans W. Dans le cas contraire, -vpp sera échangeable h toutes

les substitutions de W et se réduira à une puissance de g. Soit maintenant t

un entier autre que p. Si 'Ç't diffère de l'unité, \'>p et W, n'étant pas les puis-

sances d'une même substitution, ne peuvent être échangeables à la fois aux

substitutions de W. Donc l'une au moins des substitutions ç'!,,... diffère

de W; et par suite W contiendra A^^, iilx- Donc les substitutions de W ré-

sultent dans tous les cas d'un certain nombre de couples ..i,^:, iftjx,... de la

double suite el,, , lil,; ^l>2. ni>2;---« seuls, ou joints à une puissance de ^,

telle que pç^. Cela posé, W contiendra toutes les substitutions des deux

doubles suites C, , D,,..., C'j, D'^, Supposons en effet qu'il contînt seule-

ment celles de la double suite C,, D, Le groupe W s'obtient d'une part

en combinant une puissance de ^ avec les substitutions C,, D,,...; d'autre

part en combinant cette même puissance de g avec certains couples Av+2»

itV+2.---; =^H» ^^ç- Donc les substitutions dérivées de ces couples reproduisent,

aux puissances près de g, chacune des substitutions C, , D,, Soient

^•^'C,, ^^'D,,... les substitutions qui résultent ainsi de la combinaison de

ci.ff'+a. itV+a.---» "^. A' ^t ^ui réciproquement, combinées entre elles, re-

produiront ces dernières substitutions.

Soit 4>' le faisceau dérivé des substitutions g, C^, D'j,..., <?l" = .^'Cf Df'...:

ses substitutions, en nombre 2^*^'"^% sont échangeables entre elles, et aux

substitutions x^^^, i)V+2.---» -^. '^^i- Leurs premières corrélatives seront

donc échangeables entre elles, et laisseront invariables les indices x^^^,

y(/+-i^'", ^ç, Jç- L'ordre du groupe qu'elles forment est au plus égal à
2''"^'

(830). Donc ^' a 2.'^''^'^ substitutions au moins contenues dans le faisceau

(x,, ift,,,..., Av+i, ift>^+,). Ces substitutions sont toutes de la forme
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^^c*l"'C/D'/^-...=é^^'<!ft.'^Cî"'Df''...C'J'D',2'..., ou comme t = o, par hypo-

thèse, de la forme é'^' C'/- D', ^' Dans l'une au moins d'enlre elles, un

des exposants 7,, 5,,... sera ^o; et le faisceau (=.1,, dî),,..., A^'+i, dî'o'+i)

contiendra toute la double suite C, , D'j,..., contrairement à l'hypothèse.

833. Cela posé, on voit, comme au numéro précédent : i" que tous les

couples ei>,, Dî,,,..., =,i,ç, iiîiç, sauf le premier, sont dérivés de substitutions

des formes ^^'C,, ^*'D,,..., g'''C^, ^^' D'^ ...; 2** que le groupe 0" d'ordre

2% dérivé de g et de a"'= a'C/'Dî''...C^^'' D'/'... a 2- substitutions com-

munes avec le faisceau (r.1,,, d1),). Ces substitutions se réduiront aux puis-

sances de g; réciproquement g et ses puissances, au nombre de quatre, ap-

partiendront à ^

.

Ce point établi, le groupe (-.1,,, ait,,---) résulte de la combinaison de g,

C D,,..., C'j, D'i,... avec une nouvelle substitution échangeable à C,, D,,...,

C^, D'j,..., et qui transforme ^ en Og. Cette substitution est égale à ssi',

-S étant une substitution abélienne propre, échangeable à ^, C, , D, , . . . , C,

,

D'j ,..., et par suite se réduisant à une puissance de g, telle que g^. Donc W
contiendra contre l'hypothèse (826) la substitution ^^Jl'.

834. Faisons maintenant correspondre aux substitutions g, si', C,, D,,...,

Cj, D'j,... dont le faisceau (oi.,, i)b,,...) est dérivé, les suivantes :

Cf^ =
I

JTj, Jf\, . . . , Xa+r;', J'a+'j' Xq -{- l
, J\, • • , X,+^, y\+a' \ »

Ou —
I

X^, ^"j, . . . , Xis+i', } 1-ht' -^0» y» • ï j • • » •^!j+i'> ^'5+0'
I

t

•• 5

puis à chaque substitution de s;^, qui transforme g, A',... en ôp^»^'*». . .,

f,--g:.g^do
^ donnons pour corrélative la suivante :

I
-^0» Ji, • • • ^0 ^0 ~^ Co y^ ~\~ • • • , Un Xa -h CloVa "H ....... |.

L'ensemble de ces corrélatives formera un groupe, que nous désignerons

par 4^0.

En particulier, les substitutions de L étant permutables au faisceau

(C, D,,..., Cj, D'j,,..) et échangeables a g, leurs corrélatives se réduiront

à la forme

Xfi, y\ Xq -+- c^y\, j'i}

Xy, y\,. . . «', Xi -{- c\y\ 4- . .
. , 6', a:, -^ f/', j, -f- . . . , . . . j

Elles forment d'ailleurs un groupe f-o contenu dans 4^0- Si dans l'expression

82.
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(les substitutions de Lo on effaçait le premier couple d'indices a.„, j„, on

obtiendrait un nouveau groupe L'„, d'ordre 2"^*^', lequel se confondrait évi-

(lemnnent avec le groupe complexe qui résulte de la fusion en un seul des

deux groupes auxiliaires primaires /, /' qui servent à la construction de L,

et correspondent respectivement aux deux doubles suites C,, D,,...; C',,

n,.. ...
, . ,

^

Soit J'„ le groupe qui est à L'^ ce que J est à L dans la fin de l'énoncé du

théorème C (715). Ce groupe est contenu dans le groupe l'„, analogue au

groupe I du n° 765. Celles des substitutions de J qui corres|)ondent à celles

de J'y, seront donc échangeables à Ji', aux puissances près dey^ = 5 (765).

Elles ont donc pour corrélatives dans 4^0 J^s substitutions pour lesquelles

('0 = o, et qui formeront un groupe, que nous appellerons !«.

835. Cela posé, admettons pour plus de généralité, que 4^0 soit déconj-

posable. Si l'on changeait d'indices de manière à ramener 4^0 ^ sa forme type,

les nouveaux indices se partageraient en systèmes (couples de systèmes)

tels, que les fonctions linéaires des indices de l'un quelconque d'entre eux

fussent remplacées par les fonctions linéaires des indices de l'un d'eux dans

chacune des substitutions de 4^0» et a fortiori dans chacune de celles de ]„.

Nous allons maintenant établir que Vun des systèmes s, $',... de jonctions

linéaires dont il s'agit estformé des indices x^^, Vo , seuls, oujoints à a?, , y, ....

,

^ff» Ja» à 37^+1 » Ya^i » • • • » -^CT+f/» ya+a' OU à tous CCS indiccs à la fois.

Remplaçons les indices a?,, jo---» ^a^ Ya par d'autres indices indépen-

dants, choisis de manière à ramener / à sa forme type. Ces nouveaux indices

se répartissent en général entre X systèmes (couples de systèmes) Iq,.. .,

1\-^y contenant chacun iv séries, contenant chacune /jl indices, hrj étant

égal à cr. On peut de même remplacer les indices x^+^, y^+i,... par d'autres

indices choisis de manière à ramener /' à sa forme type, et qui se répar-

tissent entre X' systèmes (couples de systèmes), 2),..., I),+>/,,, contenant

chacun 2v' séries, contenant chacune /jl' indices. Ces préliminaires posés,

on voit, comme aux n°* 769-771, que l'un au moins des systèmes S, ^\...

contient une fonction o qui s'exprime à l'aide des indices ^o^Jo» et des

indices d'un seul système tel que 2,,, arbitrairement choisi parmi ceux de

la suite 1^, 2 ,,...•, I>.+)/_,.

Soit = 73-0 + ^, ZÔQ étant une fonction des indices de 2o» et / une fonc-

tion de x^, jo. Transformons 9 par celles des substitutions de J^ qui ne dé-

[)lacent pas le système 2^y. On obtiendra [xi^i'' — \) ou ,a(2''-hi) trans-

formées différentes (769), suivant que /sera de première ou de seconde
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catégorie; Opérant ensuite sur ces transformées les substitutions de Jo qui

permutent les systèmes !„,..., 2)._,, on obtiendra un total de ).|U!. f 2' ±i i
)

transformées différentes, dont cbacune appartiendra à l'un des systèmes de

fonctions cherchés. Or ces fonctions dépendent de / et des aXfxv indices de

lo,..., 2)-,, dont le nombre est inférieur au leur (à moins qu'on n'ait

). = tj.^= i et V = 1 ou 2, cas d'exception sur lequel nous reviendrons tout

à l'heure) : donc elles ne peuvent être distinctes. Donc deux au moins

d'entre elles appartiennent à un même rysième-S; ce système contiendra

leur différence, laquelle ne contient plus que les indices de 2o.

836. Cela posé, on verra comme aux n*'* 739-740 que les indices de cha-

cun des systèmes -o»---» ^\-t appartiendront à l'un des systèmes ê, 6',

Supposons, pour fixer les idées, qu'ils appartiennent tous à l'un des deux

systèmes s, ê'. Il pourra se faire qu'étant combinés ensemble, ils fournissent

la totalité des fonctions de ces systèmes. Admettons l'hypothèse contraire,

et supposons que ^ contienne une fonction de la forme sr h- -j», ^7 étant une

fonction des indices de -0,..., et à une fonction des autres indices. Suppo-

sons que zs ne se réduise pas à zéro, mais contienne les indices d'un sys-

tème lo- Soit s, le système qui contient ces indices (lequel sera égal à s ou

à s') : Jo contient une substitution qui ne déplace pas 1^, et qui change zs

en une fonction différente 70'. Soit s" le système qu'elle fait succéder à s.

La fonction cr'-h ({;, qui appartient au système s", serait la somme des deux

fonctions zj -r '^, rs' — rz, appartenant à S et ^s, : résultat absurde, si les

trois systèmes s, s,, h" ne se confondent pas en un seul.

Donc tous les indices que contient la fonction is appartiennent à s. Donc |

lui appartient. Admettons que ii> contienne quelqu'un des indices des sys-

tèmes ^x,..., 2).+>'-»- Celles des substitutions de Jo qui n'altèrent pas cette

fonction ne déplacent pas le système S; mais elles permutent entre eux tous

les systèmes 2o.--» 2)-,. Donc tous ces systèmes appartiennent à s. De

plus les substitutions de Jq, remplaçant ces systèmes les uns par les autres,

laisseront le système S immobile. Les fonctions ^, 'i^\... qu'elles font suc-

céder à ^j' appartiennent donc à S; S contiendra donc les différences ^ — ^\...

et leurs transformées par les substitutions de Jo, lesquelles reproduisent par

leur combinaison tous les indices de 2l),..., -)+>/_,.

Donc si s contient une fonction où figurent ces indices, il les contiendra

tous. Enfin il peut contenir une fonction 9 où figurent les indices a7o»Jo- H

contiendra dans ce cas la fonction y formée par ceux des termes de 9 qui

contiennent ces deux indices. Mais il contient un nombre pair de fonctions
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dislincles : donc il contiendra une autre fonction de ir„, y^,, et par suilc

ces deux indices eux-mêmes.

Si rS contient Xo, jo. notre proposition est établie. Dans le cas contraire,

il contiendra tous les indices de 2o,..., 2),+)/_,. Il existe un autre système,

-S,, contenant une fonction cp dans laquelle figurent les indices a?(,, jo- Soit

ç/ = sT -I- ^, y étant une fonction de ces deux indices, et zs une fonction

des indices de s. Si zs différait de zéro, Jq contiendrait une substitution qui

l'altère; soit z^' -\- y la transformée de 9 par cette substitution, §2 le système

auquel elle appartient. La fonction ^'+ x serait la somme des deux fonc-

tions et Tz:' — zô, qui appartiennent respectivement à s, s,; résultat ab-

surde, les trois systèmes §, s,, So ^^ se réduisant pas à un seul. Donc o ne

peut contenir que ^To, joî et comme s, contient au moins deux fonctions

distinctes 9, 9', il contiendra a^o, /o-

837. Supposons maintenant que les indices de lo»---» ^>,-n combinés

ensemble, reproduisent en entier un ou plusieurs des systèmes de fonc-

tions s, s',— Soient Si, So»"- les autres systèmes de fonctions, g = zô -\- ^
une des fonctions de S,, z7 étant une fonction des indices de -So»--*» ^),-i»

et 4- une fonction des autres indices. Si zs ne se réduisait pas à zéro, elle con-

tiendrait par exemple dans son expression les indices de 2o» appartenant

pour fixer les idées au système s. Parmi celles des substitutions de Jo qui

n'allèrent que les indices de 2o, il en est une au moins qui altère zû en la

transformant en une autre fonction zs'. La différence zô'—zô, étant entiè-

rement formée avec les indices de 2o» appartiendra à s. D'autre part, la

transformée de 9, zs' -h 6 appartiendra à un système §2» et sera la somme
des deux fonctions ç» etzs'—zs, qui appartiennent respectivement à s, et

à s, résultat absurde, S, S,, S^, n'étant pas identiques. Donc zs=^o.

Cela posé, l'un au moins des systèmes s,. Sa»-- contiendra une fonction 9

de la forme zsi -\- /, zsi étant une fonction des indices de 2), et y une fonc-

tion de ccq, Jo. Transformons 9 par celles des substitutions de Jo qui

n'altèrent pas les indices de S; on obtiendra l'[x'(2^' ±: i) transformées dif-

férentes. Ces fonctions, dépendant de i-h 2V(x'v' fonctions distinctes seule-

ment, ne pourront être distinctes, à moins qu'on n'ait \'ijJ= i, et v' = i

ou 1. Donc deux d'entre elles appartiendront à un même système de la

suite s,, S2>« • • • On obtient le même résultat en supposant X'/7/= i, v'= 1

ou 2. Car chacun de ces systèmes contenant au moins deux fonctions dis-

tinctes, leur nombre sera au plus égal à la moitié v'+ i du nombre des in-

dices avec lesquels ces fonctions sont formées. Il sera donc inférieur à 2'''-+-
1,
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nombre des transformées de <p. Ce point établi, on continuera le raisonne-

ment comme précédemment.

838. Reprenons maintenant le cas où l'on aurait X/jl = i et v = i ou 2.

Il faut supposer en outre X'/7,' = i et v' = 1 ou 2, car tout est symétrique

dans nos raisonnements par rapport à X. ,a, v, et X', /x', v'. En outre, on ne

peut avoir v = y'; car les deux groupes /, /' seraient semblables, et l'on

tomberait ainsi sur un cas exclu. On peut donc supposer v= 2, v'= i . Cela

posé, la fonction p = sr^^ -i- ;( aura Xp,(2''-h i) = 5 transformées différentes;

quant aux nombre des systèmes §,§',..., il ne peut dépasser v -1- v' -h i = 4.

moitié du nombre total des indices. Donc deux transformées appartien-

dront nécessairement à un même système, et l'on pourra continuer le rai-

sonnement comme tout à l'heure.

839. Notre proposition étant ainsi établie, supposons, pour fixer les

idées, que le système § qui contient les indices Xo, y^ contienne en outre

X,, y,, ... , œ^. Va, mais ne contienne pas a?,y+o jWn Soient F et 7 les

groupes respectivement formés par celles des substitutions de 4^^ et de J„,

qui n'altèrent que les indices de §; T devra contenir 7.

Supposons d'abord Xv > i. On verra comme au n° 779 que chaque sub-

stitution de 0, premier faisceau de F, remplace les indices-^de chaque sys-

tème de / par des fonctions de ces seuls indices, et les indices ^0, jo V^^ ^^^

fonctions a^ oc^ -h Co/o» ^0 ^0 + ^hyo ^^ ces seuls indices.

840. La démonstration ne serait plus applicable au cas où, X et v se ré-

duisant tous deux à l'unité, ê ne contiendrait que quatre indices a^^, j„, Xt,

y,. Mais soit dans ce cas

Xt, jo «0 ^0 + Cofo + a,x, -h c,y\, b» Xo + d»fo 4- 6, ^. 4- d,j\

x„ y\ a\xo -h c\y^ + d^x, -+- c\y^, b\xo -h rf'.j. 4- b\x, H- d\)\

une substitution de 0. !„ contient la substitution

h=
I

:r„ j-„, X,, y, x^, j„ hx,, li^y\ |,

où h est une racine primitive de la congruence A'e^i (mod. 2). Cette sub-

stitution, appartenant à i^^^, sera permutable à 0; donc A"' SA appartiendra

à 0, et par suite sera échangeable à S, ce qui fournira les 16 conditions
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suivantes (après suppression de facteurs constants)

a
I
a\— c, h\^ a» «r, -f c„ b^ — a, a\ :i^ a, c\ — c, </'„ss «, c\ -\- c\ r/, — c, </',^ o,

^, d\— b, c',^ </o dt -h b^Ct — di d\^ </, 6', ~ b,a\~idob^ -\~ b^a, — 6, «', h= o,

«', c', — c\ d\^ a', ff« -H 6''„ 6o — «', «'« ^ «'« «I -I- c\b, — c\ b\ sz3 «'<, c» + c',é^o — «', c\ ^vb o,

d',b\~ b\a\^=d\do +- b\c, — d\d\E^d\d, ~h b\c, — b\c\ ^ad\b^ -+- b\a, — </', //,Esn o.

Fin outre, S est abélienne propre, et d'ordre premier à 2. Il est aisé de

vérifier que ce système de conditions ne peut être satisfait que si a^, bf, Cf,

d,, cÎq, b'^, c\, d'f^ sont tous nuls. On simplifiera cette vérification en remar-

quant que l'on peut profiter de l'arbitraire qui reste dans le choix des deux

indices x^, y^ pour faire en sorte que l'on ait a priori d'^ = o.

841. Donc chaque substitution S de transformera les substitutions C^^,

G^^ correspondantes à x^ et ky„ en C^°C*°, C^°CJ°. transformées qui devront

avoir le même caractère que les substitutions C^,, G,,,. Or la substitution g
ayant pour carré 6, sa correspondante C^^ a pour caractère i. D'ailleurs le

cas où l'on a DtsEEo(mod. 2) est exclu (705). Soit donc dc^i. Les deux sub-

stitutions si' et gS{.' ont pour carré l'unité ; les substitutions correspondantes

C,,, C^„Cy, ont donc zéro pour caractère. Donc pour que C"°C^° ait le môme
caractère que Cj^^, il faudra qu'on ait a^^^i , è^^^o, d'où d^^i (mod. 2), le

déterminant «^ ^0 ~ ^o^c ^^^ divise le déterminant de S, ne pouvant s'an-

nuler. Donc les substitutions de $ laisseront invariable l'indice j^. Donc V

ne pourra être primaire; car ses substitutions remplaceront évidemment les

indices tels que jo» que les substitutions de $ n'altèrent pas, par des fonc-

tions de ces seuls indices.

L'absurdité de ce résultat démontre notre théorème.

842. En dernier lieu, soit ^"' = 3*. Soient x,, i(l>,,... la double suite

simple ou complexe dont ç est dérivé,

ff, =
I
^,, j,,. . . X, -h ï, r,,- .. \, . bt= \ Xt,y\,. . . ar,, ri H- I,. • . |, .. •

les substitutions correspondantes, dont le faisceau est permutable au groupe

auxiliaire A, formé par les corrélatives des substitutions de j^. Soient

d'autre part ^ la substitution d'ordre 80 dont les puissances reproduisent F,

premier faisceau de L; A,, B,,..., A^, B^; A\,B\,...;... les doubles suites

qui, jointes à g, forment son second faisceau G. Les substitutions de G

seront de la forme ^pAî'Bi*... A^'Bj'A'/' B'j^'...; et si l'une de ces substi-
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tutions, dans laquelle l'un des exposants y'j, 5',,... par exemple ne soit pas

nul, appartient à Ç, on rerra, par un raisonnement que nous avons déjà re-

produit plusieurs fois, que les substitutions du faisceau (A',, B'j,...) appar-

tiendront toutes à Ç.

Supposons, pour fixer les idées, que A,, B,,..., A^, B^ n'appartiennent

pas à Ç, mais que les substitutions des autres doubles suites A\, B',, ...;...

appartiennent à ce faisceau. On pourra admettre que la double suite X,,

iJî),,... ait été formée de telle sorte, que A^^+i* '\i\>^+^,... se confondent res-

pectivement avec A'j, B'j,...;

Cela posé, les substitutions g^, A,, B,,... étant échangeables à A',,

Bj,...;..., et ayant pour ordre une puissance de 2, les substitutions de A
qui sont leurs corrélatives seront échangeables à a^+i, b^^^, Étant d'ail-

leurs abéliennes, elles se réduiront à la forme

^a+3, Xi-hi Ja+3 ( "^i, .Vl, • • -, ^ff+J, J"o+3 )t 'Pff+a { ^1» y\j • • , •^<r-t-3» y'a+i)

Enfin elles ont pour ordre une puissance de 2. Donc il existe une substi-

tution t =1 al' b\\ . . dérivée de a,, 6;,..., 0^+3, ^5+3, qui leur soit échan-

geable à toutes (186).

La substitution T= =,1,"' ifc^'... sera évidemment échangeable à chacune

des substitutions g^. A,, B,,... aux puissances près de 5; et l'on aura

T = T, Ai'Bj'..., T, étant échangeable à A,, B,,... et transformant ^' en g^

ou en 5^'=^*^
Cela posé, L, et par suite J, contient la substitution (P qui remplace chaque

indice de L par son correspondant de la série suivante, laquelle est abé-

lienne propre et échangeable à A,, B,,. ..;..., et transforme g en g^. Si T,

transforme g"^ en ^*®, on aura T, =<;p-T2, Tj étant abélienne propre et

échangeable à g^. A,, B,,..., et, par suite, se réduisant à une puissance de^.

Cela posé, T appartenant à S*, auquel les substitutions de 4^, et en particu-

lier g, sont permutables, il en sera de même de g~*T^g=^g~*' résultat

absurde, car g~* est d'ordre 10, tandis que les substitutions de ç ont pour

ordres des diviseurs de 4-

Donc T, est échangeable à g', et par suite se réduit à une puissance de g,

telle que g^. On aura donc T = g^Al'Bl'...; mais T appartenant à g*, cette

83 .
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relalion ne peut avoir lieu, par hypothèse, que si y, =(?*, = ... = o, d'où

T= ^P. D'ailleurs T a pour ordre un diviseur de 4. «t ne se réduit pas à une

puissance de Q z= g'''^\ donc T = ^'^'^ ou g^^
; et g", contenant les deux sub-

stitutions T et 5T, contiendra g^'^.

On peut évidemment supposer que la double suite x,, iii),,... ait été

choisie de telle sorte que la première de ses substitutions, x,, ne soit autre

que ^^°. Les substitutions ^^ A,, B,,--- lui étant échangeables, leurs cor-

rélatives seront de la forme

I

Xx, f, ^lH-/.(jl, • . • , ^2<,+3,7î<,+3 ), 9. (jl, . . . , ^2,+.,, Xu+i)

•3^J<T-4-3> X'i(r+3 j2<»-»-3 (Xi) • • • » ^ia+3i X''''+^ /» '^^a+i \X>> ' • f -^ao+S» ^2ff+3 )

Elles ont d'ailleurs pour ordres des puissances de 2. A fortiori, les substitu-

tions qu'on en déduirait en supprimant les fonctions/< (j,,..., aja^+s» Ja^+s)

dont elles accroissent 00, jouiront de cette propriété. Donc parmi les substi-

tutions dérivées de bt,,.., «2(7+3» ^2(t+3» il en existe une au moins u échan-

geable à ces dernières substitutions. Les corrélatives de g'^, A,, Boi-
seront évidemment échangeables à u aux puissances près de a,. Soit U la

substitution formée avec ife,,--. comme u l'est avec 6,,...; g'^, A,, B,,...

seront échangeables à U, aux puissances près de rX,,=g^'*. D'ailleurs

\]-' g'^l] = g^-^'^**^, U~' A< U = A, ^^"^',
. . . doivent avoir même caractéris-

tiques que ^*, A,,...; ce qui exige que e, s',... soient pairs. Donc U est

échangeable à g^, A,, B,,..., aux puissances près de g''^ = ô.

Ce point établi, on verra que U, comme tout à l'heure T, doit se réduire

à une puissance de g^**
: résultat absurde, car U, dérivée de ift),,..., ne peut

être une puissance de g^^ = <A>,.

843. Troisième cas. — L indécomposable de seconde catégorie.

Soient 2v' le nombre des séries de L, p/ le nouibre d'indices de chacune

d'elles. On obtiendra comme au n*^ 822 la relation

laquelle n'est possible, p^' étant impair et /Jt,', v' des puissances de 2, qu'en

posant /)''' = 3^, 3*, 3, 5^, Sou 7. Nous allons examiner successivement ces

cas d'exception.
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844. Soit d'abord p"^ = V. On raisonnera comme au u°823. Ici l'ordre

de G est divisible par l\\ . Donc K, contiendra une substitution S d'ordre 4' •

Ramenons-la à la forme canonique. Soit X, l'un des indices qu'elle altère.

Elle le multiplie par un facteur m, racine primitive de la congruence

m**^i (mod.a), lequel dépendra d'une congruence irréductible de degré

2o; car 20 est la moindre valeur de q telle que l'on ait 2'— i ^^ofmod. 40-

Cela posé, K résulte de la combinaison de S avec des substitutions d'ordre

2, qui lui sont échangeables, et qui, par suite, n'altéreront ni X, ni ses

conjugués. On en conclut, comme au n° 823, que l'ordre de G ne peut

dépasser 4i «•''.2"'*", ce qui est absurde, car il est égal à

(/?"' -f i)/ut" = 4ia^2-*.

845. Si p^= 5^, on trouverait de même que l'ordre de G ne peut dépasser

i3|:ji*. 2"*'*, résultat absurde.

846. Soit p^' — 3^. Raisonnant encore comme au n° 823, on voit que les

doubles suites A,, B<,...; A',, B'j, ...;..., qui servent à former G, sont con-

tenues dans §". La double suite simple ou complexe ju,, -Dl),,..., dont ce der-

nier groupe est dérivé, peut donc être considérée comme formée des substi-

tutions A,, B,,...; A\, B'j,...;... jointes à deux autres couples A,, ife, et

La substitution g est échangeable à A,, B,,...; A'^, B'^,.. .;.... Donc sa

corrélative y sera échangeable aux substitutions

«^ 6^,» . . . =
I
x„ y\, Xi, j„ Xi, Xi,. .. x„x„ Xi, j„ Xi H- a,, J3 -+- ^3, • •

|

,

respectivement correspondantes à ces substitutions; donc cette corrélative

laisse invariables 003, j,,... et remplace les indices a?,, j,, o^j, J2 par des

fonctions de ces mêmes indices. D'ailleurs g est d'ordre 10 et g^ = 6 est la

première de ses puissances qui appartienne à Ç; donc 7 est d'ordre 5.

Remplaçons Xf^ y,, x^, y^ par de nouveaux indices X, Y, Z, U, qui ra-

mènent 7 à sa forme canonique; on aura

y =
I
X, Y, Z, U, Xi,. . . mX, m'Y, m*Z, m'U, x„. . . |,

m étant une racine primitive de la congruence m'^i (mod.2), laquelle

dépend d'une congruence irréductible de degré 4-

Cela posé, soit $ la substitution qui remplace chaque indice de la r-hi'''"*

série de L par son conjugué de la série suivante, multiplié par la puissance

p^ d'un facteur constant e, choisi de telle sorte que <S soit abélienne propre.

83.
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Cette substitution sera échangeable à A,, B,,...; A'^, B', ,...;..., aux puis-

sances près de ô, et transformera ^ en ^'. Cette substitution appartient évi-

demment à L (elle a pour corrélative l'unité dans chacun des groupes auxi-

liaires qui servent à construire L); étant abélienne propre, elle appartiendra

à J, et a fortiori à 4^; et sa corrélative II transformera 7 en y^ . On aura donc

n = R^S, R étant la substitution qui permute circulairement les indices X,

Y, Z, U, et S une substitution abélienne qui les multiplie par des facteurs

constants.

Cela posé, les substitutions dont R est la corrélative multiplient les expo-

sants d'échange par des non résidus quadratiques de 3 (678-684) et celles

dont S est la corrélative les multiplient par des résidus (676-677). Donc la

substitution (£ les multiplierait par un non résidu, ce qui est absurde, car

elle est abélienne propre.

847. Soit p^'=z'j. Le premier faisceau de L est formé des puissances

d'une substitution g d'ordre 8. Soient A<, B,,...; A'^, B'^,. ..;... les doubles

suites qui, jointes à g, forment son second faisceau G. Posons C, =g^f'A,,

D, =^2^'B,,...; C,=g''p'>A\, D\=g'"f'>B\, ...;.... On voit, comme au

n" 703, que les exposants/?,, q^,...; p\, q\, ...;... pourront être choisis de

telle sorte, que les substitutions de L soient toutes permutables aux fais-

ceaux (C, D,,...), (C'j, D'j, ...),.... Soit en outre ^ la substitution qui rem-

place les indices de la rn- i'^'"^ série par ceux de la suivante, multipliés par

la puissance p^ de la racine e de la congruence e*^— i (mod.7). La sub-

stitution <î" = $Cf'Df'. .. Cj'^'D'/'. .. , qui transforme g en g'', sera échan-

geable à C, D,,...; C^, D\, ...;...; de plus elle est abélienne propre; donc

elle appartient à L, et par suite à J.

Le faisceau ($', g^, G,, D,,..., C'j, D', ,...) a son ordre égal à S^i.'^, et ses

substitutions sont échangeables entre elles aux puissances près de la sub-

stitution ô qui multiplie tous les indices par — i. Et si l'on raisonne comme
aux n"* 824-841 (en changeant g, A', S en g^, $', g), on verra que ce fais-

ceau se confond avec ç, et que si DC^o(mod. 2), on aboutira à une absur-

dité en supposant que ^contienne J.

Soit au contraire ac^i. Le groupe J renfermant, par définition, une

substitution qui multiplie les exposants d'échange par un non résidu de 7,

ne peut être contenu dans 4;^, qui n'en renferme point.

848. Si p^' = 3, on appliquera encore les raisonnements des n*'* 824-841,

en remplaçant Si.' par $'.
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849. Soit en^np^ = 5. On établira, comme au n** 823, que ç est formé

des doubles suites A,, B,,...;... jointes à un dernier couple -A, \i\>.

Cela posé, L, et par suite J, contient la substitution <S qui remplace chaque

indice de la r+ i'^'"* série par son conjugué, multiplié par e'^, e étant une

racine de la congruence e*^— i (mod.5). Cette substitution ^jp, apparte-

nant à 4^ et étant échangeable à A,, B, ,...;... transformera -A,, ift> en sub-

stitutions de la forme 6\\,'^^^t ô'^l,^i(b^, s, t, oc, |3, y, o étant des entiers

égaux à o ou à I et satisfaisant à la relation a$ — jSy^i (mod. i). D'slW-

leurs 'J?'', se réduisant à 6, est échangeable à -i. et à \(b. Il faut pour cela qu'on

ait « = 5.

Supposons que l'on n'ait pa^ à la fois (x.:=&=i,^ = y = o. Les indices

indépendants étant supposés ehoisis de manière à ramener ^i,, Db; A,,

B, ,...;... à leur forme type, il sera facile de déterminer les substitutions

échangeables à A,, B,, ...;... qui transforment -i-, Dl, en 5'-x'^yi\>^, 6'^x^mV'

(elles sont le produit d'une seule d'entre elles, que nous savons construire,

par les substitutions qui multiplient tous les indices par un même facteur);

et l'on voit qu'elles multiplient toutes les exposants d'échange par des non

résidus de 5 : donc aucune d'elles n'est abélienne propre, comme ^ devrait

l'être.

Soit enfin x = â = i, |3 = 7=o : $ sera dérivée de -x, ub. Or la substi-

tution g, dont les puissances reproduisent le premier faisceau de L, est

échangeable à A,, B,,---;— D'autre part, elle est contenue dans j^; elle est

donc permutable au faisceau (a, ub; A,, B,,... ;...). Elle sera donc permu-

table au faisceau (Jo, ife). Donc ^f*g~*<Sg = g^ appartiendra à ce faisceau;

résultat absurde, car cette substitution est d'ordre 3, tandis que celles du

faisceau (a,, ift?) ont pour ordre un diviseur de 4-

Donc ici encore il est absurde de supposer que 4^contienne J.

850. Quatrième cas. — L indécomposable de troisième catégorie.

Soient comme précédemment A,, ift>,,...; Xy, W^,. ..;... les doubles suites

qui forment le second faisceau de 4^; A,, B,,...; k\, B'j, ...;... celles qui

forment le second faisceau de L. On verra comme au n°758 que chacun des

faisceaux (a,, ub, ,.••) ("^^i» ^î>'i. .••)••• est formé par les substitutions d'un

ou plusieurs des faisceaux (A,, B, ,...), (A'j, B',,...),

—

Supposons, par exemple, que (a,, iib,,...) soit formé parles substitutions

du faisceau (A,, B, ,...). Soient 4^0 le groupe auxiliaire correspondant à

{x^, Db,,...) dans la constructio.n de 4^; L^ le groupe auxiliaire correspon-

dant à (A,, B,,...) dans la construction de L; A le groupe formé par celles
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des substitutions de Lo dont les corrélatives appartiennent à J. Il est clair

que si ^^contient J, 4^0 contient A. Or soit J„ le groupe qui est à Lo ce que J

est à L : A contiendra Jq. En effet, chaque substitution de Jo est la corré-

lative d'une substitution S de L, qui multiplie les exposants d'échange par

un résidu quadratique, tel que r'^. Multipliant S par la substitution qui

multiplie tous les indices parr~', on obtiendra une nouvelle substitution

appartenant à J et ayant la même corrélative que S.

Le théorème C étant vrai, par hypothèse, pour les groupes 4^„, L„, J„,

le groupe 4^0 sera pareil à Lo. Donc 4^ et L sont construits à l'aide de groupes

auxiliaires pareils. Donc ils sont eux-mêmes pareils.

Le théorème C est donc établi dans tous les cas.



NOTES.

(VOIR LE LIVRE IL CHAPITRE \", § IV.)

Soit G un groupe quelconque : on pourra déterminer une suite de groupes G, H, I, K,. .., i

tels, que chacun d'eux soit contenu dans le précédent, et permutable aux substitutions de G,

mais ne soit contenu dans aucun autre groupe plus général jouissant de cette double propriété.

c • . KT N N N
Soient N, -1 — j — , • •

. î I les ordres respectifs de ces groupes.
P PH P^l^

^ r

La suite G, H, I, K, . .
.

, i pourra parfois se déterminer de plusieurs manières : mais de queltjue

manière que l'on opère, les facteurs p, q, r, resteront les mêmes, à l'ordre près.

Soient en effet G, H, I, K,..., i et G, H', I', K', ..., i deux manières différentes de déterminer

cette suite
; p, q, r,. . . et p', q', r', . . . les facteurs correspondants : nous allons montrer qu'il

existe une troisième décomposition G, H', 5, DC,. . ., i, où le groupe G soit suivi du groupe H',

et où les facteurs soient à l'ordre près égaux à p, q., r,

Le groupe H' est contenu dans G, par hypothèse, sans l'être dans H. D'autre part, en descen-

dant la série des groupes G, H, I, K,. . ., i, on arrivera nécessairement à un groupe K qui soit

contenu dans H'. Désignons comme au n" o3 les diverses substitutions de K par le symbole /„;

celles de I par le symbole i^/>\] celles de H par h^i^k^; celles de G par gsftfî^Kj 'ps indices x,

N
P, y, S ayant respectivement— , r, q, p valeurs distinctes.

Dans les substitutions de H', les indices o, 7 prendront tous les systèmes de valeurs possibles;

sans quoi le groupe (H', I) serait plus général que H', moins général que G et permutable à ses

substitutions, résultat contraire à l'hypothèse. D'autre part, à chaque système de valeurs de ^, 7

correspondra un seul système de valeurs de p : car si H' contenait deux substitutions telles que

8"= g^h^iffioL et T = (ST^A^'V^»'' ^' contiendrait SX"', qui appartient à I sans appartenir à K. Le

groupe formé par les substitutions communes à H' et à I, lequel est évidemment permutable aux

substitutions de G, serait donc plus général que K et moins général que I, résultat inadmissible.

Enfin, H' contenant K , l'indice a y prendra toutes les valeurs possibles pour chaque système

N
de valeurs des autres indices. L'ordre de H' sera donc égal au produit — des nombres de valeurs

des indices 8, 7, a; et l'ordre du groupe 3 formé par les substitutions communes à H' et à H,

N
lesquelles correspondent à la valeur «î = 0, sera égal à—

Cela posé, il est clair que chacun des groupes G, H, 3, K, . .
. , i est contenu dans le précédent,

et permutable aux substitutions de G. Chacun deux est en outre aussi général que possible parmi

ceux qui jouissent de cette propriété; car s'il existait, par exemple, un groupe 3C. plus général

que K, qui fût contenu dans 3 et permutable aux substitutions de G, le groupe (DC, I) serait plus
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généra! que I, contenu dans H, et permutable aux substitutions de G, contrairement à l'hypo-

thèse. Enfin les facteurs /•, p, </,... qui correspondent à cette suite sont égaux à l'ordre près à /:>,

q, /•,..., ce qu'il fallait démontrer.

On pourra de même, sans altérer autre chose que l'ordre des facteurs p, «y, r, . . ., passer de la

suite G, H', 5, K, . .
.

, I à une nouvelle suite G, H'. I', 3(;, . .
.

, i , . .
.

, et enfin à la suite G, H',

I',K'....,i.

Chacun des facteurs p, q, /% . . . est une puissance exacte de l'un des facteurs de composition

de G (59).

NOTE B.

(VOIR LE N" 74.)

Soient G un groupe quelconque; (,' un de ses isomorphes; r/, 6,. . . les facteurs de composition

de (j"; a, ^,.. . ceux du groupe K formé par celles des substitutions de G auxquelles correspond

dans (•' la substitution i . Le groupe G aura pour facteurs de composition a, b,. . ., x, p,. ..

.

Soient en effet C, P),. . ., i une suite de groupes dont chacun soit contenu dans le précédent,

et aussi général que possible parmi ceux qui sont permutables à ses substitutions : ab...,

/;...,..., I les ordres respectifs de ces groupes; G, H,. . ., K les groupes formés par celles des

substitutions de G qui coriespondenl respectivement à celles de (,', 5?- • •> 'i K, L,. . . une suite

de groupes dont chacun soit contenu dans le précédent, et aussi général que possible parmi ceux

qui sont permutables à ses substitutions; ot-p..., p. ...... , i les ordres respectifs de ces groupes.

On verra sans difficulté que les groupes G, H,..., K, L,..., i ont pour ordres respectifs

ab. . .a.p.. ., b. . .xp. ..,..., xp. . .. p...,..., i et forment une suite telle, que chacun d'eux

soit contenu dans le précédent, et aussi général que possible parmi ceux qui sont permutables à

ses substitutions. Donc «, b,. .., a, p,.. . seront bien les facteurs de composition de G.

NOTE C.

(VOIR LE N" 398.)

Si l'équation E est primitive, l'énoncé du n" 398 peut être remplacé par le suivant, qui est

plus général.

Si le groupe G contient une substitution circulaire d'ordre premier p, il sera n — p -h i fois

transitif.

Soient, en effet, S, T, U,. . . les substitutions circulaires d'ordre p que contient G. Les substi-

tutions de G les transforment les unes dans les autres ; elles sont donc permutables au groupe

H = (S, T, U,. . .). Le groupe G étant primitif, H sera transitif (53).

Soient donc fl,,..., a^ les racines que S permute; s'il exîste d'autres racines que celles-là,

l'une d'elles au moins è, sera permutée avec l'une des précédentes, telle que o,, dans l'une des

substitutions T, U, . .
.

, telle que T.

Cela posé, soient /?— q le nombre des racines qui figurent à la fois dans S et dans T; q relui des

racines i,, b^,,.. qui ne figurent que dans T. Les substitutions S et T, combinées ensemble,

donneront un groupe I de degré p -^ q <. 'i'P, et dont l'ordre est divisible par p ; ce groupe sera

donc q -+- 1 fois transitif
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Si l'on avait p -i- q = «, le groupe G, qui contient I, serait a fortiori ry -f- i = « — /> -h i fois

transitif, et le théorème serait démontré. Soit au contraire /? -t- 7 <«, Tune au moins r, des

«—/> — (/ racines qui ne figurent pas dans S et T sera permutée avec l'une des précédentes,

telle que «,, dans l'une des substitutions U, . . ., telle que U.

Cela posé, soit 7' le nombre des racines qui figurent dans U sans figurer dans S; r celui des

racines c,, <•,*,. . ., qui figurent dans U sans figurer dans S ni dans T. Les substitutions S, U dé-

placent /' -f- q' racines, et forment un groupe K qui sera 7'-+- 1 fois transitif, et a fortiori /• -hi fois

transitif.

Gela po?c, le groupe L = (S, T, U), dont les substitutions déplacent p -^ q -^ r racines, sera

7 -f—r -T- 1 fois transitif. Et d'abord il est transitif : car les substitutions T, U permettent de rem-

placer r, par l'une quelconque des racines r,, c^,. . ., ou par a,, que les substitutions de I permet-

tront de remplacer à son tour par l'une quelconque des racines restantes «,,..., A,, Cela

posé, L sera deux fois transitif : car celles des substitutions de K qui laissent r, immobile, per-

mettent de remplacer c^ par l'une quelconque des racines c,,. . ., r^, ou par «,, que les substitu-

tions de I permettent de remplacer à son tour par l'une quelconque des racines restantes «,,...;

^, , . . . . On verra de même que L est 3 fois, . .
. , 7 -h r + i fois tran.sitif.

Si « = yM -f- 7 -f- r, G. qui contient L, sera n fortiori q -^- r -r- 1 = u — p ->- \ fois transitif.

Si « > /y -t- 7 -4- r, on recommencera un raisonnement semblable au précédent.

Corotlfiire. — Si le groupe G ne contient pas le groupe alterné, il ne peut être plus de m fois

transitif, m étant un entier auquel nous avons assigné des limites (83 et 113). Si donc on a

r/ — p-\-iy-ni, d'où /j < /i — /« -i- I, G ne pourra contenir aucune substitution circulaire

d'ordre p. Soit donc r le groupe formé par les puissances d'une telle substitution. Les groupes G
et r n'ayant aucune substitution semblable, le produit de leurs ordres yi^N divisera 1.1... n (40).

1 . 2 . . //

Donc— sera divisible par chacun des nombres premiers inférieurs à // — /« -i- i; il le sera

donc par leur produit.

Ce résultat permet de simplifier la démonstration du théorème du n" 88. En effet, considérons

une fonction de // lettres dont le groupe G soit transitif. Si ce groupe n'est pas primitif, soit u. le

nombre des systèmes entre lesquels se partagent les n lettres : l'ordre N de G sera un diviseur(n\ ï* lin
1.2... -

I
ret le nombre <f{n)= ' „

"

des valeurs distinctes de la fonction

sera un multiple de ' " ' ^- Si au contraire G est primitif, <?(«) sera un multiple

du produit des nombres premiers inférieurs à «— m -r- 1^—r On a m ^ —^^— ( 83 ) I-

Soient maintenant n un entier fini quelconque, et v un entier moindre que n : il est clair qu'en

prenant X supérieur à une certaine limite, facile à détermfner, on aura

»(X — v) > i.i...-j[A- — -j){Â- — V — i)...(X — « -t-i),

inégalité dont la démonstration faisait Tobjet des n** 92-94.

NOTE D.

(VOIR LE N° 441.)

M.M. Cavlcv et Salmon avaient découvert et étudié ces droites avant Steiner.
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fj(i6 NOTES.

NOTE E.

(LIVRE III, CHAPITRE IV, § III.)

L"é(iuation X dont dépend la division des périodes par un nonibre premier impair // dans les

fonctions hyperellipliques à ik périodes est de degré /^^*— i, et l'ordre il de son groupe G est

égal à (« — i)(«"— i)«^*"'. ..(«'— i)«(219-221). Mais si l'on groupe dans un même système celles

de ses racines pour lesquelles les indices />,, 7,,..., p^, q^ ont le même rapport, on obtiendra

, w* — r

ime reduife Y du degré ——— Celle-ci résolue, X deviendra abélienne, son groupe se réduisant

aux substitutions qui multiplient chaque indice par un même facteur constant.

Soit m = j un diviseur quelconque de ^- (égal ou non à l'unité) : partageons les indices />>,, </,,. .

.

en / systèmes de -un indices. Celles des substitutions de G qui remplacent les indices de chaque

système par des fonctions des indices d'un même système sont évidemment en nombre

.0= 1.2... /(« -l) [(«='"— l)«^"'-'... («'-!)«]';

une fonction des racines de X invariable par ces substitutions dépendra donc dune équation de

degré—-

Celles des substitutions de G qui remplacent les indices p^, p.^.. .

. , p^ par des fonctions de ces

mêmes indices forment un groupe H, dont l'ordre P est égal à («* — !). ..(«*— «*"')(« — 1)« ^
.

En effet, la substitution

I /^,^.'7.> A: 'i'î--- A +;^2» <?!. Al ^2
— '/,'•••

I

et ses analogues permettent de remplacer p,,..., p^ par des fonctions linéaires quelconques

des mêmes indices dont le déterminant ne soit pas nul , fonctions qui peuvent être choisies de

(«*—!)...(«*— n"-') manières distinctes. D'autre part, les substitutions de G qui. laissent inva-

riables Pi,. . ., p^, sont dérivées des suivantes :

I A> -Zp Pz^ '/..••• /A. «7.7 P21 aq^,--
I

I A> 7.. A> 'li^-" Po 7. -t-P.. A. 72;- •• l>

I A) 7» A' 72.-.- • Ps, 7. -<- A, A' 72 + A-- • l>

k(k+i)

et de leurs analogues, et sont en nombre [n — i) n ^ .

Une fonction des racines, invariable par les substitutions de H, dépendra d'une équation de

degré -^ =(«"-*- 1 )...(« + i ).

ri^ — 1

Dans -le cas particulier où k = 2, ce degré sera égal à L'équation X aura donc deux ré-

duites distinctes de ce.degré.

Cette proposition se vérifie dans le cas particulier de la trisection, où l'on a une réduite du

40* degré, analogue à l'équation qui donne les ternes de doubles trièdres de Steiner dans les

surfaces du troisième ordre.



NOTES. 067

Exisle-l-il en général, comme pour le cas particulier de la trisection des fonctions à quatre pé-

riodes, des réduites d'un degré inférieur îi ? La négative n'est guère douteuse; mais elle

:-enible difficile à démontrer généralement, et nous ne l'avons établie jusqu'à présent en toute

rigueur que pour la quintisection des fonctions à quatre périodes. Cette démonstration s'effectue

par les procédés que nous avons appliqués à l'équalion aux vingt-sept droites {Wi-iîii). Mais ici

la compliration est beaucoup plus grande.

FIN.







BRAIRIK liK I.AIJTHIER-Vll I \ns
SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,

BERTRAND (J. ), M'Mnbre .io lln>lUu!, l'r(,!ô>s(Mir h l'Kcolr iin|RTi;ilo IVih torlmiquc et iui (:uli('"'C" do
I raiice. — Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral.
Calcul nn-FÉnr.NTiEL. ln-4 de S3G !>agcs. avec io6 li-'.iie:^ dan^ le bwlc; i8'j4.. /;y .

r.ALcrL ixrkohXL {/tift'iira/rs f/éfi/ii/'s rr imlvfiùfs.. Jn-.'j de (hj() paiie.'. avec 88 lisuros u.ni-
lo tcxie: 1870 .'

'
'.

Le troisième et dernier volume. Cau.li. intégbai. \E<iu<iti(>iis (iijf'ércntk'lles), est sous pre>se.

BRIOT (Ch. 1, Professeur suppléant à la l'arullc Cw^ Sciences. — Théorie mécanique de la Chaleur.
In-8, avec figures dans le texte: 1869 - j>. f^, e.

Le but de l'Auteur a été d'oxpDM'r I.^s ))VÙKi|ios londanienlaux: de la Tliéoric i))éf!u,ique de !a Chaleur, eu les
déduisant des lois générales de la Mécaiiitiiie. L'Ouvrajîe e.st divise eu deux Paities, eonipreiiaiit, l'une les pheiio-
niènes thermiques proprement dits, l'autie les phcnoniènes eleelnques.

DUPRÉ
( Ath.), Doyen de la Faculté des Sciences de Reimes. — Théorie mécanique de la Chaleur iPariie

e.rpèriinvntnle en commun avec M. Paul Dupré]. In- 8. a\ec figures^dans le texte; 18Ô9 8 fr.

I.'.'x'ieur ne se borne iioint a oliVir au public une rédaeliou soigner de ses travaux personnels mis en ordre et
rerdus laciles ti lire; il a tenu a mettre au jour ini vériUible Traité de la théorie inéeanique de la Chaleur. On
y irouv-r exposées les preuves irrécusables dos Principes fondamentaux, des Iheorèjnes qu'ils reulernienC el des
lois nombreuses qui s'en déduisent. L'Auteur consacre deux Chapitres ii l'etudQ des ailiaclions moléculaires, et il

arrive il plusieurs des lois qui les régissent en appliquant aux résultats obtenus par les Physiciens et les Chimistes
une méthode analogue ii celle qui a permis de tirer la loi nev.toniennc des lois de Kepler,

JAMIN \i.\ ,
Metnbrc de l'Institut. Pn>fe.ssour à TÉcole Polylecliniijue et à la Faculté des Sciences de Paris.— Petit Traité de Physique, à iusage des Établisseiiienls d'inslruction, des aspirants aux Baccalau-

féats et des candidats aux Fcoles du Gouvernement. ïti-8. a\ec nombreuses figures dans le texte-
'870 ; ,

•;
8 fr'

Depuis le commencement de ce siècle, la Piiysique a été renouvelée dans son ensemble. Fresnel a etaidi la
Théorie de la Lumière, Ami.ére celle du Magnétisme; l'étude des vibrations sonores a été considérablement
accrue; on a reconnu que l'ensemble des radiations émi.ses par les corps échautlés se distingue par des relian-
gibilites croissantes, non par des changements de nature et d'essence, et que par conséquent l'es diverses chaleurs
layonnantes, les lumières ou couleurs différentes et les rayons chimiques, ne sont que les notes distinctes d'une
série de gammes, et ne difi'érent que par leur durée de vibration. Dans les dernières années enfin, ou a démontré
qu'un nombre donné de calories peut se transformer en une quantité équivalente de travail mécanique et réci-
proquement, et que la Chaleur, autrefois appelée statique et considérée comme un lluide, n'est autre chose que
hi somme des forces vives (jui animent les molécules des corps chauffes. L'ensemble de ces remarquables jiroprès
a l'ait justice d'anciennes hypothèses, et la Physique n'est plus ou ne sera bient(")t plus qu'une Mécanique ration-
nelle où les forces naturelle^ exeiceijt leur action sur les substances )>esaiites el sur un milieu spe'cial et uninue,
qui se nomme Véthei-.

Cependant les Traités élémentaires semldent prendre h lâche de dissimuler ces idées générales, et de se cot)-
tenler de' détails sans liaison : le Magnétisme est toujours préseiïté comme dépendant d'un lluide, la Cludeurest
réduite à des notions empiriques, on professe qu'elle se dissimule et devient latente ; la Chaleur rayoniianie est
prise comme distincte de la Lumière, et l'on ne dit rien de la Théorie optique. Lo livre élémetUaire que nous
offrons aujourd'hui au public est conçu dans un esprit diflérent. Des les premiers mots l'Auteur démontre que

dans l'éther; les interférences et la polarisation sont expliquées de la manière la plus élémentaire, et la 1 héorie^
vibratoire est rendue accessible ii tous.

L'Auteur espère que les modifications qu'il propose dans renseignement de la I^hysique seront appiouvees par
ses Collègues, et qu'elles seront jirofilables aux Élèves en les délivraîit de ce ([ue les savants ont abandonné, en
élevant leur esprit jusqu'à de plus hautes conceptions, en leni- monrianl l'ensemble philosophique d'une >ri.'uce
dejii très-avancée et qui semble touciiei- à son ternie. ^

ZEUNER, Profe.-;seur de Mécanique à l'École Polyte(iini((ue fédérale de Zurich. — Théorie mécanique de
la Chaleur, avec ses Applications aix MAcnixEs. '/ édition, entièrement refondue, avec tigines dans
le texte et nombreux tableaux. Ouvrage traduit de railemaml^et augmenté d'un Appendice comprenant
les travaux postérieurs à la publication du texte alleaiau,(l,*ien [larticuîier les imporlantes Recherches de
M. Zeuner sur les propriétés de la' vapeur d'eau surt^aiiflée

;
par M. M. AmtJioL ancien Éle\e de l'École

impériale des Ponts et Chaussées, et M. Jch. Cr/-//>, Professeur "rie Physique au Lycée Bonaparte. Mn
fort volume in-8 ; iSGg '.

' 10 fr.

Cet Ouvrage difFère essenlielîemi'iil Cn- ceux qui ont été publies jusqu'il ce jour sur la théorie mécanique de
la Chaleur. L'Auteur a voulu écrire un 'l'raité destine spécialement aux Ingénieurs et aux P'iysiciens. Ce Traite
embrasse les diverses parties de la Mécanique appliquée qui ont quelque rapport avec la rJialeur, et en parti-
culier une Théorie nouvelle de la Machine à vapeur. 11 contient de plus, sous une form(^ très-simple, l'exposé
complet des recherches de Clapeyron, Clausius, Joule, Hirn, Rankine, W. el J. Thomson, etc.

Paii^ — Imprimerie de (lAUTIUKR-VILLAIiS, rue rie Seine-Sainl-Germiiin, 10, près l'Institut











PLEASE DO NOT REMOVE
CARDS OR SLIPS FROM THIS POCKET

UNIVERSITY OF TORONTO LIBRARY

QA
171
J67

Jordan, Camille

l'hysical &
Applied Sel.

s%




